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APRESENTACAO

A Pandemia do novo coronavirus pegou todos de surpresa. De repentemente, ainda
no inicio de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar
a um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida
para barrar o contagio da doenga. As escolas e universidades, por exemplo, na méo do que
era posto pelas autoridades de saude, precisaram repensar as suas atividades.

Da lida diaria, no que tange as questbes educacionais, e das dificuldades de
incluséo de todos nesse “novo normal”, o contexto pandémico comecga a escancarar um
cenario de destrato que ja existia antes mesmo da pandemia. Como destacou Silva (2021),
esse periodo pandémico sé desvelou, por exemplo, o quanto a educacao no Brasil € uma
reprodutora de Desigualdades.

E é nesse cenario de pandemia, movimentados por todas essas provocagdes que
sdo postas, que os autores que participam dessa obra relinem-se para organizar este
livro. Apontar esse momento histérico vivido por todos é importante para destacar que
temos demarcado elementos que podem implicar diretamente nos objetos de discussao
dos textos e nos movimentos de escrita. Entender esse contexto é importante para o leitor.

O contexto social, politico e cultural tem demandado questdes muito particulares
para a escola e, sobretudo, para a formacao, trabalho e pratica docente. Isso, de certa
forma, tem levado os gestores educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e
para a Educacao Béasica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse contexto de incluséo,
tecnologia e de um “novo normal”; com isso, € importante olhar mais atentamente para os
espacos formativos, em um movimento dialégico e pendular de (re)pensar as diversas
formas de se fazer ciéncias no pais. A pesquisa, nesse interim, tem se constituido como um
importante lugar de ampliar o olhar acerca das inUmeras problematicas, sobretudo no que
tange ao conhecimento matematico.

E nessa sociedade complexa e plural que a Matematica subsidia as bases do
raciocinio e as ferramentas para se trabalhar em outras areas; € percebida enquanto parte
de um movimento de construcdo humana e histérica e constitui-se importante e auxiliar
na compreensao das diversas situagdes que nos cerca e das inumeras probleméticas que
se desencadeiam diuturnamente. E importante refletir sobre tudo isso e entender como
acontece o ensino desta ciéncia e o movimento humanistico possibilitado pelo seu trabalho.

Ensinar Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dinamica
em sua constru¢do que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem da Matemaética, priorizar e néo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico e sobre isso, de
uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.

E neste sentido, que o livro “Incompletudes e Contradicées para os Avangos da



Pesquisa em Matematica’, nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiéncias
do professor pesquisador que ensina Matematica sejam apresentadas e constituam-se
enquanto canal de formacdo para professores da Educacdo Basica e outros sujeitos.
Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que
surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores pesquisadores
de diferentes instituicdes do pais.

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores
provocagoes, inquietacdes, reflexdes e o (re)pensar da propria pratica docente, para quem
ja é docente, e das trajetérias de suas formacgdes iniciais para quem encontra-se matriculado
em algum curso de licenciatura. Que, apés esta leitura, possamos olhar para a sala de aula
e para o ensino de Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa
com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma 6tima leitura a todos e a todas.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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CAPITULO 5

UTILIZANDO O GEOGEBRA PARA DETERMINAR
APROXIMACOES PARA RAIZES DE EQUACOES
ATRAVES DE METODOS NUMERICOS

Data de aceite: 17/02/2021

Daniel Martins Nunes

Instituto Federal do Norte de Minas Gerais
Januéaria — Minas Gerais

Fabio Mendes Ramos

Instituto Federal do Norte de Minas Gerais
Januaria — Minas Gerais

RESUMO: Este estudo discute a utilizagdo do
software GeoGebra no ensino de Matematica,
especificamente em temas discutidos em
disciplinas como Métodos Numéricos. Dessa
forma, apresentamos alguns comandos e
processos que podem ser utilizados durante
o ensino de Aproximacdo de Raizes pelos
métodos de Bissecdo, Ponto Fixo, Newton-
Raphson e Secantes. Além disso, divulgamos
um aplicativo construido com o auxilio do
GeoGebra que permite a interagdo do usuério,
obtendo respostas precisas para os problemas
de célculo numérico em poucas etapas. De
modo geral, observamos que o GeoGebra é
uma ferramenta importante para o processo
de ensino-aprendizagem da disciplina, pois
permite observar o comportamento de funcdes
transcendentais e que as aproximagdes geradas
por ele sdo precisas assim como as que sdo
determinadas por outros softwares utilizados na
area.

PALAVRAS - CHAVE: GeoGebra, Métodos
Numeéricos, Aproximacao de Raizes.
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USING GEOGEBRA TO DETERMINE
APPROXIMATIONS FOR EQUATION
ROOTS THROUGH NUMERICAL
METHODS

ABSTRACT: This study discusses the use
of GeoGebra software in the teaching of
Mathematics, specifically on topics discussed in
disciplines such as Numerical Methods. In this
way, we present some commands and processes
that can be used during the teaching of Root
Approach by the methods of Bissecéo, Ponto
Fixo, Newton-Raphson and Secantes. In addition,
we disclose an application built with the help of
GeoGebra that allows user interaction, obtaining
precise answers to numerical calculation
problems in a few steps. In general, we observed
that GeoGebra is an important tool for the
teaching-learning process of the discipline, as it
allows observing the behavior of transcendental
functions and that the approximations generated
by it are accurate as well as those determined by
other software used in area.

KEYWORDS: GeoGebra, Numerical Methods,
Root Approximation.

INTRODUCAO

Durante o ensino fundamental e médio é
comum a abordagem de resolucdo de equacdes
que nos conduzem a determinagdo de suas
solugdes por meio de férmulas diretas, tais
como, as equagOes quadraticas que emprega a
formula de Bhaskara. Algumas dessas equagdes
ndo apresentam uma solugdo exata, como por
exemplo a equacéo 1 a seguir:
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x2—-2x-5=0 (Equacio1)

Cujas raizes poderiam ser dadas pelos valores: x =1t Ve, ou, aproximadamente,
x' = 3,44948974278 e x' = —1,4494897427. Entretanto, estas equacbes quadraticas,
exponenciais, logaritmicas, dentre outras, comumente ensinadas durante esta etapa do
ensino,sdo, por vezes, facilmente determinadas por meio da utilizacdo de procedimentos
algébricos especificos e que podem resultar em valores exatos ou aproximados como
apresentamos anteriormente.

No ensino superior a situagdo muda, pois geralmente nos cursos daarea de
exatas estabelecem situagcdes em que estes métodos nao podem ser empregados para
determinar as solugbes das equagbesobtidas por meio de modelagem matematica. Por
exemplo, adotando para o modelo de crescimento populacional de uma certa regido a
funcao a seguir:

v
N(t) = Noe™ + E(E“t — 1! (Equacio 2)

Em que N (t) denota o nimero de habitantes no instante t, N, 0 nimero de habitantes
no momento inicial, v a taxa de imigracao suposta constante e a taxa de natalidade. Agora,
supondo que uma populagdo tenha inicialmente 1000 000 de individuos, que 435 000
imigrem para a comunidade no primeiro ano, e que 1 564 000 individuos estejam presentes
apos decorrido um ano, para determinar a taxa de natalidade dessa populagdo devemos
resolver a equacao a seguir em fungéo de a :

435000
1564000 =1000000e%+ —(e*—1) (Equacio 3)
a

Dessa forma, os métodos algébricos que costumavamos utilizar ndo séo
suficientes para resolver situagcbes como esta. Em detrimento a esta impossibilidade,
foram desenvolvidos métodos numéricos para determinar a solugéo de equagdes como
apresentada anteriormente.

Os métodos numéricos empregados como o de Bisseg¢édo, Ponto Fixo, Newton e
Secantes sédo metodologias diferentes, mas que utilizam o mesmo principio, a iteragéo (ou
repeticao) do processo de determinar aproximacgdes para as raizes de equagoes.

Chamamos de iteragdo o processo que envolve o uso de férmulas repetidas vezes
até que o resultado obtido atinja uma precisao previamente estabelecida. Assim, a cada
etapa realizada a solucédo de uma equacao aproxima-se cada vez mais do valor real. O fato
de estabelecer uma precisao no inicio do processo deve-se a necessidade de encerra-lo,

1 Burden e Faires (2015) adaptado.
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uma vez que a iteragdo gera uma sequéncia de calculos e valores que podem ser infinitos
e cada vez mais precisos.

E muito comum a utilizagdo de softwares numéricos para determinar uma
aproximacao para estas solucdes, tais como, o Matlab e nas suas versoes livre Scilab e
Octave. Ambos trazem a possibilidade de usar um encadeamento de comandos repetitivos
ou de construgao de um algoritmo para, através da itera¢do, obter uma boa aproximacgéao
da solucéo. Além disso, podemos utilizar os editores de planilhas eletrénicas, tais como
0 Excel ou Calc, para construir tabelas que contenham os célculos determinados pelos
métodos supracitados, que apesar de tornar o processo rudimentar, em comparagdo com
0s programas anteriores, possibilita o aluno entender os mecanismos envolvidos em cada
processo.

Embora ja tenhamos disponiveis estes recursos, que funcionam muito bem, os
alunos dos cursos de Licenciatura em Matematica provavelmente terdo maior contato
com algum software educacional como, por exemplo, o GeoGebra que € amplamente
divulgado no Brasil e muito abordado em pesquisas (livros, artigos, dissertagtes, teses,
videos). Algumas publica¢bes, tais como, Bezerra e Ramos (2020); Junior e Abbeg (2016);
Boruch e Scaldelai (2016); Guimardes e Miranda (2010), para citar algumas, demonstram
a abordagem do GeoGebra para estudo dos métodos numéricos.

O referido software € gratuito e foi desenvolvido pelo austriaco Markus Hohenwarter,
tem como premissa articular em um mesmo ambiente, através de suas varias janelas, as
representacdes simbolicas, graficas e geométricas de um objeto. Dessa forma, o usuario
pode interagir e observar as transformacdes na tela percebendo relagcbes matematicas
existentes.

O GeoGebra é comumente utilizado para se discutir ou construir representacdes de
funcdes ou de objetos geométricos (2D ou 3D) criando objetos dinamicos e interativos, mas
sera que é possivel usa-lo no processo de ensino e aprendizagem dos métodos numeéricos
discutidos anteriormente?

O objetivo desta pesquisa € apresentar algumas possibilidades para tal uso e divulgar
uma ferramenta construida por um dos autores. Além disso, gostariamos de sensibilizar os
profissionais que atuam nos cursos de formacgéo de professores a considerarem utilizar o
GeoGebra em detrimento de outros softwares.

JANELA DE VISUALIZACAO E COMANDOS

O GeoGebra nao possui comandos especificos para determinar as raizes de uma
equacéao utilizando especificamente os métodos mencionados anteriormente. Entretanto,
hé alguns recursos que podem ser utilizados e que trazem uma 6étima preciséo para o
estudo das raizes destas equacgdes.

Primeiramente, pontuamos que a possibilidade de observar o comportamento grafico
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das fungbes associadas as equacgdes € possivel de ser realizado no programa. Assim, sera
possivel estabelecer um intervalo inicial que atenda ao Teorema de Bolzano?, ou um valor

proximo a raiz para usar nos processos iterativos.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

NP ke ) e P Slentl ofs | s i
Y e LB &, Fd NN B4 B R

* Janela de Aigebra = Janela de Visualizacio
. fiv v

Funglio

® [y =logs(x) — sen(x) L]

Entrada.

Figura 1:Representagéo gréfica da fungdo f(x) = log(x) — sen(x) no GeoGebra.

Fonte:Arquivo do autor, 2020.

Geralmente para determinar tais raizes pelo Teorema de Bolzano os académicos
séo instruidos a construir uma tabela contendo valores e determinar as suas imagens.
Assim, ao verificar a mudanca de sinal dentro de um intervalo eles constatam que ha ao
menos uma raiz naquela regiao®. Entretanto, para uma situagdo como a apresentada na
Figura 1, o aluno poderia observar o comportamento do grafico para valores extremamente
grandes e constatar a sua periodicidade, além de verificar que ha apenas estas trés raizes
para a equagdo log(x) = sen(x) .

Além disso, o académico pode utilizar o programa para verificar se os seus resultados
determinados durante a aplicacao dos métodos iterativos estao condizentes com o auxilio do
GeoGebra. Basta utilizar o comando Raiz( < Fungio >, < Valor de x Inicial >, < Valor de x Final >)
que pode ser digitado diretamente na Barra de Entrada.

A Figura 2 a seguir apresenta as aproximacgodes para as trés raizes da fungéo a partir
da utilizacdo do comando anterior:

2 Se f:[a,b] > R,y = f(x), é uma fungéo continua tal que f(a).f(b) <0, entdo existe x* € (a,b) tal que f(x") = 0.
3 Paragarantir que araiz é Gnica no intervalo dado utilizar a seguinte proposicéo: Se f:[a, b] - R € uma funcgao diferencia-
vel, f(a).f(b) < 0e f'(x) >0 (ou=f'(x) < 0) paratodo x € (a,b), entdo existe um anico x* € (a, b) tal que f(x") = 0.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

RGO ===
i JaHela de Algebra X |* Janela de Visualizagio %
Il _f\ w ACY
Fungéo
® f(x) = logo(x) — sen(x) ¥
Ponto

@ A= (2.696256562717607, 0)
@ B =(7.328347778691318, 0)
@ C=(8.26382973506397,0)

Entrada:

Figura 2: Raizes da fungéo obtida com o GeoGebra.

Fonte: Arquivo do autor, 2020.

Este comando apresenta uma melhor aproximagéo para as raizes e apresentara
algumas diferencas em suas Ultimas casas decimais de acordo com o intervalo adotado.
Poderiamos ainda usar a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, localizado na Barra de
Ferramentas, mas com a sua utilizagcéo a raiz ndo é determinada com uma precisao igual
ao que foi realizado no método anterior. Observe a diferenca entre as coordenadas dos
pontos A e D na Figura 3 a seguir que representam a mesma raiz:

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
- r- il A ol o- .l = - -
K [S P B2 1 O] 'S P K =2 o )| = T
w Janela de Algebra X | v Janela de Visualizagdo X
_vf;v |."'»ﬁ'¢
Fungao |
® f(x) = log(x) — sen(x) R EEE
Ponto

® A = (2.696256562717607, 0)

@ B =(7.328347778691318, 0) [
@ C = (8.26382973506397, 0) 5
@ D = (2.696256561386011, -0.000000001416199) |

Entrada o[ s

Figura 3: Raizes da fungéo obtida por métodos diferentes.

Fonte: Arquivo do autor, 2020.

Incompletudes e Contradi¢cdes para os Avancos da Pesquisa em Matematica 2 Capitulo 5




PLANILHAS DINAMICAS

As diversas janelas e funcionalidades do GeoGebra ndo se esgotam apenas na
construcao de figuras geométricas planas ou espaciais, ou de fungdes. O programa ainda
possui a opgéo de trabalhar com planilhas eletrénicas que pode dinamizar o trabalho de
determinar as raizes de uma equacéo, assim como nos editores de planilhas disponiveis
no mercado como, por exemplo, Excel, Calc, dentre outros.

Entretanto, a integracéo da planilha com os outros recursos disponiveis no GeoGebra
torna-a uma ferramenta poderosa em detrimento a estes outros editores. Por exemplo,
utilizaremos ainda a equagédo log(x) = sin(x) dos exemplos anteriores para ilustrar esta
aplicagcé@o. Além disso, usaremos o0 método de Bissecao para determinar o valor das raizes
desta equacéo.

O método de Bissecdo consiste em determinar a raiz de uma fungéo continua

f:la,b] = R com f(a).f(b) <0 (existéncia garantida pelo Teorema de Bolzano). Para
determinar a primeira aproximagdo tomamos o ponto médio do intervalo [@.5] | ou seja,

L@ = (a+b)
2
Pode ocorrer que f(x) =0, desta forma, o zero de f(x) & x(®) mas caso ndo
seja devemos continuar o processo refinando cada vez mais esse intervalolevando em
consideracédo o Teorema de Bolzano a cada nova iteragdo, ou seja, devemos garantir que

cada novo intervalo deve atender f(a).f(b) <0,

v

Figura 4:Funcionamento do Método de Bissegéo
Fonte:Justo et. al. (2019)
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Com base na Figura 4, observamos que para o préximo intervalo usaremos [x(o),b],
pois f(@).f(x@) >0 Assim, como f(x®@).f(b) <0, fazemos

x@ +b

(1) _
x 2

Dessa forma, realizamos estes célculos até atingirmos uma precisado dada que torne
o valor de x™ o mais proximo possivel da solucéo real. O critério de parada pode ser
escolhido dentro de varias possibilidades, chamando de ¢ o valor dado para a preciséo,
segundo Burden e Faires (2008) e Justo et. al. (2019), utilizaremos os dois critérios
descritos a seguir:

f(x(”)) <e

b — o)
—_— <

2 £

Observe que o método consiste em trocar a cada nova iteragdo os extremos do
intervalo que contém a raiz, mas como descrito anteriormente, faremos de tal modo a
garantir a aplicacao do Teorema de Bolzano. Iniciaremos o processo utilizando tomando
n=0e:

a®™ =g p) = p e () — M

Verificamos se nesta etapa x ™ ou a ™ e 4 ™ atende ao critério de parada, em caso
positivo, x ™ é a aproximacédo desejada. Caso contrario, continuaremos o processo, ou
seja, passamos a proxima etapa, n + 1. Para estabelecer os novos intervalos de iteracéo
facamos o teste: se f(a).f(x™) < 0, entdo definimos a1 = a( g p(n+D = x; cago
contrario, se f(a).f(x™) >0, entdo definimos a™ = x™ ¢ b+ = pM Opserve que
nestas mudangas estamos sempre levando em consideracdo a aplicacdo do Teorema de
Bolzano, ou seja, de garantir que a raiz da funcado esteja dentro do intervalo considerado

na iteracdo. Assim, na proxima iteracao, n + 1, basta fazer:

a(n+1) + b(n+1)

(n+1) —
X 2

Tornamos a verificamos se nesta etapa x™" ou a™" e /™" atende ao critério de
parada, em caso positivo, x*" & a aproximagado desejada. Caso contrario, continuamos o
processo fazendo as alteragdes indicadas anteriormente.

Feito estas consideragbes, passamos a construcdo do método no GeoGebra.
Primeiramente, defina dois controles deslizantes chamando-os de a e 4, com intervalo
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variando de 0 a 10 e incremento igual a 0,1. Construa os pontos A = (a,0) e b = (b, 0) para
que sejam exibidos na Janela de Visualizag&o o intervalo inicial da iteragéo.
Na Planilha, construir o cabecalho tal como exibido na Figura 5 a seguir:

* Planilha
feln 0 |EEE| 3 |E

A B | c D E F G
1 'nam [bAn X fa®n)*1(x*) 1x) Ib*n-a*n|/2
2
2
—

Figura 5:Cabecalho da Planilha para o método de Bissegéo.

Fonte:Arquivo do autor, 2020.

Para construir a lista de numeros que representa a ordem da iteracdo podemos
proceder da mesma forma como nos outros editores de planilha. Iniciamos com a contagem

0 e 1 e, em seguida, utilizamos a al¢a de preenchimento automético:

* Planilha et Planilha
fln 1 |EEE =~ O~ Sn 1 |EEE =~ |H-
A B I c ‘ D E [ [P B | c [ o E

1 |n a*n b*n x* fla*n)*f(x*) 1 |n a*n b*n x* fla”n)"f(x")
2 [ o 2] o

3 3] 4

4 ] 2

5 5 | 3
IER Alca de ol -

7 7| s

8 g | &
|| 91 7

10 | 10| e

1 11| o

- (12| o

13 13

Figura 6:Criando uma lista automética de valores para n

Fonte:Arquivo do autor, 2020.

Para o primeiro valor de a' configuraremos na célula A2 o seguinte coédigo: = a.
E para primeiro valor de 4™ configuraremos na célula C2 o cédigo: = 4. Estes comandos
capturardo os valores dos controles deslizantes criados anteriormente, dessa forma, ao
modifica-los a planilha ir4 atualizar seus valores automaticamente.

O préximo passo € o calculo de x(". Assim, na célula D2, configure o cédigo: = (52
+ C2) /2 . Na proxima coluna, realizamos o calculo de  f(a) - f(x™) que determinara a troca
dos extremos dos intervalos de iteracéo, dessa forma, configure o codigo: = f(B2) * f(D2) .
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Por fim, as formulas dos critérios de parada. Na célula /72 , utilizar o comando:
= f(D2), que retorna a imagem de x" para a funcéo /'* construida. E na célula ;2 usar
o codigo: = (€2 - B2)/2, que determinara a distancia média do intervalo [a,/] em cada
iteracéo dada.

Para determinar os valores das proximas iteragdes utilizaremos mais dois comandos.
Na célula B3 usar o codigo: = Se(E2 > 0,D2,B2). Este comando analisa se o produto
f(@).f(x™) > 0, em caso positivo, estabelece para a™=" o valor de x contido na célula D2
e, em caso contrario, repete o valor de a anterior.

Na célula C3 usaremos o codigo: = Se(E2 > 0,(2,D2). Assim como no caso anterior,
esse comando analisa se o produto f(a). f(x™) >0, em caso positivo, estabelece para
b™*1) 5 valor de 4 obtido anteriormente e, em caso contrario, alteramos o valor de / para
o valor de x calculado anteriormente.

Realizado estas etapas, basta copiar as formulas para as demais células da tabela
através da alca de preenchimento automatico. Ao final, teremos o resultado ilustrado na
Figura 7 a seguir:

* Planilha
x| N 1 O~ B
A | B c D E F [
1 In |a*n brn x fan)fixt) ) |b*n-a*n|/2
2| o 2 3 25 0.121977166884544 | -0.200532135431919 05
I 25 3 275 -0.011565020511521 |  0.057671701777931 025
4_ 2 25 275 2625 0.014997997109852 -0.074790990868114 0.125
T 3 2625 275 26875 0.000695453465338 -0.009298626174971 0.0625
= 2.6875 275 271875 -0.000223305360797 |  0.024014876670501 003125
= s 2.6875 271875 2703125 -0.00006800602856 0.007313556570658 0.015625
8| 6 2.6875 2703125 26953125 0.000009334724629 | -0.001003882127713 00078125
9 | 7 26953125 2703125 260921675 -0.000003164262533  0.003152025965399 0.00390625
0 8 25953125 269921875 2607265625 0.000001077532847 |  0.001073365003544 0.001953125
1 o 25053125 2607265625 26062800625 -0.00000003460917 |  0.000034564984300 0.0009765625
10 250953125 26062800625 260580078125 0.000000486584526 | -0.000484702847554 0.00048828125

Figura 7:Método de Bissec¢ao para a fungdo f(x) = log(x) — sin(x) para a=2 e b=3.
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Fonte: Arquivo do autor, 2020.

£=10"2
|f ()| < &, temos que o resultado sera obtido na iteragéo de ordem n = 5 e assim, x©

Se considerarmos , observando a tabela e adotando o critério
= 2,6953125. Por outro lado, considerando o segundo critério de parada, teremos que a
solucéo sera obtida para n = 6 e assim, X = 2,6953125 ¢ yma aproximagéo para a raiz
da funcao.

Entretanto, de acordo com a Figura 2=, obtivemos como solugéo para a primeira raiz
da equacgéo o valor x = 2,696256562717607. Dessa forma, comparando com os valores

mencionados anteriormente, x® representa uma melhor aproximagéo para a raiz da fungéo.
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Podemos ainda apresentar uma tabela com os valores calculados anteriormente
na Janela de Visualizagdo e ocultar a Planilha para tornar melhor a visualizagdo das
informacdes. Para isto, basta selecionar todas as linhas da Planilha que contenham os
dados e selecionar a opg¢ao Tabela, conforme a Figura 8, em seguida, selecionar a op¢éao

Objetos Independentes e confirmar em Criar.

¢ GeoGebra Classic 5 (1)
Mqulvo Editar Exibir Oppaes Femramentas Janela AJUUE

34

Mover

Arraste ou selecione objetos
‘_ Jlane\a de;’ll- {1,2) Lista o e * TR
Fungio Nome Visualizar
| @ f(x) = fe**} Listade Pontos - — .
Ndmere tex-to‘] | a WJ ;.]5
Matriz 3 3:5
Opcodes 3 =
Tabela . . . =N 272
#0bjetos Dependentes CObjetos Livres & |z i
e 2
O TranSpOSta 10| 260521484375 | 269 ¥
< 2
Criar Cancelar

Figura 8:Construindo a tabela vinculada a planilha no GeoGebra.

Fonte:Arquivo do autor, 2020.

Apo6s as configuracdes obtemos o resultado representado na Figura 9 a seguir:

Argue Eduar Bxbw Opgdes Feramenias Jasels Auda

= Janala de Aigebra X = Janela de Visualzagho

Funcho
® 1(s) = lagy(n) - senix)
a=3
-
b=l
-
® D= [LI2634TTT8891318, 00
@ E = (B 63E26715084053, 0)
Tewio
x A
n | b ne ")« f{na) Flae) " = a2
[  E] 135 | D1219TTI60BBA544 | -0 200532135431510 | 0.5
1 |25 13 75 | -DO1 1865009511521 | 00STETIIONTTION | 025
2125 (278 265 | DOL499TTIORG2 | -0.07ATIOUS0BGE1LA | 0.126
L] | 2625 (278 | 2667% | 000068545 3465338 | 0. 0092986261 T4GT1 | 0.062%
4_| 26875 (2T 1 2T18TS .~ DO00223I0SIG0OTIT | 0 0240146766 70501 0.0312%
5 | 2687% 271875 2703125 0 0000680060285 | 0.0073135565 70658 0.015625
[ 26875 | 2703135 | 2 60A312% 0 (000003 1aTMA29 | 0.0010038821 27718 | 0.0078125
7| 20695315 | 2 TO3125 £ 6P2IETS 0 0000316420253 | 0003 52005905999 0.00390625 |
8 | 26053125 | 2 60921675 2607265625 - 0:00C001077532847 | 0.001073365003544 0.001953125 |
9| 16053135 | 3 607205605 | 3 | | 0|0 |
10 | 26053125 | 2 6062000625 | 2 60530078125 | 0 DOO000M86584526 0. D00AB4TOIBATESS | 000048826125
Entrada
Figura 9:Método de Bissec¢do implementado no GeoGebra.
Fonte:Arquivo do autor, 2020.
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Com esta construgdo o usuario pode determinar as outras raizes manipulando
apenas o0s controles deslizantes, determinado novos intervalos que as contenham. Além
disso, caso o usuario altere a lei da funcdo, todos os demais campos construidos na
planilha e sua representacéo na Janela de Visualizagéo seréo alterados automaticamente.

Esta é uma das vantagens de utilizar o GeoGebra em detrimento a outros editores
de planilha, pois nestes a cada mudancga na lei da fun¢do o usuério deve atualizar quase
todas as formulas manualmente. A possibilidade de visualizar numa mesma tela todos
estes resultados é outra possibilidade que se torna interessante para o usuario, pois assim
a sua atencao esta focada em um dnico programa.

RAIZES DE EQUACOES: UMA FERRAMENTA DISPONIVEL

Apresentamos neste trabalho uma ferramenta construida no GeoGebra com o intuito
de auxiliar na discussé@o dos métodos iterativos para determinacéo das raizes de equagbes
por meio dos métodos de Bisse¢do, Ponto Fixo, Newton e Secantes. Esta ferramenta esta

disponivel no endereco eletrénico: https://danmartins.com.br/recursos-educacionais.

Solugins de Equagies em wma variivel

Escolha o milodo \

In forme os extremos o ¢ b do interoalo <

Figura 10:Versao final do aplicativo construido no GeoGebra.

Fonte:Arquivo do autor, 2020.

Esta ferramenta conjuga duas janelas para apresentar resultados e analise dos
métodos supracitados. Na primeira janela o usuario insere elementos necessarios tais
como a fungéo associada a equacgéao e os valores iniciais para o processo de iteracdo em
cada método. Ainda é possivel, por meio das caixas de selecao, escolher qual método sera
utilizado para resolver o problema e assim observar qual método converge mais rapido.*

4 De modo geral o método de Newton é o que possui uma convergéncia mais rapida (convergéncia quadratica).
. . ~ . A e , VB
O método de Bissegédo e Ponto Fixo possuem convergéncia linear e o método da Secante dada por =~ 1618,
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Além disso, com a utilizagdo do controle deslizante que possui 0 nome de
“Animacéo”, disponivel em todos os métodos, o usuario pode observar o comportamento
das aproximacdes obtidas em cada iteragdo. Essa visualizacdo pode tornar-se importante
durante o estudo dos métodos, entendendo assim a suas motiva¢des geométricas.

Na Figura 11, por exemplo, apresentamos dois resultados diferentes obtidos ao usar
o método de Ponto Fixo para determinar a raiz da fungdo f(x) = x3 — 2x + 2, juntamente
com a animagéo construida com o controle deslizante:

Figura 11:A—Solugdo convergente através do Método de Ponto Fixo. Fungdo de iteracdo
utilizada: g(x) = ¥2x =2 e x' = —1. B — Solugso divergent;s através do Método de Ponto
Fixo. Fungéo de iteragdo utilizada: 9(x) = —z e x™ = -1,

Fonte: Arquivo do autor, 2020.

Dessa forma, a animacgéo pode auxiliar os usuérios a observar a convergéncia do
método ao escolher uma funcéo de iteragdo g(x). Inclusive permite o usuario analisar para
diferentes valores iniciais da iteracado se a funcdo g(x) adotada convergird ou néo para
a solucédo do problema, como no caso da Figura 11B em que a funcéo de iteragdo néo
converge para a solugdo independentemente do valor inicial utilizado. Entretanto, cabe a
ele observar e deduzir algebricamente o porqué do método ndo converge para a solugéo
ao adotar tal fungéo®. Dessa forma, o aplicativo auxilia na determinacao destas fungdes de
iteracao convergentes ou divergentes, por meio da inspecéo visual. Ainda sobre as funcdes
de iteragdo convergentes pode-se observar aquela que possivelmente apresentara uma
convergéncia mais rapida ao analisar os valores tabelados.

Estudar estes métodos € um constante retorno ao estudo das teorias do Calculo
Diferencial. Por exemplo, ao estudar o método de Newton que emprega a utilizagdo da
derivada da fungdo no processo iterativo, podemos recriar a situacao apresentada na
Figura 12:

5 Vide Teorema da Convergéncia de funcdes de iteragcdo em Ruggiero e Lopes (1996, p. 58-59)
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Solugoes de Equagoes em uma varidvel

Entrecom a funcao:

Fungéio x2- 5x + 6 o | Exibirtig

Escolha o método

)

Bissegdn J Newton [ Ponta Fixo [ ] secante

Informe o valor inicial ;

Valer inicial 2.5

Animagdo . 0 1 2 3 4 5
Exibir tabela

Figura 12:Utilizando o Método de Newton para discutir conceitos de Calculo Diferencial.

Fonte:Arquivo do autor, 2020.

Quando o usuario tiver compreendido a motivagdo geométrica do método de Newton
podera fazer as devidas conexdes com os conceitos discutidos nas aulas de Célculo
Diferencial.

Podemos ainda exemplificar o problema de determinar as raizes da fungéo
f(x) = x* — 4x% + 4 e discutir com os alunos a razdo de ndo ser possivel usar o método
de Bissecdo, uma vez que néao € garantido as condi¢cdes do Teorema de Bolzano. Como se
observa na Figura 13 a seguir, a animacgao construida com as aproximacgoes determinadas
pelo método evidencia que ndo conseguimos construir uma sequéncia convergente para

determinar a raiz da equacao.

Solucies de Equaches em uma varidvel
Entre com a fungio:

Funglio x*- 4@+ 4 | Exibin i)
Escolha o método

W | Branegd Newton Ponts Flso Secane

Informe os extremos a e bdo intervalo :

Anmagdo
Exibir Tabala

Figura 13: Método de Bissecéo aplicado em intervalo da fungcéo que ndo atende o Teorema de
Bolzano.

Fonte: Arquivo do autor, 2020.
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Entretanto, ao utilizar os outros métodos que ndo exigem as especificidades
impostas pelo Teorema de Bolzano, o aluno conseguiré determinar a solu¢éo do problema.
Assim, confrontando as teorias estudadas e os modelos visuais construidos, com o auxilio
do aplicativo, podemos auxiliar a aprendizagem dos nossos alunos.

Para finalizar, salientamos que os valores determinados e apresentados nas tabelas
neste aplicativo estao idénticos aos que foram determinados por meio de algoritmos
utilizando o software livre Scilab. Portanto, embora o aplicativo tenha a limitagdo no nimero
de iteracOes estas estdo em concordancia com os resultados obtidos em programas

numéricos.

CONSIDERAGCOES FINAIS

O questionamento que levou a realizagéo deste trabalho esteve vinculado a: por
que utilizar o GeoGebra no estudo dos métodos numéricos para determinagéo de raizes de
equacgdes? Ao final, esperamos ter contribuido para que os interessados sobre o assunto
tenham percebido estas possibilidades.

Defendemos o uso do GeoGebra nestas situagbes devido aos beneficios
apresentados anteriormente e a outros que destacaremos aqui. Primeiramente, o uso
do GeoGebra torna facil e automatico o estudo de outras fungdes, pois ao altera-la e
os valores iniciais utilizados em cada método, os calculos construidos na planilha sédo
automaticamente modificados, diferente do que acontece nos outros editores de planilhas
que necessitam alterar as formulas a cada momento de teste.

Segundo, da mesma forma que os alunos constroem as tabelas nos editores de
planilha, eles poderdo também fazer no GeoGebra e assim entender o procedimento
empregado para ndo tornar o ensino destes conteddos tdo mecéanicos, com o simples
apertar de botdes. Embora tenhamos apresentado no inicio um comando que determina
uma aproximacgdo para as raizes deve-se entender que tal procedimento néo substitui a
construgcéo das planilhas, é apenas um recurso que pode apoiar a aprendizagem do aluno
durante os seus estudos.

Além disso, alguns cursos de Licenciatura em Matematica ndo preveem na sua
grade curricular disciplinas de linguagem de programacao de computadores. Portanto, para
estes casos torna-se um desafio ao professor ensinar o método e ainda uma linguagem de
programacao para construir algoritmos que realize estes calculos numéricos. Dessa forma,
o0 GeoGebra torna-se um aliado por tornar essa aprendizagem mais facil para os alunos e
para o trabalho do professor. Embora tal fato ndo seja limitador para esta discusséo, talvez
seja interessante uma abordagem mista.

Outro fator a ser considerado é a popularidade que o GeoGebra possui nos cursos
de Licenciatura em Matematica. E bem provavel que a maioria, se ndo todos, os alunos
destes cursos ja tiveram contato em algum momento com o software, seja para estudo
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pessoal ou para constru¢do de material didatico.

Consideramos que o GeoGebra possui as suas limitagbes, como indicado em
Bortolossi, Pesco e Rezende (2012). Entretanto, sera util usa-lo pelos recursos visuais
e dinamicidade, inclusive para observar as motivacdes geométricas em cada método,
conforme ilustramos na ferramenta construida e disponibilizada.

Assim, esperamos que este trabalho sirva para motivar interessados sobre o0 assunto
a pesquisarem mais sobre estas possibilidades, assim como, ampliar as discussdes que

aqui apresentamos.
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