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APRESENTAÇÃO
A Pandemia do novo coronavírus pegou todos de surpresa. De repentemente, ainda 

no início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar 
a um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida 
para barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do que 
era posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. 

Da lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de 
inclusão de todos nesse “novo normal”, o contexto pandêmico começa a escancarar um 
cenário de destrato que já existia antes mesmo da pandemia. Como destacou Silva (2021), 
esse período pandêmico só desvelou, por exemplo, o quanto a educação no Brasil é uma 
reprodutora de Desigualdades. 

E é nesse cenário de pandemia, movimentados por todas essas provocações que 
são postas, que os autores que participam dessa obra reúnem-se para organizar este 
livro. Apontar esse momento histórico vivido por todos é importante para destacar que 
temos demarcado elementos que podem implicar diretamente nos objetos de discussão 
dos textos e nos movimentos de escrita. Entender esse contexto é importante para o leitor.

O contexto social, político e cultural tem demandado questões muito particulares 
para a escola e, sobretudo, para a formação, trabalho e prática docente. Isso, de certa 
forma, tem levado os gestores educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e 
para a Educação Básica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse contexto de inclusão, 
tecnologia e de um “novo normal”; com isso, é importante olhar mais atentamente para os 
espaços formativos, em um movimento dialógico e pendular de (re)pensar as diversas 
formas de se fazer ciências no país. A pesquisa, nesse interim, tem se constituído como um 
importante lugar de ampliar o olhar acerca das inúmeras problemáticas, sobretudo no que 
tange ao conhecimento matemático.  

É nessa sociedade complexa e plural que a Matemática subsidia as bases do 
raciocínio e as ferramentas para se trabalhar em outras áreas; é percebida enquanto parte 
de um movimento de construção humana e histórica e constitui-se importante e auxiliar 
na compreensão das diversas situações que nos cerca e das inúmeras problemáticas que 
se desencadeiam diuturnamente. É importante refletir sobre tudo isso e entender como 
acontece o ensino desta ciência e o movimento humanístico possibilitado pelo seu trabalho. 

Ensinar Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem da Matemática, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático e sobre isso, de 
uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.  

É neste sentido, que o livro “Incompletudes e Contradições para os Avanços da 



Pesquisa em Matemática”, nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiências 
do professor pesquisador que ensina Matemática sejam apresentadas e constituam-se 
enquanto canal de formação para professores da Educação Básica e outros sujeitos. 
Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiências de diferentes práticas que 
surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores pesquisadores 
de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para quem 
já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se matriculado 
em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a sala de aula 
e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa 
com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura a todos e a todas.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMO: A não linearidade é responsável pelo 
surgimento dos comportamentos complexos e 
imprevisíveis nos sistemas dinâmicos. Um dos 
comportamentos complexos mais surpreendentes 
que se encontra dentro dos estudos da dinâmica 
não linear é o caos, o qual está relacionado com 
a alta imprevisibilidade observada em certas 
dinâmicas oscilatórias. Assim o objetivo desta 
pesquisa é predizer como sistemas dinâmicos 
evoluem com o progresso do tempo e quais 
comportamentos eles podem apresentar para 

determinadas condições. No estudo realizado, 
escolhemos os sistemas de Lorenz e Rösller 
tridimensional para realizar esta exploração. 
Os resultados numéricos obtidos a partir das 
simulações realizadas possibilitaram uma análise 
geral dos fenômenos dinâmicos encontrados. 
Ao longo do trabalho é mostrado quando 
ocorrem as transições entre os comportamentos 
dinâmicos destes sistemas, à medida que 
determinado parâmetro de controle é variado. 
Os comportamentos dinâmicos, tanto periódicos 
quanto caóticos, encontrados foram estudados 
e caracterizados através da evolução temporal, 
espaço de fases, diagramas de bifurcação e 
expoentes de Lyapunov. 
PALAVRAS - CHAVE: Dinâmica não linear. 
Caos. Expoente de Lyapunov.

STUDY OF NONLINEAR DYNAMICS 
AND CHAOS IN CONTINUOUS TIME 

SYSTEMS: DYNAMICS OF LORENZ AND 
RÖSSLER SYSTEMS

ABSTRACT: Nonlinearity is responsible for 
the appearance of complex and unpredictable 
behaviors in dynamic systems. One of the most 
surprising complex behaviors found in studies 
of nonlinear dynamics is chaos, which is related 
to the high unpredictability observed in certain 
oscillatory dynamics. So the objective of this 
research is to predict how dynamic systems evolve 
with the progress of time and what behaviors 
they can exhibit under certain conditions. In 
the study carried out, we chose the Lorenz and 
three-dimensional Rösller systems to carry out 
this exploration. The numerical results obtained 

http://lattes.cnpq.br/8945930589873958
http://lattes.cnpq.br/8579825163457253
http://lattes.cnpq.br/3854173197129961
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from the simulations performed enabled a general analysis of the dynamic phenomena found. 
Throughout the work it is shown when the transitions between the dynamic behaviors of these 
systems occur, as a given control parameter is varied. The dynamic behaviors, both periodic 
and chaotic, found were studied and characterized through the temporal evolution, phase 
space, bifurcation diagrams and Lyapunov exponents. 
KEYWORDS: Nonlinear dynamics. Chaos. Lyapunov Exponents.

1 | INTRODUÇÃO
Para uma certa extensão, os estados futuro e passado de muitos sistemas dinâmicos 

podem ser previstos conhecendo seu estado presente e as leis que regem sua evolução 
e comportamento. Uma vez que estas leis não mudam no tempo, o comportamento de tal 
sistema pode ser considerado como completamente definido pelo seu estado inicial. Assim, 
pode-se definir um sistema dinâmico como sendo um conjunto de possíveis estados, os 
quais estão associados por uma lei de evolução do sistema com o tempo (THORTON, S,T.; 
MARION, J.B;, 2004).

Em diversos casos, a não linearidade é a responsável pelo surgimento 
dos comportamentos complexos e imprevisíveis nos sistemas dinâmicos. Um dos 
comportamentos complexos mais interessantes que se encontra dentro dos estudos de 
dinâmica não linear é o caos. 

O caos é um comportamento relacionado com a alta imprevisibilidade observada 
em certas dinâmicas oscilatórias (HOFF, 2014). Caos está associado a sistemas dinâmicos 
que são extremamente sensíveis a mudanças nas condições iniciais; ou seja, uma pequena 
mudança em uma condição inicial pode modificar a dinâmica futura, sendo que o resultado 
obtido se encontra totalmente distante do previsto inicialmente. (ALLIGOOD; SAUER; 
YORKE, 1996).

Os parâmetros de sistemas dinâmicos determinísticos desempenham uma 
importante função especificando, por exemplo, as transições entre o comportamento caótico 
e periódico. Esta influência dos parâmetros na transição do atrator pode ser analisada e 
representada em diagramas de bifurcação e também no espaço de parâmetros (WIGGINS, 
2003). O expoente de Lyapunov caracteriza os diferentes comportamentos que o sistema 
pode apresentar (equilíbrio, ciclo limite, caos) (WOLF et.al, 1985). A combinação de 
diferentes técnicas fornece uma visão da evolução do sistema em termos dos parâmetros 
e das diferentes rotas para o caos.

Neste artigo iremos estudar a dinâmica de dois problemas dinâmicos já bem 
conhecidos, onde ambos possuem três equações diferenciais ordinárias não lineares de 
primeira ordem e autônomas, o primeiro deles é o sistema de Lorenz e o segundo problema 
estudado é o sistema de Rössler. 
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2 | MATERIAIS E MÉTODOS
Sistemas dinâmicos multidimensionais revelam uma grande dificuldade para a 

obtenção de resultados analíticos que possam identificar possíveis comportamentos e a 
evolução de tal sistema no tempo. Assim, nestes casos, utilizam-se métodos numéricos e 
ferramentas computacionais para a análise destes sistemas. 

Para a investigação dos modelos foi realizado a integração numérica das equações 
diferencias e através de um algoritmo adequado foram obtidos expoentes de Lyapunov e 
características dimensionais e espectrais dos modelos de Lorenz e Rössler. A pesquisa 
possui natureza exploratória com finalidade de analisar a existência dos mais variados 
comportamentos que esses sistemas apresentam, bem como a condição de regime caótico, 
partindo de uma revisão bibliográfica composta por autores da área. 

Partindo dos conceitos apresentados por esses autores, foi feito uso do software 
MATLAB® de alta performance voltado para o cálculo numérico (YANG, W.Y. et al., 2005), 
para obter novos resultados e portanto, comparar com os resultados já presentes na 
literatura. Inicialmente foi simulado a evolução temporal do sistema com o tempo em um 
determinado intervalo utilizando a rotina ode45, e assim, construímos o espaço de fases, 
em seguida diagramas de bifurcação e os expoentes de Lyapunov, onde os gráficos foram 
feitos com 1000 valores do parâmetro de controle. Além disso, para os dois sistemas foi 
construído o espaço de parâmetros utilizando uma malha de 800 x 800. Portanto, a partir 
dos resultados obtidos a partir desses gráficos, iremos fazer uma discussão acerca da 
dinâmica dos modelos de Lorenz e Rössler. 

Uma das principais ferramentas utilizadas para analisar a dinâmica de soluções em 
equações diferenciais é o Mapa de Poincaré, o qual pode ser interpretado como um sistema 
dinâmico discreto com um espaço de estado que é uma dimensão menor que o sistema 
dinâmico contínuo original (SEYDEL,2010). 

Com base nos mapas de Poincaré construímos os diagramas de bifurcação. O termo 
bifurcação é utilizado para descrever mudanças qualitativas que ocorrem num sistema 
dinâmico, quando perturbações nos parâmetros, dos quais o sistema é dependente, 
alteram a estrutura das soluções estacionárias e periódicas (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 
1996). Assim, com os diagramas de bifurcação, analisamos como a natureza qualitativa 
das soluções das equações dependem dos parâmetros do sistema (WIGGINS, 2003). À 
medida que varia-se um parâmetro no sistema, estas mudanças ocorrem em um número 
limitado de caminhos prescritos, ou seja, as mudanças que ocorrem no sistema quando 
varia-se determinado parâmetro não ocorrem aleatoriamente e existe uma ordem para 
os possíveis tipos de bifurcações, formação e aniquilação de equilíbrios que o sistema 
apresentará (SEYDEL, 2010). 

Caracterizamos o comportamento de trajetórias no espaço de fase de um sistema 
dinâmico com o uso dos expoentes característicos de Lyapunov (ALLIGOOD; SAUER; 

https://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_dynamical_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_dynamical_system
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YORKE, 1996). Estamos interessados em compreender como surgem as trajetórias 
caóticas, para isso utilizaremos métodos já conhecidos na literatura. O que de fato interessa 
é observar o comportamento das trajetórias, que começam inicialmente muito próximas e 
que rapidamente se afastam uma da outra divergindo exponencialmente, e isto ocorre pela 
dependência nas condições iniciais, ou seja, se a condição inicial for levemente perturbada 
por uma distância infinitesimal, queremos determinar a evolução desta perturbação, se ela 
será amplificada ou atenuada pela dinâmica do sistema (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 
1996). 

Em um sistema dinâmico dissipativo contínuo tridimensional, os únicos Expoentes 
de Lyapunov possíveis e os atratores que eles descrevem são: (+, 0, -), um atrator estranho; 
(0,0, -), torus bidimensional; (0, -, -), um ciclo limite; e (-, -, -), um ponto fixo (WOLF et.al, 
1985).

Fizemos uso da abordagem clássica utilizando o mapa tangente para a computação 
numérica dos expoentes de Lyapunov. O procedimento clássico de estimativa destes 
expoentes a partir das equações de estado consiste na construção de um espaço tangente 
subjacente à dinâmica, o que permite avaliar a evolução da magnitude de uma perturbação 
inicialmente infinitesimal (WOLF et.al, 1985)(GALDINO, 2018). 

Também exploraremos a dependência dos sistemas dinâmicos em relação aos 
parâmetros em diagramas bidimensionais, chamados espaço de parâmetros. Nestes 
diagramas, consideramos uma grade bidimensional de parâmetros de controle igualmente 
espaçados (800 x 800). Para cada elemento na grade avalia-se a dinâmica através do maior 
expoente de Lyapunov. Graficamente um gradiente de cores é criado para representar o 
valor do maior expoente de Lyapunov com relação ao par de parâmetros escolhidos (HOFF, 
2014). Assim é possível verificar onde o sistema apresenta regiões periódicas e caóticas.

3 | RESULTADOS E DISCUSSÃO
O modelo de Lorenz é altamente idealizado de convecções de um fluido, configurando 

uma corrente no sentido horário ou anti-horário. O número de Prandtl (σ), o número de 
Rayleigh r e b são parâmetros do sistema. A variável x é proporcional à velocidade do fluxo 
do fluido circulatório. Se x > 0, o fluido circula no sentido horário enquanto x < 0 significa 
que o fluxo ocorre no sentido anti-horário. A largura dos rolos de fluxo é proporcional ao 
parâmetro b. A variável y é proporcional à diferença de temperatura entre os elementos 
fluidos ascendente e fluidos descendente e z é proporcional à distorção do perfil vertical da 
temperatura em relação ao seu equilíbrio (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996). 

O sistema simplificado de Lorenz é constituído de três equações diferenciais não 
lineares:
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Para nossa análise inicial tomamos r como o parâmetro variável, enquanto 
permanecerão constantes. 

Figura 1. Trajetória do sistema de Lorenz desenvolvida para 

Para r = 28, o atrator observado numericamente na fi gura 1 é caótico. Esta fi gura 
mostra a órbita para a condição inicial  É notável que para essa condição 
dos parâmetros os três equilíbrios são instáveis e a trajetória desenvolvida encontra-se 
aprisionada em um volume no espaço de fases defi nido pelo atrator.

Para valores muito maiores de r existem órbitas periódicas estáveis e o atrator 
caótico desaparece. Esta variedade de comportamentos pode ser visualizada e predita 
pelo diagrama de bifurcação.
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Figura 3. Diagrama de Bifurcação para o sistema Lorenz para 

A visualização dos atratores por meio dos máximos locais defi nidos pela variável 
z quando o sistema é resolvido permite construir um diagrama de bifurcação do sistema 
de Lorenz à medida que variamos o parâmetro de controle. Isso equivale a construirmos 
os mapas de retorno dos valores máximos da variável z para cada parâmetro. Conforme 
variamos r é visível a presença de atratores periódicos. À medida que diminui-se o parâmetro 
a partir de r = 325 percebe-se a ocorrência de uma bifurcação de duplicação de período 
resultando em um atrator de loop duplo em r = 313,5, ou seja, com dois máximos locais 
até repetir a órbita. Diminuindo-se ainda mais o valor do parâmetro observa-se uma outra 
duplicação de período do atrator originando um atrator de loop quádruplo em r = 306,7.

Os múltiplos processos de duplicação de período implicam na presença de uma 
rota para o Caos via duplicação de período, o qual é visível no diagrama de bifurcação 
pela região densa de pontos indicando que o sistema apresenta vários valores de máximos 
locais.

Além da dinâmica caótica do sistema, vários novos efeitos interessantes emergem 
a partir do diagrama de bifurcação: a saber, as janelas periódicas. As regiões de janelas 
periódicas são caracterizadas pela presença de regiões periódicas entre regiões caóticas. 
Esse fenômeno pode ser observado diminuindo ainda mais o valor do parâmetro de controle 
como no intervalo . 

Também verifi ca-se o fenômeno chamado crise no diagrama de bifurcação, onde o 
comportamento caótico desaparece ou surge de forma abrupta, apenas com uma pequena 
variação no parâmetro. 

Os valores dos expoentes de Lyapunov foram calculados numericamente com 
o intuito de se obter os mesmos intervalos caóticos encontrados nos diagramas de 
bifurcação. Os gráfi cos condizentes aos expoentes de Lyapunov foram gerados na mesma 
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faixa paramétrica que o diagrama de bifurcação. 

Figura 4. Plotagem do maior expoente de Lyapunov à esquerda e espectro de Lyapunov 
à direita. Para a geração dos gráfi cos foram considerados 1000 valores de parâmetros e 

simulados até t = 5000. 

Analisando o gráfi co do maior expoente de Lyapunov é possível verifi car que o 
valor desse expoente é positivo para r = 28 indicando que o comportamento do sistema 
é caótico, isso está condizente com a análise do diagrama de bifurcação. A partir de r

= 69,7 o expoente de Lyapunov passa a indicar a presença de janelas de periodicidade 
quando este cai rapidamente para zero e volta a ser positivo. Assim é possível diferenciar o 
comportamento caótico, quando o maior expoente de Lyapunov é positivo, de quando este 
é periódico, o maior expoente de Lyapunov é nulo.

Analisando o espectro de Lyapunov é possível verifi car que o comportamento 
caótico ocorre quando os expoentes de Lyapunov assumem a ordem (+,0,-) e que os 
comportamentos periódicos são do tipo ciclo limite, uma vez que os expoentes são (0,-,-), 
aproximadamente. 
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Figura 5. Espaço de parâmetros (r x σ ) do sistema de Lorenz. Aqui a cor azul foi designada 
para quando os maiores expoentes de Lyapunov são negativos (λ < 0), a cor branca para 
quando λ ≈ 0 e amarelo e vermelho para λ > 0. Sendo vermelho utilizado para marcar os 

maiores expoentes de Lyapunov encontrados.

Com base no espaço de parâmetros do sistema de Lorenz, fi gura 5, percebe-se a 
complexidade dinâmica do sistema, uma vez que ele mostra que o sistema pode adquirir 
dinâmica periódica, quasi-periódica e também caótica dependendo do par de parâmetros 

 Além disso, a dinâmica é sensível à mudança desses dois parâmetros nos limites 
das estruturas periódicas imersas no comportamento caótico. 

Uma análise similar foi realizada com o sistema de Rössler. O sistema de Rössler foi 
inicialmente desenvolvido para gerar um atrator com características semelhantes ao atrator 
de Lorenz. As equações que defi nem o sistema são:

Inicialmente foi avaliado a estrutura do atrator de Rössler. Para isso o sistema de 
Rössler foi solucionado numericamente para as condições iniciais  e 
parâmetros iniciais .
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Figura 6. Plotagem tridimensional do espaço de fase do atrator de Rössler para as condições 
iniciais  e parâmetros iniciais 

Para analisar melhor o problema foi gerado a fi gura 7, na qual variamos o parâmetro. 
Para cada valor de foi construído o gráfi co do atrator. Uma variedade de tipos de atratores é 
visualizada indicando que esse sistema apresenta uma dinâmica interessante. Inicialmente 
começamos com uma órbita periódica de período simples, 1 loop, e quando o valor do 
parâmetro é aumentado percebe-se que os atratores tornam-se cada vez mais complexos. 
Essa variedade de comportamentos dinâmicos pode ser visto e identifi cado no diagrama de 
bifurcação, o qual fornece uma visão mais geral desses fenômenos. 

Figura 7. Atratores de Rössler gerados para vários valores de a. (a) a=1; (b) a=6.75; (c) a=12.5; 
(d) a=18.25; (e) a=24; (f) a=29.75.
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Figura 8. Diagrama de bifurcação para o sistema de Rössler para .

A fi gura 8 mostra o diagrama de bifurcação para o sistema de Rössler. Os 
parâmetros  b e c são fi xados enquanto o parâmetro a é variado. Para cada valor de  na 
vertical foi plotado o máximo local da variável x da solução. Analisando o diagrama de 
bifurcação da esquerda para a direita verifi camos a existência de uma órbita de período-1 
no intervalo  e quando o valor do parâmetro de controle é aumentado esse 
ramo sofre uma bifurcação do tipo duplicação de período implicando no surgimento de 
órbitas de período-2. Aumentando-se ainda mais o parâmetro, os ramos resultantes sofrem 
incontáveis duplicações de período, verifi camos a presença de uma cascata de duplicação 
de período.

O resultado disso é o surgimento de um comportamento caótico. No intervalo 
 existe uma janela periódica com atratores de período-3. O ramo 

do diagrama de bifurcação nessa janela dobra de período sucessivas vezes até gerar 
novamente uma faixa de parâmetros em que o comportamento do sistema é caótico. Outra 
janela periódica muito notável do sistema encontra-se em , onde os 
atratores são de período-4  e duplicam em  gerando atratores de período-8. 
Ao fi nal do diagrama de bifurcação o regime caótico torna-se periódico e o período dos 
atratores é diminuído por duplicações de período reversas.
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Figura 9. À esquerda maior expoente de Lyapunov e à direita encontra-se o espectro de 
Lyapunov para o sistema de Rössler com parâmetros no intervalo .

Da mesma forma que foi feita para o modelo de Lorenz iremos comparar os resultados 
dos expoentes de Lyapunov com o diagrama de bifurcação. Com base na análise dos 
expoentes de Lyapunov podemos verifi car que em 8,705 o comportamento do 
sistema é periódico com o maior expoente de Lyapunov próximo de zero.

Para  o maior de Lyapunov torna-se próximo de zero novamente 
indicando uma região de janela periódica, isso ocorre também no intervalo verifi cado no 
diagrama de bifurcação , o expoente para valores mais próximos 
de zero indicando a presença de órbitas periódicas estáveis. É interessante notar que 
essa região apresentou uma quantidade mais signifi cativa de “ruídos” no gráfi co o que é 
proveniente de uma difi culdade maior na convergência dos expoentes de Lyapunov nessa 
região de parâmetros.

Analisando o espectro de Lyapunov é possível verifi car que o terceiro expoente de 
Lyapunov decresce cada vez mais, enquanto o primeiro (maior) e o segundo valores de 
Expoente de Lyapunov sempre permanecem próximos. Caos é defi nido quando a relação 
entre os expoentes assume (+,0,-). 
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Figura 10. Espaço de parâmetros (a x c ) do sistema de Rössler. Aqui a cor azul foi designada 
para quando os maiores expoentes de Lyapunov são quase nulos (λ ≈ 0) e amarelo e vermelho 

para λ > 0. Sendo vermelho utilizado para marcar os maiores expoentes de Lyapunov 
encontrados.

Com base na figura 10 percebe-se a complexidade dinâmica do sistema de Rössler, 
uma vez que ela mostra que o sistema pode adquirir dinâmica periódica ou caótica 
dependendo dos valores de parâmetros adotados e o sistema é sensível às condições 
de parâmetros nos limites das estruturas periódicas e complexas identificadas. Essas 
estruturas complexas embutidas no mar de Caos são denominadas de camarões (shrimps).

4 | CONCLUSÕES
Neste trabalho, foi constatada a complexidade inerente de sistemas de tempo 

contínuo por intermédio de um estudo teórico detalhado sobre a dinâmica dos sistemas de 
Lorenz e Rössler tridimensional. As simulações mostraram que o comportamento não linear 
pode implicar em uma gama muito diversificada de comportamentos para esses sistemas 
que inclui estados de oscilações periódicas e caos. 

Através dos diagramas de bifurcação mostrou-se como os sistemas possuem uma 
quantidade imensa de comportamentos possíveis para determinado valor do parâmetro de 
controle. Foi possível identificar as regiões de caos dos sistemas, as rotas para o caos, e 
como são formadas as regiões periódicas imersas em regiões caóticas - janelas periódicas. 
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