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APRESENTAÇÃO
O desenvolvimento da ciência e da tecnologia tem acarretado diversas 

transformações na sociedade contemporânea, refletindo em mudanças nos níveis 
econômico, político e social. É comum considerarmos ciência e tecnologia motores do 
progresso que proporcionam não só desenvolvimento do saber humano, mas, também, 
uma evolução real para o homem.

Sendo assim, precisamos de uma imagem de ciência e tecnologia que possa trazer 
à tona a dimensão social do desenvolvimento científico–tecnológico, entendido como 
produto resultante de fatores culturais, políticos e econômicos. Seu contexto histórico deve 
ser analisado e considerado como uma realidade cultural que contribui de forma decisiva 
para mudanças sociais, cujas manifestações se expressam na relação do homem consigo 
mesmo e os outros.

Hoje, estamos vivendo um período, por conta do contexto da Pandemia provocada 
pelo Novo Coronavírus, onde os olhares se voltam a Ciência e a Tecnologia. Antes de 
tudo isso acontecer os conhecimentos produzidos em espaços acadêmicos, centros de 
pesquisa e laboratórios, por exemplo, tem buscado resposta para problemas cotidianos, 
em busca de melhorar a vida da população de uma forma geral.

É nesse ínterim que este livro, intitulado “Ciências Exatas e da Terra: Aprendizado, 
Integração e Necessidades do País 2”, em seu segundo volume, reúne trabalhos de 
pesquisa e experiências em diversos espaços, com o intuito de promover um amplo debate 
acerca das diversas áreas que o compõe. 

Por fim, ao levar em consideração todos esses elementos, a importância desta obra, 
que aborda de forma interdisciplinar pesquisas, relatos de casos e/ou revisões, reflete-se 
nas evidências que emergem de suas páginas através de diversos temas evidenciando-se 
não apenas bases teóricas, mas a aplicação prática dessas pesquisas.

Nesse sentido, desejamos uma boa leitura a todos e a todas. 

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira



SUMÁRIO

SUMÁRIO

CAPÍTULO 1..................................................................................................................1
STABILITY EVALUATION OF SEQUENTIAL ESTIMATORS APPLIED TO ORBIT 
DETERMINATION: SIGMA-POINT AND EXTENDED KALMAN FILTERS

Paula Cristiane Pinto Mesquita Pardal 
Rodolpho Vilhena de Moraes
Helio Koiti Kuga
DOI 10.22533/at.ed.6152114041

CAPÍTULO 2................................................................................................................16
VARIAÇÃO DO NÍVEL DA ÁGUA E DA SUPERFÍCIE POTENCIOMÉTRICA EM POÇOS 
DE MONITORAMENTO NA ÁREA DE UM ATERRO SANITÁRIO

Willian Fernando de Borba
José Luiz Silvério da Silva
Edner Baumhardt
Éricklis Edson Boito de Souza 
Pedro Daniel da Cunha Kemerich 
Gabriel D’ávila Fernandes 
Mateus Guimarães da Silva 
Fernando Ernesto Ucker
DOI 10.22533/at.ed.6152114042

CAPÍTULO 3................................................................................................................30
DESENVOLVIMENTO E IMPLANTAÇÃO DE UM TERMÔMETRO DE SENSAÇÃO 
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RESUMO: A divisão euclidiana com resto é 
caracterizada quando se determina um único 
par de números inteiros - quociente e resto. 
Esse resultado possibilita abstrair diversas 
propriedades sobre o resto. Em especial, 
conceber o conceito de congruência modular. 
Nesse sentido, propomos investigar a relação da 
divisão euclidiana com a definição de congruência 
modular. Além disso, apresentar algumas 
propriedades de congruência no conjunto dos 
números inteiros e construir a definição de 
classe residual (ou de restos) e a propriedade 
de números inteiros pertencerem à classe de 
restos. E, com isso, decidir quando dois números 
inteiros são ou não congruentes, módulo, um 
número inteiro positivo fixado. Destacar, ainda, 
que os possíveis restos da divisão de dois 
inteiros geram o conjunto de todas as classes 
residuais e, por meio da relação de congruência 
modular, determinam uma partição no conjunto 
dos números inteiros. Apresentaremos, também, 
o Pequeno Teorema de Fermat na aplicação 

de problemas relacionados com a congruência 
modular e a divisão euclidiana de dois inteiros. 
PALAVRAS - CHAVE: Divisão euclidiana; 
Congruência modular; Classe residual.

THE ESSENCE BETWEEN THE 
EUCLIDIAN DIVISION AND THE 

MODULAR CONGRUENCE
ABSTRACT: The Euclidean division with 
remainder is characterized when a single pair of 
an integer is determined- quotient and remainder. 
This result makes it possible to abstract several 
properties over the remainder and, specially, the 
construction of the modular congruence concept. 
In this sense, we propose to investigate the 
relationship between the Euclidean division with 
the modular congruence concept, as well as to 
present some properties of congruence in the 
integers set and to construct the residue class 
definition with the property that two integers 
belongs to the residue class. Based on that, we 
try to decide if these two integers are congruent or 
not, a module or a prefixed number. The possible 
remains of the two integers division generate the 
set of the all residual classes and, through the 
relation of modular congruence, a partition in the 
set of integer numbers is determined. As part of 
the resolution of some examples, the Fermat’s 
Little Theorem will also be used throughout this 
paper. 
KEYWORDS: Euclidean division; Modular 
congruence; Residual class.
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1 | INTRODUÇÃO
A divisão euclidiana é uma operação estruturada na existência e unicidade de um 

par de números inteiros relacionados por meio das operações de multiplicação e adição
(ou subtração). 

O conceito de congruência modular de dois números inteiros relaciona a operação 
de subtração com a relação “divide”. 

Diante disso, analisaremos a estrutura da divisão euclidiana e a caracterização da 
congruência modular no conjunto dos números inteiros. 

Essa análise será feita por abstrações na equação da divisão euclidiana e a 
iniciaremos considerando o Postulado de Eudoxo1 para compreender a existência do 
quociente e do resto na estrutura dessa divisão.

2 | POSTULADO DE EUDOXO E DIVISÃO EUCLIDIANA EM  N = {0, 1, 2, 3, }.  
Uma propriedade fundamental dos números naturais é que não existe número 

natural entre dois números naturais consecutivos. De fato, dado n , suponha o 
contrário, ou seja, que existe a , tal que n < a < n + 1. Isto equivale a n < a e a < n + 1. 
Logo, existem r, s , tais que:

Substituindo (I) em (II), temos: 

Porém, r + s = 1, com r, s , é um absurdo! Isto ocorreu porque supomos o 
número a entre n e n + 1. Assim, segue a propriedade fundamental.

A partir desse fato, sejam os números a, b , com 0 < b < a. Multiplicando os 
números naturais por b (“tabuada de multiplicação” do número b), obtemos:

Note que os números 0, b, 2b, 3b, , kb,  formam uma sequência e, à medida que 
o número natural k aumenta, o produto kb se aproxima do número a, de modo que, para 
algum k = n, teremos: nb = a ou nb < a < (n + 1)b.

Isso equivale a bn < a < b(n + 1), onde  . Com isso, estabelecemos a existência
do número natural n. 

Perceba, também, que (n + 1) é o menor número natural, tal que  bn < a < b(n + 
1), com n . De fato, considere o conjunto M = {n ; a < bn}. Assim, , pois: 
0 < b  implica  b ³ 1 e, por conseguinte, nb ³ n, onde n . Somando b nessa última 

1 Eudoxo (408 – 355? a.C.), discípulo de Platão, foi um eminente matemático da sua época. Criou a Teoria das Propor-
ções que compõe o Livro V de Os elementos de Euclides. (BOYER, 1996, p. 62)
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desigualdade, obtemos: nb + b ³ n + b, que implica b(n + 1) ³ n + b > n  e, portanto, b(n + 1)
> n. Logo,  e n + 1 é o menor elemento do conjunto M = {n ; a < bn}. Com isso, 
segue o postulado:

Postulado (ou Axioma) de Eudoxo. Dados a, b , com 0 < b < a, existe um 
número n , tal que bn < a < b(n + 1).

Outra maneira de justifi car esse Axioma é por meio de uma partição no conjunto 
dos números naturais. Em outras palavras, dado um número natural  b > 0, o conjunto 

 pode ser escrito na forma:

Assim, qualquer que seja a  implica  bq < a < b(q + 1), para algum 

A partir do Postulado de Eudoxo, segue o teorema:
Teorema 1 (Divisão euclidiana). Dados a e b naturais, com , existe um único

par de números naturais q e r, tal que a = bq + r (ou r = a – bq), com a condição 0 £ r < b.
Demonstração: Sejam a, b , com 0 < b < a. Pelo axioma de Eudoxo, existe n

, tal que bn < a < b(n + 1). Daí:

Defi nindo r = a – bq e fazendo n = q, conclui-se que existem dois números naturais 
q e r, com a condição de 0 < r < b  (ou 0 £ r £ b – 1)

Os números q e r são únicos. De fato, suponha que existem outros dois números 
naturais q* e r*. Assim:

Como 0 < r < r* < b, então, r* – r  é múltiplo de b se, e somente se,   r* – r = 0, ou 
seja, r* = r. 

Por outro lado, sendo r* – r = 0 e b > 0, temos: b(q – q*) = r* – r = 0 se, e somente se, 
q – q* = 0 e, portanto, q = q*.

Os números a, b, q e r  na equação a = bq + r, com a condição de  0 < r < b, têm 
nomenclaturas especiais, a saber: a é o dividendo, b é o divisor,    q é o quociente (máximo) 
e r é o resto (mínimo). 

Observações: 1) A divisão euclidiana vale no conjunto dos números inteiros . Basta 
tomar o valor absoluto de b, isto é: . Assim, dados dois 
números inteiros a e |b|, existe um único par de inteiros q e r, tal que a = |b|q + r, com 0 < r
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< |b|;  2) A condição 0 £ r < |b| permite listar todos os possíveis restos da divisão euclidiana 
de a por |b| ¹ 0, a saber: 0, 1, 2,  ,|b| – 1, e também identificar o maior resto possível (ou 
resto máximo), ou seja, o número inteiro positivo  rmax = |b| – 1.

Exemplo 1. Considerando os possíveis restos da divisão de n por 7, determinar os 
possíveis restos da divisão de n2 por 7,

Resolução: Na divisão de n por 7, o Teorema 1 garante que existe um único par de 
números inteiros q e r, tais que: n = 7q + r, com 0 £ r < 7  (ou r = 0, 1, 2,  , 6). Logo, n2 = (7q 
+ r)2 = 72q2 + 2´7qr + r2 = 7(7q2 + 2qr) + r2 e, portanto,        n2 = 7p + r2, onde p = 7q2 + 2qr. 
Para r = 0, 1, 2,  , 6 segue, respectivamente, que: r2 = 02, 12, 22,  , 62. 

Exemplo 2. Seja rb(m) o resto da divisão de m por b. Mostre que:
a) rb(m + n) = rb(rb(m + n)).
b) rb(m.n) = rb(rb(m).rb(n)).

Resolução: a) Na divisão euclidiana de m por b, temos: m = bk + rb(m)  ou      rb(m) 
= m – bk. Agora, sejam rb(m + n) = m + n – bk2  e  n = bk1 + rb(n). Então:

 rb(m + n) = m + n – bk2 = bk + rb(m) + bk1 + rb(n) – bk2 
      = rb(m) + rb(n) + b(k + k1 – k2) 
      = rb(m) + rb(n) + bq.    
Note que rb(m + n) é o resto da divisão de (m + n) por b, ou seja:  
  rb(m + n) = rb(rb(m + n)).

b) Por analogia ao item a), temos: rb(m) = m – bk. Além disso:
m = bk + rb(m), n = bk1 + rb(n)  e  rb(m.n) = m.n – bk2.
Assim:
rb(m.n) = m.n – bk2 = [bk + rb(m)].[bk1 + rb(n)] – bk2 
          = b2kk1 + bkrb(n) + bk1rb(m) + rb(m)rb(n) – bk2   
          = b(bkk1 + krb(n) + k1rb(m) – k2) + rb(m)rb(n) 
          = bq + rb(m)rb(n).
Observe que rb(m.n) é o resto da divisão de m.n por b. Então, rb(m.n) = rb(rb(m.n)).

2.1	 Múltiplos e divisores
Considere a equação a = bq + r, com 0 < r < b. Então, para r = 0, temos: a = bq. 

Assim, seguem as definições 1 e 2:
Definição 1. Dados dois números naturais a e b, dizemos que a é um múltiplo de b 
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(ou b é um divisor de a) se existe k , de modo que a = bk. 
A equação a = bk, onde k é natural, enseja defi nir a relação “divide” com os números 

naturais a e b.
Defi nição 2. Dados dois números naturais a e b  0, diz-se que b divide a (e 

denotamos por b I a) se, e somente se, existe k , tal que a = bk. 
Em símbolos, escrevemos:  onde k .
Em outras palavras, a é múltiplo (ou divisível por) de b. Neste caso, b é um fator (ou 

um divisor) de a. 
A negação da relação “b divide a” escreve-se “b não divide a” e, em símbolos, 

escreve-se b  a. 
Nesse contexto, para n *, se n I a, então n < a, para todo a  (Propriedade 

da Limitação). De fato, como n I a, então existe q *, de modo que a = nq, com q > 1. 
Daí, multiplicando esta desigualdade por n, obtém-se: nq > n implica a = nq > n  e, portanto, 
a > n, para todo a .

Assim, os divisores positivos de um número natural a são, pelo menos, 1 e a. 
Quando os divisores positivos um número natural a são, apenas, 1 e a, dizemos que a é 
um número primo. 

O numeral 1 chama-se divisor universal, pois, 1 I a, para todo a . Além disso, a 
I a, com a  0, pois, a = 1xa  e, portanto, a I a. 

A partir da relação “divide”, podemos elaborar diversas propriedades, no entanto, 
isso não será objeto de refl exão neste texto. 

2.2 Máximo Divisor Comum
No Livro VII, de Os elementos de Euclides, a Proposição 2 permite calcular o 

máximo divisor comum de dois números naturais. Atualmente, sua aplicação é conhecida 
como “algoritmo de Euclides”. 

Dados dois números naturais a e b, não simultaneamente nulos, um número natural 
d  0 chama-se divisor comum de a e b se: 

Um número natural d  0 é o máximo divisor comum de dois números naturais a e b
se as duas condições a seguir forem satisfeitas:

i) d é divisor comum de a e b; e
ii) se existir um c  que seja também divisor comum de a e b, então c I d (ou seja, 

d é divisível por todo divisor comum de a e b) e, por consequência, c < d.”
Denotaremos o máximo divisor comum de a e b por d = (a, b).
O máximo divisor comum é único. Pois, se d = (a, b) e d* = (a, b), então,  d < d* e 

d* < d*. Logo, d = d*. Portanto, quando existe o máximo divisor comum de dois números 
naturais, ele é único. 
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Proposição 1. Sejam dois números naturais a e b. Se b I a, então b = (a, b).
Demonstração: i) Temos: b I b e, se b I a, então b é divisor comum de a e b. 
ii) se existir um c  que é divisor comum de a e b, então, c I b e, portanto, c < b. 

Logo, b = (a, b). 
Lema de Euclides. Sejam dois números naturais a e b. Se existe (a, b – na), para 

algum n , então, existe (a, b), tal que (a, b – na) = (a, b).
Demonstração: i) Seja d = (a, b – na), para algum n . Então, d I a e d | (b – na) 

e, portanto, d I b = (b – na) + na. Logo, d é um divisor comum de a e b.
ii) Agora, suponha que c  é divisor comum de a e b. Então, c é divisor comum 

de a e (b – na). Logo, c I d. Portanto, d = (a, b) = (a, b – na).
O método para mostrar a existência do máximo divisor comum de dois números 

naturais é um processo interativo utilizando o algoritmo e o Lema de Euclides. Vejamos: 
dados dois naturais a e b, com 0 < b < a, suponha que b não divide a. Então, pelo algoritmo 
de Euclides, temos: a = bq + r  ou  a – bq = r, com 0 < r < b. 

Assim, há dois casos:

• se r divide b, então, pelo Lema de Euclides: r = (a, r) = (a, b – na) = (a, b).

• se r não divide b, segue, pelo algoritmo de Euclides, que: 

b = rq1 + r1  ou  b – rq1 = r1, com 0 < r1 < r. 
Assim, de modo análogo, temos duas possibilidades:

• se r1 divide r, novamente pelo Lema de Euclides: 

r1 = (r, r1) = (r, b – rq1) = (a – bq, b) = (a, b).

• se r1 não divide r, podemos efetuar a divisão de r por r1, obtendo:

r = r1q2 + r2  ou  r – r1q2 = r2, com 0 r2 < r1. 
Como b > r > r1 > r2 > , então esse procedimento não pode continuar indefi nidamente. 

De fato: se fosse possível continuar esse processo, o conjunto  {b, r, r1, r2, } = {b, b – 1, , 2, 
1, 0} não teria um mínimo, o que é impossível. Logo, para algum n , teremos: rn | rn – 1. 
Assim, pelo Lema de Euclides:

rn = (rn, rn – 1) =    = (r, b – rq1) = (a – bq, b) = (a, b).
Na prática, o máximo divisor comum dois números naturais a e b pode ser calculado 

pelo diagrama a seguir: 

Exemplo 3. Determinar o máximo divisor comum entre 325 e 450. 
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Resolução: Temos:

Portanto, (325, 450) = 25. Note que, fazendo 450 = a  e  325 = b, segue que: 125 = 
a – b. E, no diagrama acima, temos: 75 = b – 2(a – b) = 3b – 2a; 50 = a – b – (3b – 2a) = 
3a – 4b;  e  25 = 3b – 2a – (3a – 4b) = 7b – 5a. 

Assim, 7b – 5a = 25, ou seja: (7)´325 + (– 5)´450 = (450, 325). Isso signifi ca que, 
aplicando o processo inverso do cálculo do máximo divisor comum de dois números, é 
possível determinar dois números inteiros relacionados com o máximo divisor comum. Em 
outras palavras, o máximo divisor comum de dois números naturais é uma combinação 
linear desses números, conforme segue o teorema: 

Teorema 2. (Bézout) Se d = (a, b), então, existem m e n inteiros, tais que m.a + n.b
= d.

Demonstração: Supondo que a > b. Então, pelo algoritmo de Euclides, temos: a = 
bq1 + r1,  com r1 < b. Assim:

Aplicando o processo de substituição, a partir da equação de r1 até a equação de 
rk, obtemos:

Na equação rk = mka + nkb, temos: m = mk, n = nk  e  rk = d = (a, b). 
Corolário 1. Se a e b são primos entre si, isto é, (a, b) = 1, então, existem m e n

inteiros, tais que m.a + n.b = 1.
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3 | CONGRUÊNCIA MODULAR EM Z = {0, ± 1, ± 2, ± 3, }
Em 1801, Gauss publicou um dos grandes clássicos da matemática: “Disquisitiones 

arithmeticae”. Nesse livro, ele trata dos conceitos de congruência modular e classe de 
restos.

Dados dois números inteiros a e m > 1, por meio da divisão euclidiana, é garantida 
a existência e a unicidade de um par de número inteiros q e r, tal que a = mq + r (ou mq = 
a – r), com 0 < r < m. 

A igualdade mq = a – r, com 0 < r < m, permite escrever a relação “m divide a – r”. 
Fixando m > 1, concebe-se um novo objeto matemático: a relação de congruência, módulo 
m, conforme defi nição a seguir:

Defi nição 3. Fixado um número inteiro m > 1, dizemos que um número inteiro a
é congruente a um número inteiro b, módulo m (e denota-se por a = b (mod. m)), se, e 
somente se, m divide a – b. 

Em símbolos, escrevemos: a = b (mod. m)  m I a – b, com a, b, m  sendo 
m > 1.

Quando a não é congruente a b, módulo m, escrevemos a  b (mod. m). Isto equivale 
a m  a – b. 

Para m = 1, segue que a = b (mod. 1) se, e somente se, 1 I a – b = k, onde k  e, 
portanto, a = b + k, ou seja, a > b (a > b ou a = b) implica a = b.

Daqui por diante, usaremos a notação simplifi cada a º b (m), para dizer que a é 
congruente a b, módulo m. 

Por defi nição, sabemos que a = b (mod. m) equivale a m I a – b e, por conseguinte, 
existe kk , tal que a – b = mk. Esta equação permite dizer que: “Dois números inteiros a
e b são congruentes, módulo m > 1, se, e somente se, a diferença de a e b é um múltiplo 
de m.” 

A expressão a – b = mk (ou a = b + mk) tem semelhança com divisão euclidiana de 
dois números inteiros e, portanto, com a relação “divide”. 

Nesse sentido, a divisão euclidiana e a relação de congruência modular de dois 
números inteiros têm compatibilidade, de acordo com as equivalências a seguir:

Note que, por um lado, a divisão euclidiana fi ca estabelecida quando se determina 
um único par de inteiros q (quociente) e r (resto) restrito. Por outro lado, todo inteiro a é 
congruente, módulo m > 1, ao resto r obtido pela divisão de a por m, ou seja, a = r (m), com 
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0 < r < m.
Assim, para determinar o resto da divisão de a por m > 1, basta encontrar um inteiro 

r, tal que a = r (m), com 0 < r < m. Além disso, a relação de congruência entre dois números 
inteiros, módulo m > 1, fi ca caracterizada pelo resto dessa divisão, conforme o teorema a 
seguir: 

Teorema 3. Dois números inteiros a e b são congruentes, módulo m > 1, se, e 
somente se, deixam o mesmo resto na divisão por m.

Demonstração:  Suponha que a = b (m). Então, por defi nição, temos: m I a – b, 
ou seja, a = mk + b, para algum inteiro k.    

Agora, pela divisão euclidiana, segue que b = mq + rb, com 0 < rb < m, onde rb é o 
resto da divisão de b por m > 1. Assim:

a = mk + b = mk + (mq + rb) = (k + q)m + rb  e, portanto, a = mp + rb, onde p = k + q.
Isso signifi ca que rb é, também, o resto da divisão de a por m.

Reciprocamente, sejam ra e rb são, respectivamente, os restos da divisão de a, 
b por m, com 0 < ra < rb < m. Então, a = mp + ra  e  b = mq + rb. Assim: 

a – b = mp + ra – (mq + rb) = m(p – q) + ra – rb = mk + ra – rb, onde k = p – q.
Como ra = rb ou ra – rb = 0, segue que a – b = mk. Logo, m I a – b, ou seja, a = b (m).

A proposição seguinte mostra que a relação “=” (congruência) modular é compatível, 
em relação à “=” (igualdade), com as operações de adição, subtração e multiplicação.

Proposição 2. Sejam a = b (m) e c = d (m). Então, valem as seguintes afi rmações: 
i) a ± c = b ± d (m); e ii) ac = bd (m).

Demonstração: i) Temos: a = b (m)  e  c = d (m)  implicam  m I a – b  e m I c – d. 
Logo, m I (a – b) ± (c – d) = (a – c)  (b – d). Portanto, a ± c = b ± d (m).

ii) Por hipótese, temos: a = b (m)  e  c = d (m). Logo, m I a – b  e  m I c – d. Mas: 
ac – bd = ac – ad + ad – bd = a(c – d) + d(a – b). Logo, m I ac – bd e, portanto, ac

= bd (m). 

Proposição 3. Sejam as congruências a = b (m) e c = d (m). Então, para todo 
número natural n: i) na = nb (m); e ii) an = bn (m).

Demonstração: i) Como a = b (m), então, m I a – b. Para todo n , seque que: 
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ii) Para justifi car essa propriedade, com n um número natural, usaremos um método 
para demonstrar proposições referentes a números naturais – Princípio (ou Axioma) de 
Indução Matemática.

Princípio (ou Axioma) de Indução Matemática
Dada uma sentença aberta P(n), com n  = {0, 1, 2, 3,...}. Suponha que a , tal 

que: i) P(a) é verdadeira (verifi car); e ii) Para todo n , P(n) implica P(n + 1) é verdadeira 
(demonstrar). Então, segue que P(n) é verdadeira, para todo n > a.

Demonstração: Seja um subconjunto S = {n ; P(n)} de , tal que P(n) é uma 
sentença aberta verdadeira. Considere o conjunto Em = {m ; (a + m) S}. Então: a + 
Ea = {a ; a + a = 2a = n S}. Logo, a + Ea é subconjunto de S. Assim, para todo k
(a + Ea)  implica  k S. Em particular, i) para  m = 0, temos:

a + m = a + 0 = a = n S e, portanto, 0 Em.
Por outro lado, ii) se m Em, então a + m S. Daí, (a + m) + 1 S. Logo, m + 1 

Em.
Assim, pelo Princípio de Indução Matemática, seque que Em = N. Portanto, para todo 

m > a, o conjunto {a ; m > a} = a + N S.

Nota: Para dar um sentido preciso a sentenças abertas referentes a números 
naturais, utilizando o Princípio de Indução Matemática, escreve-se, por recorrência, uma 
expressão En, com n a + N, da seguinte forma: defi ne-se Ea, para a , e demonstra-
se, a partir En, como obter En+1, para todo n a + N.

No item ii) P(n): an = bn (m), para todo n , temos: para n = 1, a1 = b1 (m) é 
verdadeiro. Suponha, por hipótese de indução, que ak = bk (m) é verdadeira, para algum k

. Devemos mostrar que para k + 1 também é verdadeira, isto é, ak + 1 = bk + 1 (m). Com 
efeito: ak + 1 = ak. a1 = bk. b1 (m) = bk + 1 (m). Logo, por indução, an = bn (m), para todo n . 

Exemplo 4. Determinar o resto da divisão de 2100 por 17.

Resolução: Seja o resto r da divisão de 2100 por 17. Então, 2100 = r (17). Agora, note 
que 24 = 16 = –1 (17), ou seja, 24 = (–1) (17). Além disso, 100 = 4q, onde q  Assim, 2100

= 24q = (24)q = (–1)q (17). Como o resto r é um número inteiro positivo (0 < r < 17), seque que 
r = (–1)q, onde q é inteiro par. Portanto, r = 1.

Observação: Em geral, não vale a recíproca da propriedade do item i) da Proposição 
3, ou seja, não é verdade que na = nb (m)  implica  a = b (m), Lei do Cancelamento.
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As propriedades operacionais de somar, subtrair e multiplicar na relação de 
congruência modular funcionam de modo semelhante à relação de igualdade. Entretanto, a 
operação de divisão (Lei do Cancelamento) só pode ser efetivada, caso cumpra a condição 
da proposição a seguir.

Proposição 4. Sejam n, m , tais que (n, m) = 1 (restrição). Então, na = nb (m) 
se, e somente, se a = b (m).  

Demonstração: Temos: na = nb (m) se, e somente, se m | na – nb = n(a – b). Como 
(n, m) = 1, segue que m não divide n. Logo, m | a – b. Isto equivale a a = b (m). 

Portanto, a Lei do Cancelamento só pode ser aplicada na congruência na = nb (m) 
se, e somente se, n e m forem primos entre si, ou seja, se, e só se, (n, m) = 1.

O teorema a seguir apresenta uma propriedade importante em .  

Teorema 4. A relação de congruência modular é uma relação de equivalência sobre 
.

Demonstração: Devemos mostrar que “=”, módulo m > 1, é: i) refl exiva, ii) simétrica
e iii) transitiva. Com efeito:

i) refl exiva: m I 0 = a – a  e, portanto, a = a (m).
ii) simétrica: a = b (m)  implica  m I a – b = – (b – a)  implica  b = a (m).
iii) transitiva: a = b (m)  e  b = c (m)  implicam  a = b + mp  e  b = c + mq  e, por 

conseguinte, temos: a = (mq + c) + mp = (p + q)m + c  implica  a – c = mk, onde k = p + q. 
Logo, a = c (m).

Agora, seja a = r (m), onde r é o resto da divisão de a por m > 0. Logo, a = mk + r, 
com 0 < r < m – 1. Considere o conjunto formado por todos os números inteiros congruentes 
a r, módulo m > 1: {x  ; x = r(m), com 0 < r < m – 1}. Assim:

{x ; x = r(m), com 0 < r < m – 1} = {x ; m | x – r, com 0 < r < m – 1} 
                                                             = {x ; x = mk + r, com 0 < r < m – 1}.
Isso sugere a seguinte defi nição:

Defi nição 4. Seja um número r . Chama-se classe de restos (ou residual), 
módulo m > 1, do número inteiro r, o conjunto rm de todos os números inteiros congruentes 
a r, módulo m.

Em símbolos, a classe de restos, módulo m > 1, de r  é:   
rm = {x  ; x = r (m)} = {x  ; x = mk + r, k  }.
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Note que a classe de restos, módulo m > 1, é concebida a partir de cada um dos 
possíveis restos na divisão de um inteiro x por m.

Proposição 5. Para cada a , existe um, e somente um, r , com 0 < r < m – 1, 
tal que am = rm.

Demonstração: Seja a  Então, na divisão euclidiana de a por um inteiro m > 1, 
existe um único inteiro r, tal que a = mq + r, com 0 < r < m – 1, para algum q . 

Como r é único, tal que a = r(m), com 0 < r < m – 1, segue que r é o único, de modo 
que am = rm, com 0 < r < m – 1.

Proposição 6. Se a e b pertencem a mesma classe de restos rm, então, a = b (m). 

Demonstração: Temos: a, b rm implica a = r (m) e b = r (m). Por simetria, b = r (m) 
implica r = b (m). Daí, por transitividade, a = r (m) e r = b (m) implicam a = b (m). 

Proposição 7. Seja um inteiro m > 1. Dados os números inteiros r e s, considere as 
classes residuais rm e sm. Então: i) rm = sm se, e somente se, r = s (m); e  ii) rm sm  implica  

 (ou, de modo equivalente,  implica  rm = sm.   

Demonstração: Sejam  Então:

Seja r é o resto da divisão de um inteiro x por m > 1. Então, 0 £ r < m. Daí, os 
possíveis valores de r são: 0, 1, 2, , m – 1. 

Agora, considere a correspondência  que, a cada resto r, associa um 
conjunto rm, ou seja:

Com isso, a correspondência  permite destacar dois conjuntos, a saber: 1) 
o conjunto dos possíveis restos r, na divisão de x por m, com 0 < r < m: 

{0, 1, 2,  , m – 1}.
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2) o conjunto de todas as classes de restos (ou resíduos), módulo m, que denotamos 
por 

Em especial, o conjunto  tem a seguinte propriedade:
Proposição 8. O conjunto  tem exatamente m elementos, para m > 1. 

Demonstração: Sejam a, m , com m > 1. Então, dividindo-se a por m, obtemos: 
a = mq + r, com 0 < r < m – 1. Assim, existem m possíveis restos.

Como a = mq + r equivale a – r = mq e, por conseguinte, m I a – r, então, a = r (m), 
com 0 < r < m – 1. E, pela Proposição 7, seque que am = rm. 

Por outro lado, r  {0, 1, 2,  , m – 1} implica rm  = {0m, 1m, 2m, ... , (m – 1)m}.
Agora, suponha, por absurdo, que existem duas classes rm, sm , tais que rm = sm, 

com 0 < r < s < m. Neste caso, rm = sm implica r = s (m) e, portanto, m I r – s. Mas, 0 < r – s
< m é impossível! Logo, para restos distintos implicam classes residuais distintas. Assim, 

tem exatamente m elementos.

Proposição 9. O número inteiro m > 1, por meio da relação de congruência, 
módulo m, determina uma partição em . Em outras palavras, as classes residuais de m

têm as seguintes propriedades:  implicam  
 e 

Demonstração: i) Seja  Fazendo x = r, temos: 

ii) Suponha, por absurdo, que , para k ¹ j. Então, existe  Isto 
implica  ou seja, k = j. Mas 
isto é um absurdo! Isto ocorreu em supor que  Então,

iii) Neste caso, devemos mostrar que:  Com 
efeito:

Teorema 5. Seja um número primo p. Então, ap = a (p), para todo a .

Demonstração: Por indução sobre a, temos: para a = 1, segue que 1p = 1 (p) é 
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verdadeiro. 
Agora, por hipótese de indução, suponha que kp = k (p), para algum a = k. Assim, 

para a = k + 1, segue que:  

Mas, por hipótese de indução, kp = k (p). Logo, (k + 1)p = kp + 1 (p)  implica (k + 1)p 

= k + 1 (p).
Assim, por indução, ap = a (p), para todo a , com p primo.

Uma das consequências de ap = a (p) ocorre quando pomos a restrição mdc(a, 
p) = 1, ou seja, que os números a e p são primos entre si ou, mais especifi camente, 
quando o primo p não divide o inteiro a. Neste caso, podemos aplicar a Lei do Corte (ou 
Cancelamento), dividindo ap = a (p) por a. O resultado dessa divisão dá origem ao Pequeno 
Teorema de Fermat.

Teorema 6. (Pequeno Teorema de Fermat) Se o número primo p não divide o 
número inteiro a, então, ap – 1 = 1 (p).

Demonstração: Como p é primo, segue que ap = a (p), para todo a . Mas, por 
hipótese, p não divide a. Logo, pela lei do cancelamento, podemos dividir ap = a (p) pelo 
inteiro a. Daí:

Por meio desse Teorema, o Exemplo 4 é facilmente resolvido. Vejamos: o problema 
consiste em determinar o menor número positivo r, tal que 2100 = r (17). Como p = 17 é primo 
e não divide a = 2, segue, pelo Pequeno Teorema de Fermat, que:

217 – 1 = 216 = 1 (17)  implica  24q = 1 (17), onde q  e, portanto, 2100 = 1 (17).
Logo, r = 1. 

Exemplo 5. Determine o resto da divisão de 22001 por 101.
Resolução: Devemos achar o menor número positivo r, tal que 22001 = r (101). Como 

p = 101 é primo e não divide a = 2, então, pelo Pequeno Teorema de Fermat, segue que:  
2101 – 1 = 2100 = 1 (101).

Como 22001 = (2100)20 ´ 2, segue que: 22001 = 120 ´ 2 = 2 (101). Portanto, r = 2. 
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Exemplo 6. Qual é a menor solução positiva e a solução geral da equação x = 7 (3)?

Resolução: Pelo Teorema 3, x e 7 deixam o mesmo resto na divisão por m = 3. 
O algoritmo da divisão permite escrever: 7 = m3 + 1, onde 1 o menor resto. Logo, o resto 
da divisão de x por 3 é, também, 1, ou seja, x = 7 (3) equivale a x = 1 (3). Então, a menor 
solução positiva da equação x = 1 (3) é x0 = 1.

Por outro lado, x = 1 (3) equivale a 3 I x – 1. Assim, a solução geral da equação x º 
7 (3) é x = 3q + 1, onde q 

Exemplo 7. a) Mostre que x = 7(12) implica x º 3(4).  b) Seja um número primo p. 
Mostre que x2 = 1(p)  implica  x = ±1(p).   

Resolução: a) Por defi nição, x = 7(12) implica x = 7 + 12k = (3 + 4) + 3´4k = 3 + 4(1 
+ 3k) e, portanto, x = 3 + 4q ou x – 3 = 4q. Daí, 4 I x – 3, ou seja, x = 3(4). 

b) Temos: x2 = 1(p) é equivalente a p I x2 – 1 = (x – 1)( x + 1). Como p é primo, 
segue que p½(x – 1) ou p I (x + 1) e, por conseguinte, x = 1(p) ou x = –1(p) se, e somente 
se, x = ±1(p). 

Proposição 10. Sejam a congruência a = b (m) e um número n  Então, valem 
as seguintes afi rmações: 

Demonstração: i) Temos: a = b (m) e n I m  implicam  n I m | a – b e, portanto, n I 
a – b  implica a = b (n).

ii) Suponha a = b (m) e a = b (m). Então, m I a – b  e  n I a – b. Pela defi nição 
de mmc(m, n), temos: mmc(m, n) I a – b e, portanto, a = b (mmc(m, n)).

Temos: a = b (mmc(m, n))  implica  mmc(m, n) I a – b. Como m I mmc(m, n) e 
n½mmc(m, n), então, m I a – b e n I a – b e, portanto, a = b (m) e a = b (n).  

iii) Temos: na = nb (m)  implica  m I na – nb = n(a – b). Então, para algum k Î, 
temos: n (a – b) = mk. Mas, d = mdc(m, n), daí: 

Temos: d = mdc(m, n)  implica  d I m e d I n, logo, existem m0  e n0, tais que  m
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= dm0 e n = dn0. Por hipótese, a = b (m0), logo, a – b = m0k, para algum  m0  Daí:
a – b = m0k  implica  n(a – b) = m0kn = m0kdn0 = mkn0 = mq, onde q = kn0.
Portanto, n.(a – b) = m.q  implica  m I n.a – n.b, ou seja, n.a = n.b (m).

4 | CONCLUSÃO
A aritmética elementar possui imensa variedade defi nições, proposições e teoremas. 
Dessa forma, ela possibilita discutir diversos conceitos e suas relações intrínsecas. 

Em particular, o conceito de congruência modular de dois números inteiros com a divisão 
euclidiana. 

O resto dessa divisão caracteriza o conceito de congruência modular de dois 
números inteiros. Além disso, encaminha a defi nição de classe residual (ou restos), com a 
propriedade de que se dois números inteiros pertencem a mesma classe de restos, então 
estes dois números inteiros são congruentes módulo a um número pré-fi xado. E todos os 
possíveis restos da divisão de dois inteiros geram o conjunto de todas as classes residuais 
que, por meio da relação de congruência modular, determina uma partição no conjunto dos 
números inteiros.

Em essência, é o resto da divisão de dois números inteiros que relaciona a divisão 
euclidiana e o conceito de congruência modular. 

Portanto, nesse contexto, a congruência modular de dois números inteiros tem como 
essencial a teoria dos restos, oriunda da divisão euclidiana.
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