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APRESENTAÇÃO
A Pandemia do novo coronavírus pegou todos de surpresa. De repentemente, ainda 

no início de 2020, tivemos que mudar as nossas rotinas de vida e profissional e nos adaptar 
a um “novo normal”, onde o distanciamento social foi posto enquanto a principal medida 
para barrar o contágio da doença. As escolas e universidades, por exemplo, na mão do que 
era posto pelas autoridades de saúde, precisaram repensar as suas atividades. 

Da lida diária, no que tange as questões educacionais, e das dificuldades de 
inclusão de todos nesse “novo normal”, o contexto pandêmico começa a escancarar um 
cenário de destrato que já existia antes mesmo da pandemia. Como destacou Silva (2021), 
esse período pandêmico só desvelou, por exemplo, o quanto a educação no Brasil é uma 
reprodutora de Desigualdades. 

E é nesse cenário de pandemia, movimentados por todas essas provocações que 
são postas, que os autores que participam dessa obra reúnem-se para organizar este 
livro. Apontar esse momento histórico vivido por todos é importante para destacar que 
temos demarcado elementos que podem implicar diretamente nos objetos de discussão 
dos textos e nos movimentos de escrita. Entender esse contexto é importante para o leitor.

O contexto social, político e cultural tem demandado questões muito particulares 
para a escola e, sobretudo, para a formação, trabalho e prática docente. Isso, de certa 
forma, tem levado os gestores educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e 
para a Educação Básica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse contexto de inclusão, 
tecnologia e de um “novo normal”; com isso, é importante olhar mais atentamente para os 
espaços formativos, em um movimento dialógico e pendular de (re)pensar as diversas 
formas de se fazer ciências no país. A pesquisa, nesse interim, tem se constituído como um 
importante lugar de ampliar o olhar acerca das inúmeras problemáticas, sobretudo no que 
tange ao conhecimento matemático.  

É nessa sociedade complexa e plural que a Matemática subsidia as bases do 
raciocínio e as ferramentas para se trabalhar em outras áreas; é percebida enquanto parte 
de um movimento de construção humana e histórica e constitui-se importante e auxiliar 
na compreensão das diversas situações que nos cerca e das inúmeras problemáticas que 
se desencadeiam diuturnamente. É importante refletir sobre tudo isso e entender como 
acontece o ensino desta ciência e o movimento humanístico possibilitado pelo seu trabalho. 

Ensinar Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem da Matemática, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático e sobre isso, de 
uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.  

É neste sentido, que o livro “Incompletudes e Contradições para os Avanços da 



Pesquisa em Matemática”, nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiências 
do professor pesquisador que ensina Matemática sejam apresentadas e constituam-se 
enquanto canal de formação para professores da Educação Básica e outros sujeitos. 
Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiências de diferentes práticas que 
surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores pesquisadores 
de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para quem 
já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se matriculado 
em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a sala de aula 
e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa 
com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura a todos e a todas.

Américo Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMO: Neste texto, propomos uma nova 
defi nição de derivada Fuzzy do tipo local, 
denominada compatível Fuzzy. A defi nição é 
fundamentada na derivada de Khalil de ordem 
0 <α<1, e baseada na diferença de Hukuhara. 
Estudamos suas propriedades e apresentamos 
a solução da equação diferencial de Malthus 
compatível com condição inicial Fuzzy. O estudo 
proposto estende o caso de equações diferenciais 
Fuzzy de ordem inteira.
PALAVRAS - CHAVE: Derivada compatível; 
Números Fuzzy; Diferença de Hukuhara;

ABSTRACT: In this text, we propose a new 
defi nition of a Fuzzy derivative of the local type, 
called Fuzzy compatible. The defi nition is based 
on the Khalil derivative of order 0 <α <1, and 

based on the Hukuhara difference. We study its 
properties and present the solution of the Malthus 
compatible differential equation with initial Fuzzy 
condition. The proposed study extends the case 
of Fuzzy differential equations of an entire order.
KEYWORDS: Compatible derivative; Fuzzy 
numbers; Hukuhara’s Difference.

1 | INTRODUÇÃO
A defi nição de derivada como é 

conhecida hoje, deve-se a Augustin-Louis 
Cauchy que a apresentou por volta de 1823, 
como razão de variação infi nitesimal. Nesse 
sentido, para Ɛ o incremento de x, a derivada 
de uma função  com relação a x  é o 
limite  se esse limite existir 
(GUIDORIZZI, 2001).

Se uma função admite a derivada em 
um ponto, dizemos que ela é derivável nesse 
ponto. Observamos que um conceito chave para 
derivada é a diferença

            (1)

Além disso, ao longo da história do Cálculo 
Diferencial a forma com que expressamos as 
derivadas matematicamente constituem uma 
razão sufi cientemente forte para a sua própria 
generalização. Podemos nos referir a derivada 
de uma função f por:

• Notação de Lagrange:    
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• Notação de Euler:    

• Notação de Newton:    

• Notação de Leibniz:   

As razões históricas para as notações acima incluem vantagens, desvantagens e 
escolhas pessoais. De forma semelhante, se para cada , f for n vezes derivável, 
denotadas por 

O conhecimento do conceito de derivada fi cou bastante tempo restrito a praticamente 
dois pequenos grupos de matemáticos: O grupo de sir Isaac Newton (Inglaterra) e o do 
barão Gottfried Wilhelm Von Leibniz (Alemanha). A notação de Leibniz é vantajosa, pois faz 
do Cálculo Diferencial um “Cálculo Operacional”. 

Os irmãos Bernoulli propagaram por toda a Europa os símbolos e ideias de Leibniz 
para diversos matemáticos, dentre eles, o francês Guillaume François Antonie L’Hospital, 
mais conhecido como Marquês de L’Hospital. Em 1695, numa famosa carta, o Marquês 
pergunta a Leibniz o signifi cado de 

Segundo Camargo e Oliveira (2015), Leibniz profetizou: “Este aparente paradoxo 
permitirá, no futuro, extrair consequências interessantes.”

Em 1819, Lacroix consegue responder o questionamento do Marquês de L’Hospital 
para a função  com os seguintes passos:

1. Determinou a n-ésima derivada da f para com m e n inteiros positivos e: m > n

2. Substituiu m por  e  por , onde  é a 

a função Gama (de Euler): 

3. Por último, substituindo n por , m por um número β real positivo qualquer 
e supondo x > 0:

4. Para  e ,  temos 

O cálculo da ordem não inteira chamou a atenção de outros importantes matemáticos, 
tais como, Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Laurent, Hardy, Littlewood, 
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Erdèlyi, Kober, Caputo entre outros (CAMARGO, OLIVEIRA, 2015).
Recentemente Khalil et al. (2014) propôs chamada de derivada compatível 

de ordem . Em sua proposta, modifi cou a diferença da Equação (1) por 
Seu objetivo foi de generalizar as propriedades clássicas do cálculo 

clássico. A derivada local compatível de ordem a, sendo , de uma função f é 
dada por,

para todo . Consequentemente, a derivada conformável satisfaz quase todas 
as propriedades da derivada clássicas.  Essa derivada tem sido utilizada em aplicações 
envolvendo mecânica de Newton (CHUNG, 2015), equação do calor (EROGLU, AVCI, 
OZDEMIR, 2017) e, usada na solução de equação diferencial não linear com condição 
inicial (SILVA, MOREIRA, MORET, 2018).

Uma equação diferencial é uma equação que envolve derivadas. Para Guidorizzi 
(2001)  as  equações  diferenciais  ordinárias  conhecidas  simplesmente  por: Equações 
Diferenciais Ordinárias de primeira  ordem  são  da  forma  ,  mas  geralmente  
por  meio  de simples  manipulação algébrica é possível reescrever na forma de uma 
ou mais equações . No entanto, a modelagem de fenômenos reais por meio 
de sistema de equações diferenciais determinísticas  quase sempre está 
incompleta. Por exemplo, o valor inicial pode não ser exatamente conhecido. Em geral, ele 
é estimado utilizando alguma medida e pode estar sujeito a erros.

Os números Fuzzy são um subconjunto do conjunto dos números reais, quantifi cando 
a imprecisão associada uma dada informação e representando valores incertos. Todos 
os números Fuzzy estão relacionados a graus de pertinência que expressam o quanto é 
verdadeiro dizer se algo pertence ou não a um determinado conjunto. 

Nestas situações, em vez de trabalhar com números reais, podemos considerar um 
número Fuzzy que representa “aproximadamente” ou “em torno de”. A aritmética Fuzzy 
pode ser considerada como uma extensão dos números reais e, também de sua aritmética. 

Existem diferentes tipos de números Fuzzy, mas, para fi ns simplicidade vamos 
trabalhar com os números Fuzzy triangulares. Além disso, as conversões desses números 
Fuzzy em relação ao conceito de intervalos também são incorporadas. 

Existem várias formas de estender a noção de derivada no contexto Fuzzy. Uma das 
primeiras generalizações foi obtida por Puri e Ralescu (1983) que é baseada na noção da 
diferença de Hukuhara. Posteriormente, Kaleva (1987) usa esta noção para desenvolver 
uma teoria de equações diferenciais Fuzzy. 

Neste trabalho apresentamos a derivada compatível de uma função a valores Fuzzy, 
demonstramos algumas propriedades e apresentamos exemplos ilustrativos.
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Defi nição 1.1 (Khalil et al., 2014) Sejam  e  uma função real. Observemos 
pela defi nição acima que se  for diferenciável então 

2 | CONCEITOS BÁSICOS
Zadeh (1965) publicou o primeiro artigo sobre teoria dos conjuntos Fuzzy. Esta 

teoria caracteriza qualquer conjunto clássico por uma função de pertinência generalizada. 
Neste artigo, o autor defi ne conjunto Fuzzy como uma classe de objetos com um grau de 
pertinência contínuo.

Um número Fuzzy  é um subconjunto Fuzzy de  com uma função de pertinência 
 semi-contínua superiormente, Fuzzy convexa, normal  e com suporte 

compacto. Em particular,  e  indicam, respectivamente, a pertinência 
e não pertinência do elemento  em . 

A família de todos os números Fuzzy será denotada por . Os -níveis do número 
Fuzzy  são intervalos limitados e fechados, podendo ser denotados da seguinte maneira:

, para todo . O nível zero de um subconjunto Fuzzy  é defi nido 
como sendo o menor subconjunto (clássico) fechado de  que contém o conjunto suporte 
de . Quando  dizemos  é o núcleo de . 

A função de pertinência não é função densidade de probabilidade, mas sim uma 
medida de compatibilidade entre o objeto e o conceito representado pelo conjunto Fuzzy.   
Não   existem   regras defi nitivas para a escolha dessas funções na literatura. Aplicações 
muito sensíveis à escolha das funções de pertinência são, em geral, não adequadas para 
modelagem Fuzzy. Em muitos casos práticos as funções simples são convenientes, sendo 
as mais comuns com formato no plano cartesiano de triângulos e trapézios.

Entre os mais conhecidos estão os números Fuzzy triangulares e os números Fuzzy 
trapezoidais. Conforme já apontamos anteriormente, neste trabalho usaremos os números 
Fuzzy Triangulares. Na literatura é comum denotar a função de pertinência  do número 
Fuzzy  simplesmente por .

Um número Fuzzy  em  é chamado número Fuzzy triangular quando sua função 
de pertinência  é dada por

Observe que para o valor de   igual a   o grau de pertinência do mesmo é igual 
a 1, o que caracteriza o número Fuzzy normalizado, e seu gráfi co  tem a forma de um 
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triângulo, tendo por base o intervalo  e, como único vértice fora da base, o ponto 
. Denotaremos um número Fuzzy triangular pelo terno .

Figura 1: Estrutura do Número Triangular Fuzzy 

Fonte: Elaborada pelos autores.

A forma paramétrica de um número Fuzzy é representada por  
. 

As seguintes operações aritméticas com números Fuzzy podem ser defi nidas 
baseadas no chamado Princípio da Extensão (DE BARROS, BASSANEZI, 2010):  sejam 
dois números Fuzzy triangulares defi nidos por

 e 

• Adição: 

• Produto: 

• Produto por um número real: 

Um conjunto básico de operações de Minkowski (SERRA, 1983), adição e  
multiplicação por escalar, podem ser defi nidas nos -níveis para cada  e 

 : 

Se , a multiplicação por escalar é chamada de oposta

Em geral, , isto é, o oposto de  não é o inverso de 
 com respeito a adição de Minkowski. A diferença de Minkowski é dada por
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Exemplo 2.1 Sejam  e . Por conseguinte, temos

Portanto, o oposto de um conjunto não gera uma operação de diferença entre 
conjuntos. 

O diâmetro de um número Fuzzy  é medido pelo fecho de seu suporte, isto é, 

Assim, quanto maior for o diâmetro de  mais Fuzzy ele é.
De acordo com o princípio de extensão de Zadeh  para intervalos da reta podemos 

defi nir a soma e multiplicação por escalar em , respectivamente, por

e

onde  é a função característica de . 

Por meio dos -níveis podemos relacionar as operações aritméticas para números 
fuzzy com as respectivas operações Minkowski:

Observação 1. Vale ressaltar que ,  e .
Defi nição 2.2 Sejam . A métrica de Pompeiu-Hausdorff   

, é defi nida por 
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Teorema 2.3 (Dimond, Kloedem, 2000) Dados  e , então
1. O par  é um espaço métrico completo, separável e localmente compacto;

2. ;

3. ;

4. .

Teorema 2.4 (Anastassiou, 2001) Valem as seguintes propriedades:
I. Se , então  é um elemento neutro com respeito a adição de 
números Fuzzy, isto é,  para todo .

II. Com respeito ao elemento , nenhum elemento de  tem oposto em .

III. Sejam  e  tais que , temos 

IV. Sejam  e  temos .

V. Para todo  e  temos .

VI. Sejam  e . Então .

VII. A aplicação   tem as propriedades de uma norma em .

Observação 2 Convém destacar que a tripla  não é um espaço vetorial 
sobre  e, consequentemente,  não é um espaço normado.

Defi nição 2.5 (Diferença de Hukuhara) Sejam . Se existe  tal 
que , então  é chamado de -diferença de  e , denotada por . 
Se existe  tal que , então  é chamado de -diferença de  e 
, denotada por .

Observação 3 A diferença de Hukuhara nem sempre existe, por exemplo 
.  Além disso, .

Teorema 2.6 (Angulo-Castillo, 2015) Sejam  e . Então,
1. .

2. .

3. Se  existe,  é único.

4. Se .

5.  sempre que  exista.

Defi nição 2.7  Uma função com valores a números Fuzzy, ou simplesmente uma 
função Fuzzy, é a aplicação , isto é, para cada número real 
associamos um número Fuzzy . Quando nos referirmos a funções Fuzzy 
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contínuas signifi ca continuidade em relação a métrica .
Para cada , denotamos os -níveis da função Fuzzy  por 

Dessa forma,  é representada por duas funções , 
para cada .

Defi nição 2.8   Uma função  é Hukuhara diferenciável (
-diferenciável) em  se os limites

existem e são iguais a  na métrica . O número Fuzzy  
é chamado de -derivada de  em .

Defi nição 2.9  Sejam  e  uma função. A aplicação  é 
-diferenciável em  se existir um elemento , tal que para todo 

 sufi cientemente pequeno,  e  e vale o 
limite (na métrica )

Defi nição 2.10 (Compatível Fuzzy) Sejam  e  . A derivada 
Compatível Fuzzy de ordem  da função  em  é defi nida por  é defi nida por 

1. Existe um elemento  tal que 

existem e são iguais a 

2. Existe um elemento  tal que 
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existem e são iguais a  O número Fuzzy  é chamado de derivada 
-compatível de  em .

3 | DERIVADA FUZZY COMPATÍVEL
Teorema 3.1 Sejam  e  uma função -diferenciável, 

com  níveis dados por , . Então,  e  são 
-diferenciáveis tais que

1. no primeiro caso: 

2. no segundo caso: 

Teorema 3.2 Sejam  e . Se  e  são -diferenciáveis 
então  existe e 

Demonstração. Seja  sufi cientemente pequeno tal que 
e  existam. Por defi nição obtemos  e 

. Utilizando novamente a diferença de Hukuhara, obtemos

isto é, 

Portanto,

faça    e obtemos o que queríamos. A outra parte da demonstração é análoga.

Teorema 3.3 Sejam ,  e . Se  é -diferenciáveis 
então  existe e 

Demonstração. Observe que 

Para  sufi cientemente pequeno tal que . 
Temos por defi nição . Agora,
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Utilizando novamente a diferença de Hukuhara, obtemos

Para a equação

faça   na equação acima e obtemos o que queríamos. A outra parte da 
demonstração é análoga.

4 | MODELO DE MALTHUS-COMPATÍVEL COM CONDIÇÃO INICIAL FUZZY
No modelo compatível de crescimento populacional temos que a população aumenta 

exponencialmente conforme o tempo passa.  Assim, considerando a condição inicial Fuzzy, 
obtemos o seguinte PVI Fuzzy

sendo  a taxa de decrescimento intrínseca da população. Pelo Teorema 
3.1, para  fi xado, a solução do PVI  com derivada compatível fuzzy é uma função 

 com -níveis , para , tal que

onde  A solução é dada por

Tomando  :

Se considerarmos alguns parâmetros como por exemplo: a = 0,2, r = 0,a = 3,b = 4 e 
c = 5, teremos o gráfi co representado pela Figura 2.
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Figura 2: Representação gráfica da solução obtidas com os parâmetros a = 0,2, r = 0,a = 3,b = 
4 e c = 5

Fonte: Elaborado pelos autores

Modificando um dos parâmetros teremos a Figura 3:

Figura 3: Representação gráfica da solução obtidas com os parâmetros a = 0,7, r = 0,a = 3,b = 
4 e c = 5

Percebe-se que quando a tende a 1, a equação diferencial de Malthus compatível 
tende a equação diferencial de Malthus.  

5 |	 CONCLUSÃO
Neste trabalho apresentamos uma discussão sobre derivada compatível, munido da 

noção de diferenciabilidade Hukuhara, que forneceu uma única solução para a equação 
diferencial do modelo de Malthus compatível com condição inicial representada por 
números Fuzzy triangulares. Percebe-se facilmente que a solução encontrada define um 
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número Fuzzy para qualquer que seja.  A derivada compatível pertence a uma classe de 
derivadas tais como Katugampola, M-derivada etc. Segundo alguns critérios na literatura 
elas não devem ser chamadas de derivadas fracionárias, no entanto, essa derivada tem 
sido utilizada com sucesso em aplicações envolvendo mecânica de Newton e usada na 
solução de equação diferencial não linear com condição inicial. Finalmente, trabalhos 
futuros podem se enquadrar na abordagem de outros tipos de generalizações da derivadas 
Hukuhara e as diversas definições das integrais Fuzzy associadas.
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