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APRESENTAÇÃO
A Engenharia Mecânica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica 

os princípios de física e ciência dos materiais para a concepção, análise, fabricação e 
manutenção de sistemas mecânicos. O aumento no interesse por essa área se dá 
principalmente pela escassez de matérias primas, a necessidade de novos materiais que 
possuam melhores características físicas e químicas e a necessidade de reaproveitamento 
dos resíduos em geral.

Nos dias atuais a busca pela redução de custos, aliado a qualidade final dos produtos 
é um marco na sobrevivência das empresas, reduzindo o tempo de execução e a utilização 
de materiais.

Neste livro são apresentados trabalho teóricos e práticos, relacionados a área 
de mecânica e materiais, dando um panorama dos assuntos em pesquisa atualmente. A 
caracterização dos materiais é de extrema importância, visto que afeta diretamente aos 
projetos e sua execução dentro de premissas técnicas e econômicas.

De abordagem objetiva, a obra se mostra de grande relevância para graduandos, 
alunos de pós-graduação, docentes e profissionais, apresentando temáticas e metodologias 
diversificadas, em situações reais. Sendo hoje que utilizar dos conhecimentos científicos 
de uma maneira eficaz e eficiente é um dos desafios dos novos engenheiros.

Boa leitura!

Henrique Ajuz Holzmann
João Dallamuta
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RESUMO: Embora ainda sejam estudados 
de forma majoritariamente empírica, existem 
várias tentativas de modelagem dos processos 
de usinagem, de forma que o uso da Equação 
de Taylor seja a forma mais utilizada. Embora 
essa equação relacione a vida da ferramenta 
às condições de corte, ela pode ser adaptada 
para representar a força de corte durante o 
torneamento. Neste trabalho, foi levantada a 
curva que modela a força durante o torneamento 
da liga Inconel 718 com ferramentas de PCD em 
diferentes condições de lubrificação, de corte 
e desgaste da ferramenta. Os coeficientes da 
Equação de Taylor adaptada foram determinados 
ao resolver um problema de otimização pelo 
Método dos Mínimos Quadrados utilizando 
métodos clássicos para solução de problemas 
multidimensionais restritos. Os coeficientes 
otimizados produziram um ajuste adequado 

para alguns casos de torneamento. O algoritmo 
demonstrou sensibilidade considerável a 
parâmetros numéricos e ao chute inicial dos 
coeficientes.
PALAVRAS - CHAVE: otimização clássica, 
equação de Taylor, método da penalidade interna, 
método da variável métrica.

ABSTRACT: Although they are still studied in 
a mostly empirical way, there are several of the 
modeling of machining processes, so that the 
use of the Taylor Equation is the most used form. 
Although this equation relates tool life to cutting 
conditions, it can be adapted to represent the 
cutting force during turning. In this work, the 
curve that shapes the force during the turning of 
the Inconel 718 alloy was lifted with PCD tools 
in different conditions of lubrication, cutting and 
tool wear. The Taylor coefficients adapted were 
determined when solving an optimization problem 
using the Least Squares Method using classics for 
solving restricted multidimensional problems. The 
optimized coefficients produce an adequate fit for 
some turning cases. The algorithm is sensitive 
to sensitivity to numerical parameters and to the 
initial guess of the coefficients.
KEYWORDS: classical optimization, Taylor 
equation, internal penalty method, metric variable 
method.

1 | INTRODUÇÃO
Os processos convencionais de 

usinagem visam a obtenção de uma peça final ou 
semiacabada através da remoção de material na 
forma de cavaco. Uma das configurações mais 
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comuns é o torneamento, no qual a peça rotaciona e uma ferramenta avança na direção de 
seu eixo, gerando uma superfície de revolução. De forma geral, as características que mais 
infl uenciam a qualidade e custo da peça nesse caso são os parâmetros de corte (avanço, 
velocidade de corte), o tipo de lubrifi cação, os materiais da peça e da ferramenta, e o tipo 
e forma da ferramenta.

A escolha correta desses itens é fundamental para evitar o desgaste prematuro da 
ferramenta, quebras ou danos a máquina, e ocorrência de vibração, visto que esse fenômeno 
tende a piorar a rugosidade da peça e facilitar a quebra dos equipamentos. Sobretudo 
durante o trabalho com materiais de baixa usinabilidade, como as ligas de níquel, bastante 
utilizadas na indústria aeroespacial, graças as suas excelentes propriedades mecânicas 
(resistência a tração e tenacidade) e resistência a corrosão, as quais são conservadas 
mesmo em altas temperaturas. No caso do Inconel 718, liga a base de níquel, ferro e cromo, 
principalmente, o material é capaz de conservar alta dureza mesmo nas altas temperaturas 
observadas na interface cavaco ferramenta durante a usinagem, fazendo com a força de 
corte continue alta e com que a ferramenta se desgaste mais rápido (Santos e Sales, 2007).

Embora testes práticos ainda sejam a forma mais comum de estudar a usinabilidade 
de um material, existem várias tentativas de modelar os resultados encontrados a fi m 
de determinar os parâmetros ótimos de operação. Dentre as possíveis estratégias, a 
mais utilizada tem sido a Equação de Taylor para vida da ferramenta, representada na 
Equação 1 (Dos Santos et. Al., 1998), no qual a vida útil da ferramenta T é função da 
velocidade de corte Vc, avanço f, profundidade ap, desgaste de fl anco da ferramenta VB, 
para determinadas condições experimentais representadas pela constante K (material, 
ferramenta, máquina, lubrifi cante).

Outras grandezas, como a força de corte, também podem ser modeladas através 
desta equação (Barrow, 1971), fazendo-se a analogia de que variam de forma exponencial 
também. Essa premissa tem base nas observações experimentais, de forma que a função 
utilizada seja válida para todo o domínio ou pelo menos um intervalo das variáveis, como 
mostrado na Figura 1. Caso a função não seja adequada para modelar o comportamento 
prático para os intervalos utilizados, haverá um erro considerável. Dessa forma, a defi nição 
dos parâmetros de corte dos experimentos também infl uencia bastante a qualidade do 
ajuste pela função exponencial citada.
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Figura 1. Relação entre força de corte e velocidade de corte numa situação genérica de 
torneamento. Inicialmente, a maior taxa de deformação leva a maiores forças. No entanto, com 
aumento da velocidade o material aquece e sua resistência diminui. A configuração específica 

do gráfico depende de várias outras características, como materiais, máquina e parâmetros 
selecionados, entre outras. Adaptado de Metalworking (2019).

O objetivo deste trabalho foi levantar a equação de Taylor adaptada para representa 
a força de corte em função da velocidade de corte, avanço e desgaste de flanco da 
ferramenta. Para tal, uma barra de Inconel 718 foi torneada em diferentes condições, 
sendo registrada a força de corte através de um dinamômetro piezelétrico. Utilizando-se 
os métodos dos mínimos quadrados, através dos dados experimentais foi montado um 
problema de otimização clássica com objetivo de minimizar a diferença entre a força medida 
e a força calculada segundo a equação, fazendo-se um processo iterativo para ajustar os 
coeficientes da equação. A função objetiva foi otimizada pelo Método da função Penalidade 
Interna (Vanderplaats, 1999), o qual é utilizado para resolver problemas multidimensionais 
restritos e que consiste na utilização das restrições para deformação da função em torno de 
uma referência e sua consequente transformação num problema multidimensional irrestrito. 
Esse último pode ser resolvido por diferentes estratégias, como Método de Newton, das 
Direções Conjugadas ou da Máxima Descida, por exemplo. Neste caso foi usado Método 
da Variável Métrica, que consiste na transformação do problema multidimensional em um 
equivalente unidimensional com aproximação do inverso da matriz Hessiana durante o 
cálculo da direção de busca. Este último problema fica dependente apenas do passo de 
busca α*, o qual foi calculado pelo Método da Seção Áurea a cada iteração.
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2 | METODOLOGIA

2.1 Testes práticos
Uma barra de Inconel 718, cuja composição química é exibida na Tabela 1, foi 

torneada no torno CNC ROMI Multiplic 35D com pastilhas de diamante poli cristalino 
(PCD) DA1000 da marca Sumitomo, de geometria quadrada. Dessas, 4 possuíam ângulo 
de saída positivo (P) e outras 4 com ângulo negativo (N). Cada ferramenta realizou dois 
passes na barra, sendo o desgaste de flanco medido ao fim de cada passe em microscópio 
ferramenteiro. Foi realizado um planejamento experimental fatorial reduzido 25-1, com os 
níveis e variáveis mostrados na Tabela 2. As forças foram medidas num dinamômetro 
Kistler® 9265B, com sinal adquirido a 4 kHz durante 30 segundos, adotando-se a média 
dos valores adquiridos nesse tempo. Como lubrificante, foi utilizado um fluido vegetal 
misturado a ar-comprimido, sendo direcionado a superfície de saída da ferramenta no torno 
com pressão de aproximadamente 3 bar.

Tabela 1. Faixa de composição química para os elementos do material usinado.

Vc (m/min) f (mm/rotação) Ferramenta MQL (mL/h) Desgaste
75 0,03 P 50 após 1º passe

150 0,05 N 150 após 2º passe

Tabela 2. Níveis das variáveis do planejamento experimental.

Os valores medidos estão expostos na Tabela 3, tendo sido utilizados para ajustar os 
coeficientes da Equação de Taylor pelo Método dos Mínimos Quadrados. Foi montado um 
problema de otimização clássica, resolvido por métodos numéricos, que serão detalhados 
adiante. Os resultados experimentais foram separados por casos, conforme a primeira 
coluna da Tabela 3.

Isso foi feito, primeiramente, porque o tipo de ferramenta é uma variável qualitativa, 
o que dificultaria sua consideração como variável no problema de otimização. Segundo, no 
caso da lubrificação, a análise de variância (ANOVA) mostrou que este é o parâmetro que 
mais influencia a força de corte, conforme indicado na Figura 2. Dessa forma, é provável 
que um ajuste das duas situações de lubrificação por uma única função não seria adequado, 
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visto que provocam efeitos muito diferentes nas forças observadas. Dessa forma, optou-
se por aplicar o mesmo método numérico para cada caso, a fim de obter-se 4 conjuntos 
diferentes de coeficientes otimizados.

Ferramenta, 
MQL (mL/h)

Vc (m/min) f (mm/rot.) VB (mm) Fexp (N)

75 0,03 0,036 10,31
75 0,03 0,054 23,31
150 0,05 0,030 10,51
150 0,05 0,037 17,58
75 0,05 0,047 3,98
75 0,05 0,047 13,62
150 0,03 0,023 5,49
150 0,03 0,049 10,10
75 0,05 0,079 7,05
75 0,05 0,079 5,20
150 0,03 0,044 3,41
150 0,03 0,122 12,14
75 0,03 0,080 4,11
75 0,03 0,187 8,66
150 0,05 0,018 2,95
150 0,05 0,034 11,50

P, 50

N, 50

P, 150

N, 150

Tabela 3. Resultados experimentais da força de corte para cada caso estudado, segundo os 
diferentes parâmetros de usinagem.

Figura 2. Diagrama de Pareto para força de corte calculado segundo análise de variância.
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2.2 Problema de otimização clássica
Para cada um dos casos citados, o objetivo foi determinar os coefi cientes da Equação 

2, de forma que a função objetivo FO da Equação 3, a qual descreve o erro acumulado 
dentro do Método dos Mínimos Quadrados, fosse o menor possível. Nesta última equação 
n é igual a 4, pois essa é a quantidade de valores experimentais (obtidos para diferentes 
condições de corte e desgaste) medidos dentro de cada caso.

A partir de um chute inicial para os coefi cientes K, x, y e z, foi montado um processo 
iterativo de aproximação das variáveis conforme o Método da função Penalidade Interna, 
no qual a função pseudo objetivo Φ é montada conforme a Equação 4, multiplicando um 
fator de ponderação Rp (o qual diminui a cada iteração, tendendo a 0) à soma do inverso 
das restrições de desigualdade gj. Foram consideradas as restrições de que todos os 
coefi cientes, exceto x, devem ser maiores que 0, conforme Equação 5. Isso garante que a 
força não seja negativa e que aumente com o avanço e o desgaste, em concordância com 
o descrito na literatura (Santos e Sales, 2007). Assim, a função pseudo objetivo obtém a 
forma da Equação 6. Os algoritmos completos são apresentados no Anexo I, implementados 
para o software Matlab®. De forma simplifi cada, consiste no uso do algoritmo de Broyden–
Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS), substituindo a função objetivo pela pseudo objetivo, 
conforme Equação 7, e transformando o problema multidimensional em unidimensional, 
para aproximação das variáveis de entrada VP até que o critério de tolerância de 10E-6 
fosse atingido, segundo norma Euclidiana quadrática.
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Devido a sensibilidade do problema em relação ao chute inicial para os coeficientes, 
valores entre 0 e 3 foram testados para K, y e z, enquanto o intervalo de – 1.5 a 1.5 
foi testado para x. Para isso, o algoritmo de resolução do problema multidimensional 
irrestrito foi avaliado para as possíveis combinações dos coeficientes chutados, variados 
de um em um. Como cada coeficiente foi variado de um em um (por exemplo, 0, 1, 2 e 3), 
foram geradas 44 combinações, resultando em 256 chutes diferentes. Para cada chute, 
os coeficientes ótimos foram encontrados para cada um dos 4 casos, totalizando 1024 
chamadas do algoritmo, de forma que os valores otimizados VP*, os chutes que geraram 
esse resultado, o valor de FO avaliada para VP* e o número de avaliações da função e de 
sua derivada fossem registrados. Esses dados dão uma ideia da convergência do problema 
e do custo computacional da solução.

A sensibilidade com relação ao valor inicial e ao ritmo de variação do fator de 
ponderação Rp a cada iteração também foi avaliada. Vanderplaats (1999) recomenda que 
seja adotado um valor alto na primeira iteração, e que caia num ritmo adequado, o qual 
dependerá de cada problema. Para divisão de Rp por 1,5 foram testados valores iniciais de 
100, 10 e 1. E ao fixar o valor inicial em 1, foram testados variação dividindo por 1,5 e por 5. 
Em relação ao intervalo de busca dentro do Método da Seção Áurea, foi fixado o intervalo 
de 0 a 1, a fim de garantir que o passo de busca fosse pequeno e evitasse problemas na 
convergência do resultado.

3 | RESULTADOS
A Tabela 4 apresenta os resultados obtidos a partir do algoritmo do Anexo I. Pode-se 

notar que para cada caso, modificam-se os chutes iniciais que originaram os valores ótimos 
assim como a qualidade do ajuste. O caso melhor representado pelo modelo da Equação 
de Taylor foi o primeiro, indicado pelo baixo valor da função objetivo e pela proximidade 
dos valores experimentais e teóricos. Já no segundo caso obteve-se o pior ajuste, indicado 
pelo alto valor da função objetivo, que indica os grandes desvios entre os valores práticos 
e teóricos. É provável que funções exponenciais não sejam as mais adequadas para 
representar os fenômenos experimentais nas condições ensaiadas.

Percebe-se também que dentro de cada caso podem existir vários pontos ótimos que 
produzem o mesmo mínimo, cada um sendo encontrado para um valor de chute diferente. 
Nestas situações, no entanto, o coeficiente z, é aproximadamente constante em cada uma, 
o que pode indicar uma dependência mais estrita do modelo em relação a essa variável, já 
que o mínimo é mantido mesmo quando as outras variáveis se modificam.

Os resultados mostram que existe mais de uma combinação de coeficientes que 
modele os resultados experimentais com a mesma qualidade, o que geraria dúvida em qual 
modelo adotar para representar o processo de usinagem estudado. É provável que caso a 
curva fosse levantada para mais de 4 condições (de corte e desgaste de ferramenta), as 



 
Engenharia Mecânica: Inovações Tecnológicas de Elevado Valor Capítulo 3 29

soluções seriam mais restringidas e os coeficientes poderiam ser determinados de forma 
mais específica para cada caso.

CASO K* x* y* z* FO Nº aval FO Nºav gradFO K x y z Fexp Fteo Fexp Fteo Fexp Fteo Fexp Fteo
1 1.881,120 0,562 0,191 2,105 0,571 55 1.351 1 0,5 1 2 10,31 9,99 23,31 23,45 10,51 11,07 17,58 17,22

1,030 14,507 19,068 1,102 46,465 17 405 1 1,5 1 3 3,98 8,80 13,62 8,80 5,49 5,49 10,10 12,63
2,653 10,761 13,984 1,102 46,465 15 358 1 1,5 2 2 3,98 8,80 13,62 8,80 5,49 5,49 10,10 12,63
4,827 8,390 10,767 1,102 46,465 21 521 2 -1,5 1 1 " " " " " " " "
6,230 7,380 9,396 1,102 46,465 14 329 3 0,5 1 1 " " " " " " " "
6,036 7,505 9,567 1,102 46,465 22 555 3 0,5 3 3 " " " " " " " "
6,649 8,868 11,753 1,245 1,711 24 603 2 -1,5 1 2 7,05 6,12 5,20 6,12 3,41 3,41 12,14 12,14
4,350 10,548 14,033 1,245 1,711 21 520 2 1,5 3 3 7,05 6,12 5,20 6,12 3,41 3,41 12,14 12,14
8,469 7,910 10,453 1,245 1,711 25 629 3 -1,5 2 2 " " " " " " " "
6,183 9,156 12,144 1,245 1,711 22 543 3 0,5 2 3 " " " " " " " "
7,199 8,554 11,327 1,245 1,711 22 561 3 0,5 3 2 " " " " " " " "
3,020 2,492 2,031 1,510 4,545 20 467 1 0,5 2 3 4,11 2,53 8,66 9,10 2,95 4,22 11,50 11,01
3,120 2,488 2,036 1,510 4,545 17 408 3 0,5 3 2 4,11 2,53 8,66 9,10 2,95 4,22 11,50 11,01
3,142 2,487 2,037 1,510 4,545 16 374 3 1,5 3 3 " " " " " " " "

2

3

4

Tabela 4. Coeficientes da Equação de Taylor otimizados para cada caso, junto ao chute que os 
geraram, o valor mínimo da função objetivo encontrado, número de avaliações e os valores da 

força teórica comparados aos experimentais.

Em relação ao fator Rp, seu valor inicial afetou a convergência do algoritmo no 
primeiro caso, em especial. Embora incialmente seu valor deva ser alto, devido a 
configuração das desigualdades, nesse problema específico o valor do resíduo ponderado 
se torna extremamente alto se durante o processo iterativo se algum dos coeficientes 
assumir valor entre 0 e 1, o que ocorre logo após a primeira iteração. Isso se deve ao fato de 
que o gradiente da função pseudo objetiva Φ inclui um termo onde os coeficientes elevados 
ao quadrado aparecem no denominador e Rp aparece no numerador. Para valor inicial de 
1, na segunda iteração a parcela do resíduo ponderado no gradiente já era da ordem de 
10E9. Caso o fator inicial tivesse ordens de grandeza maiores, essa parcela teria ordens 
de grandeza muito maiores do que o resto da função gradiente, causando uma deformação 
que atrapalharia a convergência do método. Já em relação ao ritmo de variação de Rp, 
tanto o número de avaliações da função objetivo e de sua derivada como os valores ótimos 
dos coeficientes parecem ter sido afetados. Como o valor da função nos pontos ótimos não 
se alterou, é provável que a função tenha vários mínimos locais similares, de forma que 
uma deformação maior leve a convergência para valores ligeiramente diferentes.

4 | CONCLUSÕES
Operações de torneamento foram realizadas numa barra de Inconel 718 para 

diferentes condições de velocidade de corte, avanço, desgaste de flanco, ângulo de saída 
da ferramenta e vazão de MQL. Este último foi indicado como o parâmetro mais influente 
na força de corte.

Uma adaptação da Equação de Taylor foi utilizada para modelar o comportamento 
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experimental da força de corte nas situações ensaiadas, separando o problema por casos 
de acordo com o tipo de ferramenta e a lubrificação. Para cada caso, foram determinados 
os coeficientes ótimos que geram melhor ajuste dos dados experimentais pelo modelo 
utilizado, de funções exponenciais. Os ajustes, avaliados pelo valor dos mínimos quadrados 
entre valores teóricos e experimentais, foram adequados, exceto para o segundo caso. É 
provável que, para a faixa de valores utilizados, o comportamento empírico do processo de 
torneamento nessas condições se distancie do modelo exponencial.

O problema de otimização levantado para determinar os coeficientes possui vários 
mínimos locais e as soluções apresentadas são sensíveis aos valores de chute inicial e a 
variação do fator de ponderação ao longo das iterações. Como foi resolvido pelo Método 
da Penalidade Interna, é provável que devido à natureza das inequações e da configuração 
da função pseudo objetivo e sua derivada, variações na deformação da função induzam 
aos pontos ótimos distintos observados ao variar os parâmetros numéricos do algoritmo.
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ANEXO I
Algoritmos utilizados implementados para Matlab®.
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