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APRESENTAÇÃO

No atual cenário mundial, realizar estudos nas mais diversas áreas do conhecimento 
é cada vez mais importante. Buscar aliar conceitos multidisciplinares é um dos grandes 
desafios aos profissionais, dentre os quais pode-se destacar os do nicho da engenharia civil. 
Estes profissionais necessitam correlacionar conhecimentos dede projetos, à reutilização 
de resíduos e a prevenção e falhas.

Este livro traz artigos nas áreas de projetos, prevenção e melhoria de edificações; 
reciclagem e desenvolvimento de novos materiais e melhorias urbanas. Sendo esses temas 
de fundamental importância, pois englobam desde o planejamento ao ponto final de obras, 
a redução de custos e melhoria dos materiais empregados.

De abordagem objetiva, a obra se mostra de grande relevância para graduandos, 
alunos de pós-graduação, docentes e profissionais, apresentando temáticas e metodologias 
diversificadas, em situações reais. Sendo hoje que utilizar dos conhecimentos científicos 
de uma maneira eficaz e eficiente é um dos desafios dos novos engenheiros.

Boa leitura!

Henrique Ajuz Holzmann
João Dallamuta
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RESUMO: Nesta pesquisa foram realizadas 
análises experimentais e numéricas com o intuito 
de avaliar a reabilitação e reforço em vigas de 
concreto armado sujeitas ao cisalhamento 
utilizando reforços com polímeros reforçados com 
fibras de carbono. Ambas as análises utilizaram 
os mesmos modelos de vigas. Este estudo teve 
por objetivo explorar as principais implicações 
estruturais da aplicação dos compósitos de 
fibra de carbono no reforço externo de vigas 
retangulares de concreto armado através da 
comparação dos resultados experimentais 
com modelagens numéricas. O estudo foi 
realizado analisando os resultados obtidos por 

análises experimentais e os computacionais 
através do software Simulia Abaqus. Em uma 
modelagem numérica as considerações do 
modelo, das interações e outros fatores são 
pontos fundamentais na modelagem do concreto 
armado em softwares que utilizam o Método dos 
Elementos Finitos. A princípio observou-se que 
ao adotar a interação concreto/aço como perfeita 
(“Embedded Region”) os resultados foram 
semelhantes, com uma diferença de 11,7% entre 
os carregamentos máximos que a viga suportou 
nas análises experimentais e numéricas.  A perda 
de aderência na interface concreto/aço não foi 
considerada, logo a simulação computacional 
proporcionou resistência um pouco maior que a 
experimental sendo este o provável motivo dos 
maiores resultados serem observados no modelo 
numérico. Com esta ressalva, os resultados 
foram considerados aceitaveis e as análises 
mostraram-se apropriadas para problemas que 
envolvem simulações do concreto armado, 
no qual observou-se várias necessidades 
de avaliações mais complexas nos modelos 
numéricos adotados. 
PALAVRAS-CHAVE: Vigas de Concreto 
armado, Numerical Modeling, Elementos Finitos, 
Cisalhamento, Reforço com PRFC.
 

NUMERICAL ANALYSIS OF RC BEAMS 
STRENGTHENED TO SHEAR WITH CFRP 

LAMINATES 
ABSTRACT: In this research, experimental 
and numerical analyzes were carried out with 
the purpose of evaluating the rehabilitation and 
reinforcement in reinforced concrete beams 
subjected to shear using fiber carbon reinforced 
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polymers as strengtheners. Both analyzes used the same models of beams. This study aims 
to explore the main structural implications of the application of carbon fiber composites in the 
external reinforcement of rectangular reinforced concrete beams by comparing experimental 
results with numerical modeling. The study was carried out by analyzing the results obtained 
by experimental and computational analyzes using Simulia Abaqus software. In numerical 
modeling, model considerations, interactions and other factors are fundamental points in 
the modeling of reinforced concrete in software that uses the finite element method. It was 
observed that when adopting the concrete / steel interaction as perfect (“embedded region”) 
the results were similar, with a difference of 11.7% between the maximum loads that the beam 
supported in the experimental and numerical analyzes. The loss of adhesion at the concrete / 
steel interface was not considered, so the computational simulation provided a slightly higher 
resistance than the experimental one being this the probable reason for the greater results to 
be observed in the numerical model. With this proviso, the results were considered acceptable 
and the analyzes were appropriate for problems involving simulations of reinforced concrete, 
in which several needs for more complex evaluations were observed in the numerical models 
adopted.
KEYWORDS: Reinforced Concrete Beams, Numerical Modeling, Finite Element, Shear 
Strengthening, FRP Laminates.

1 | 	INTRODUÇÃO
Na engenharia, pode-se citar duas formas possíveis de resolver problemas: a teórica 

e a experimental. A análise teórica consiste na concepção de modelos matemáticos que 
simule o sistema real. A análise experimental estrutura-se na obtenção de dados por meio 
de ensaios executados na estrutura, do tratamento e análise dos mesmos com a finalidade 
de calcular as várias propriedades e determinar valores característicos. Segundo Takeya 
(2000), a quantidade referente a aplicação dos dois métodos, se um é mais necessário 
que o outro, está relacionada com a natureza do problema. Os problemas que surgem nos 
limites da nossa ciência necessitam de estudos experimentais para suprir tal escassez de 
conhecimento, uma vez que analises teóricas ainda não estão disponíveis para resolver o 
problema. Assim, ambos os tipos de analise devem estar complementando uma a outra. 
Portanto, tomando como base estudos experimentais, a temática da análise computacional 
do cisalhamento em vigas de concreto armado reforçadas com compósitos de fibra de 
carbono, é o foco deste referido trabalho.

Uma estrutura de concreto armado, durante sua vida útil, deve satisfazer diversos 
requisitos os quais podem não ser totalmente conhecidos na fase de execução do 
projeto. Por isto, durante a sua vida útil, pode requerer reforço estrutural por algumas das 
seguintes razões: incremento de carga, danos de partes estruturais (envelhecimento da 
construção, danos causados por incêndios, corrosão da armadura, impacto de veículos, 
etc.), aumento da capacidade de serviço (limitação das deformações, redução do esforço 
no aço, redução da abertura das fissuras), modificação do sistema estrutural e erros de 
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projeto, cálculo e construção.
Existem diversos métodos de reforço de estruturas. As técnicas de reforço a serem 

adotadas podem ser ativas ou passivas (Monteiro, 1999). O reforço ativo é caracterizado 
por um pré-esforço exterior não aderente. Este integra o elemento estrutural e é adotado 
sempre que for necessário reduzir o nível de tensões e deformações existentes. O reforço 
passivo somente é solicitado quando da ocorrência de novas ações ou deformações 
caracteriza-se pela colagem de perfis ou chapas metálicas, pelo encamisamento do 
elemento e pela colocação de elementos pré-fabricados ou perfis metálicos.

A escolha da metodologia adequada dependerá, dos estudos que antecedem um 
reforço estrutural, devendo ser levado em conta o custo/ benefício. Os avanços das pesquisas 
realizadas nos últimos anos permitiram hoje substituir o aço (material pesado) por materiais 
compósitos leves a base de fibras sintéticas dentre as quais pode-se mencionar as fibras de 
vidro (PRFV), fibras de aramida (PRFA) e as fibras de carbono (PRFC). Diversos manuais, 
normas, códigos e livros abordam o assunto de reforço estrutural. Foram desenvolvidos 
diversos modelos analíticos para os estudos de vigas reforçadas, como por exemplo, os 
métodos citados em Souza & Ripper (1998) o método da norma americana ACI 440.2R 
(2017) com complemento do ACI 318 (2019) e os boletins técnicos da bulletin 14 fib (2001) 
para os reforços com fibra de carbono, detalhados e exemplificados em Perelles (2013).
Entretanto, estes modelos analíticos não representam o comportamento tridimensional da 
peça, contando apenas com expressões para o cálculo da sua capacidade resistente. 

A modelagem computacional pode fornecer diversas informações que os métodos 
analíticos não são capazes. Esta técnica surgiu a partir da metade do século XX e se 
propagou logo em seguida com a popularização dos computadores. Diversos métodos 
matemáticos utilizados na engenharia foram implementados em códigos e processados nos 
computadores, destacando-se o Método das Diferenças Finitas, o Método dos Elementos 
de Contorno e principalmente o Método dos Elementos Finitos (MEF). Este último método 
consiste na divisão do domínio de análise em tantos subdomínios quanto forem necessários 
e na transformação das equações diferenciais que regem o problema em um sistema de 
equações algébrico, que pode ser mais facilmente resolvido através das diversas técnicas 
existentes na matemática.

2 | 	ESPECIFICAÇÕES NORMATIVAS

2.1	 Model Code CEB-FIB 1990 
Em analises não lineares do comportamento de estruturas, as curvas tensão versus 

deformação “realísticas” são geralmente usadas para se estudar o comportamento da 
estrutura. Essas curvas podem ser obtidas com os ajustes de expressões dos resultados 
dos ensaios de compressão uniaxial de corpos-de-prova de concreto. 



Força, Crescimento e Qualidade da Engenharia Civil no Brasil 2 Capítulo 4 40

A Figura 1 apresenta uma forma geral da curva tensão versus deformação de 
acordo com o Model Code CEB FIB 1990. Essas curvas são definidas pela resistência a 
compressão do concreto (geralmente o valor médio), módulo de elasticidade tangente na 
origem e deformação relativa à tensão máxima.

Figura 1 – Diagrama Tensão versus Deformação para compressão uniaxial (CEB-FIB (1990))

Para o concreto não fissurado submetido a tensão de tração, pode ser utilizada a 
relação bi linear dada a seguir:

Figura 2 – Diagrama Tensão versus Deformação e Tensão versus Abertura de fissura para 
uniaxial tração (CEB-FIB (1990))

Para σci ≤ 0,9 ƒctm

σct = Eci ɛct                                                        (Equação 1)
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Para 0,9 ƒctm < σct ≤ ƒctm

                         (Equação 2)
Onde:	
σct - tensão de tração no concreto;
ɛct - deformação do concreto a tração;
ƒctm - resistência média do concreto a tração;
Eci - módulo de elasticidade.
Em que fctm e Eci é dado pelas expressões a seguir:

                                                                     (Equação 3)

                                                           (Equação 4)

Onde:
ƒck - resistência característica a compressão do concreto;
ƒcm - resistência média a compressão;
Para a seção fissurada, uma relação bilinear é considerada de acordo com as 

expressões a seguir:
Para 0,15 fctm ≤ σct ≤ fctm

                                                          (Equação 5)
Para 0 ≤ σct < 0,15 fctm

                                                 (Equação 6)

                                                  (Equação 7)

                                                          (Equação 8)
Onde:
w - abertura de fissura (mm);
w1 - abertura de fissura (mm) para σct  = 0,15 ƒctm;
wc - abertura de fissura (mm) para σct = 0
Gƒ - energia de fratura (Nmm/mm²) dado na equação 9;
αƒ - coeficiente dado pela tabela 1, de acordo com o dmax do agregado.
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dmax (mm) 8 16 32
αf 8 7 5

Tabela 1 – Coeficiente αƒ.

Segundo a norma CEB FIB 1990, a energia de fratura do concreto Gƒ é a energia 
necessária para propagar uma fenda de tração de uma unidade de área. Na ausência de 
dados experimentais, Gƒ pode ser estimado pela equação 9.

                                         (Equação 9)

Onde fcm é a resistência média a compressão do concreto em MPa e Gf0 é o valor básico 
da energia de fratura dado na Tabela 2 em função do diâmetro máximo do agregado dmax.

dmax (mm) Gf0 (Nmm/mm²)
8 0,025

16 0,030
32 0,058

Tabela 2 – Valores básicos da energia de fratura.

2.2	 Modelo do dano plástico para o concreto (CDP)
O modelo baseia-se na Teoria da Plasticidade e na Mecânica do Dano Contínuo, no 

qual os conceitos de danos são incorporados em um modelo plástico (Sarturi, 2014), logo, 
conceitos de tensões efetivas da Mecânica do Dano serão utilizados para representar a 
perda de rigidez. No modelo CDP, o concreto e outros materiais são vistos como materiais 
coesivos com atrito, sendo que o dano ou perda de rigidez pode ser relacionada com a 
perda de coesão (Sarturi, 2014). Para as Figuras 3(a) e 3(b), tem-se o comportamento do 
concreto a tensão uniaxial de tração e de compressão, respectivamente, ambos disponíveis 
no manual do ABAQUS volume 3 e no trabalho de Jankowiak e Lodygowski (2013).

Figura 3 – Resposta do concreto para tensão uniaxial de tração (a) e compressão (b) (ABAQUS 
Analisys User’s Manual)
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A resposta do concreto no diagrama tensão-deformação de tração segue uma 
relação elástico linear até ser alcançado o valor de tensão de falha σt0, no qual a partir 
deste ponto, inicia-se o surgimento de microfissuras no concreto. Em valores superiores 
a esta tensão, o gráfico apresenta um amolecimento na curva induzindo a deformação 
localizada na estrutura de concreto, diminuindo a tensão e aumentando a deformação. Na 
Figura 3(b) o concreto está sob compressão uniaxial e a resposta é linear até que o valor 
de tensão de escoamento (σc0). A partir desta tensão, inicia-se o regime plástico, ocorre 
assim um aumento na tensão até ser atingida a tensão última (σcu), por consequência, há 
um amolecimento, diminuindo a tensão e aumentando a deformação. 

Nos diagramas, pode-se notar que há uma mudança de valor no modulo de 
elasticidade no regime plástico, este valor é denominado de modulo de elasticidade 
danificado (ou efetivo), no qual é relacionado com o modulo de elasticidade inicial E0. A 
equação 10 apresenta a relação entre os módulos de elasticidade.

E* = (1 - d) E0                                    (Equação 10)
Onde:	
E* - valor do modulo de elasticidade danificado; 
d - valor do dano na compressão (dc) ou na tração (dt) e pode ser encontrado pelas 

equações a seguir.

(Equação 11)

(Equação 12)

Onde: 
σt

* e σc
*- valores de tensão efetiva de tração e compressão respectivamente;

σt e σc - valores de tensão nominal de tração e compressão respectivamente. 

O valor do dano ocorre no intervalo de 0 a 1, ou seja, d=0 corresponde a um material 
totalmente integro e d=1 relaciona-se ao dano completo ou ao início do fraturamento. As 
deformações no concreto, podem-se relacionar conforme a equação 13. 

(Equação 13)

Onde:	
ɛ - deformação total;
ɛe - deformação elástica;
ɛpl - deformação plástica.
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Realizando as operações necessárias, chegou-se a equação para a deformação 
plástica na tração e na compressão.

(Equação 14)

(Equação 15)

Com isso, pode-se obter os valores do dano no concreto e consequentemente as 
deformações plásticas de acordo com cada tensão no regime plástico.

Para representar os demais valores referentes aos efeitos do estado multiaxial de 
tensões, quatro parâmetros são fundamentais para o modelo CDP, eles serão representados 
a seguir segundo Sarturi (2014).

•	 O valor de  é a razão entre as tensões de escoamento no ensaio equibiaxial 
(Ensaio com cargas aplicadas igualmente em dois eixos) e no ensaio uniaxial, 
o valor gira em torno de 1,16.

•	 Kc é a razão entre a distância do eixo hidrostático ao meridiano de tração e de 
compressão no plano desviador. Seus valores variam entre 0,5 ≤ Kc ≤ 1 sendo 
que Kc=2/3 é o mais utilizado.

•	 β representa o ângulo de dilatação medido no plano meridional p-q em pres-
sões confinantes elevadas. Valores comumente usados para o concreto variam 
entre 35º ≤ ψ ≤ 40.

•	 m, correspondendo à excentricidade, sendo um valor pequeno que expressa 
a taxa de aproximação da hipérbole da sua assíntota no plano p-q. Seu valor 
varia entre 0 ≤ m ≤ 1.

3 | 	COMPARAÇÃO TEÓRICO-EXPERIMENTAL
Para avaliação dos modelos, foi baseada no estudo realizado por Menon (2008) 

no qual foram modeladas vigas em concreto armado e posteriormente reforçadas com 
compósitos de fibra de carbono dispostas em “U”. As vigas foram igualmente dimensionadas 
com distância entre vãos de 222 cm e seção transversal de 12x25cm. O fck do concreto 
obtido aos 28 dias foi 31,20 MPa. As armaduras longitudinais de tração e compressão foram 
compostas por duas barras de aço CA-50 com 16 mm de diâmetro. A armadura transversal 
foi subdimensionada, composta por estribos de aço CA- 60 de 4,2 mm de diâmetro com 
espaçamento de 18cm (Figura 4). 
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Figura 4 – Detalhamento da viga (MENON (2008))

Para o procedimento experimental realizado por Menon (2008), as vigas foram 
dispostas sobre apoios de segundo e primeiro gênero e posteriormente aplicada uma carga 
P por meio de um macaco hidráulico, como pode ser observado na Figura 5. As lâminas 
de PRFC foram nomeadas de 1A, 2A, 3A e 4A e dispostas externamente conforme as 
configurações a) e b) mostradas na Figura 5.

Figura 5 – Posicionamento das fibras nas vigas conforme configurações a) e b)  (MENON 
(2008))

3.1	 Viga sem reforço
A Figura 6 mostra o resultado numérico obtido juntamente com a curva experimental. 

A curva carga versus deslocamento da viga modelada atingiu um valor máximo de carga 
de 86kN enquanto a experimental um valor de 77kN, um erro de aproximadamente 11,7%. 
Porem a viga numérica apresenta um menor deslocamento de aproximadamente 0,75cm, 
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enquanto a experimental 0,87cm. Os resultados do modelo foram considerados aceitáveis, 
visto que foram adotados valores numéricos aproximados devido à falta de resultados 
experimentais que pudessem melhorar os resultados numéricos. 

Figura 6 – Curva carga versus deslocamento para a viga experimental e numérica 

A Figura 7 apresenta um comparativo entre as tensões no plano de cisalhamento 
(S23) e a região de rompimento da viga experimental (vão de cisalhamento). A análise 
desta figura mostra uma semelhança grande entre os modelos numérico e experimental, no 
qual a maior tensão de cisalhamento observada no modelo foi entre a aplicação de carga 
e o apoio de segundo gênero. 

Figura 7 –Ruptura da viga referência e tensões de cisalhamento no modelo 

3.2	 Viga reforçada externamente conforme configuração a)
Nota-se que, de acordo com a Figura 8, em comparação a viga de referência 

numérica (VRN), a reforçada (VREE) suportou um valor máximo de carga de 96kN, um 
valor aproximadamente 10,4% maior e um deslocamento de 1,27cm, aproximadamente 



Força, Crescimento e Qualidade da Engenharia Civil no Brasil 2 Capítulo 4 47

69,3% a mais que a sem reforço. 

Figura 8 – Curva carga versus deslocamento para as vigas VRN e a VREE 

A Figura 9 apresenta as tensões no plano de cisalhamento (S23) mostrando que os 
laminados de PRFC absorveram boa parte das tensões de cisalhamento.

Figura 9 – Tensões de cisalhamento para a viga reforçada (AUTOR (2016))

A Figura 10 representa que ambas as fibras localizadas no vão de cisalhamento não 
contribuem para a capacidade resistente de carga no início do carregamento. O reforço 
começa a contribuir para a resistência por volta de 23kN, para a fibra 2A, enquanto para 
a fibra 3A o reforço começa a atuar com aproximadamente 42kN. A fibra 4A foi solicitada 
a partir dos 66kN e a 1A pouco foi solicitada. Posteriormente, as deformações das fibras 
continuam a aumentar, até quando atingiu a ruptura frágil. Neste caso, a fibra não apresenta 
a ruptura, pois a análise foi encerrada antes que esta pudesse ser observada.
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Figura 10 – Curva carga versus deformação para fibras 1A, 2A, 3A e 4A 

3.3	 Viga reforçada externamente conforme configuração b)
Após as análises com a viga reforçada conforme a configuração a) (viga VREE), 

reforçou-se a mesma com as fibras de carbono na posição b). A Figura 11 apresenta a 
curva carga versus deslocamento da viga com reforço (viga VRSE). Em comparação a viga 
VREE, a viga VRSE suportou um valor máximo de carga de 94,3kN, 1,77% menor que a 
viga com a configuração a) e um deslocamento de 0,91cm, 28,3% menor que a viga VREE.

 

Figura 11 – Curva carga versus deslocamento para as vigas VRN e VRSE 

A Figura 12 apresenta as tensões no plano de cisalhamento (S23) apresentando 
resultados semelhantes ao da viga reforçada conforme a segunda configuração, mostrando 
que os laminados de PRFC absorveram boa parte das tensões de cisalhamento.
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Figura 12 – Tensões de cisalhamento para a viga reforçada (configuração b)) 

A Figura 13 apresenta que a fibra 4A, mais próxima ao apoio de segundo gênero, 
foi pouco solicitada, visto que as maiores tensões e fissuras ocorrem mais próximo da 
aplicação de carga. Com relação as fibras 3A e 2A, apresentam maiores deformações a 
partir de cargas entre 40kN e 50kN representando que o reforço foi requisitado a partir 
deste intervalo de valores. A fibra 1A apresenta solicitação quase no início da análise, isso 
ocorre devido à grande tensão gerada próximo a carga, diferentemente da análise da fibra 
colada fora do vão de cisalhamento. 
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Figura 13 – Curva carga versus deformação para fibras 1A, 2A, 3A e 4A - configuração b)

4 | 	CONCLUSÕES
O problema apresentou ser abrangente, abordando assuntos como: Mecânica do 

Dano, Modelos Constitutivos, Teoria da Plasticidade e diversas modelagens. 
 A norma europeia CEB FIB de 1990 apresenta a curva de compressão como 

“realística” e na tração, um complemento com fissuras, no qual foi adotada no referente 
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trabalho para os cálculos de dano e deformações plásticas do concreto. Logo, essas 
curvas “realísticas” foram de profunda importância para a realização das simulações 
que se sucederam, comparando-se as curvas obtidas numericamente com as curvas 
teóricas, obtendo-se resultados muito próximos, representando bem o concreto na tração 
e compressão.

Em uma modelagem numérica as considerações do modelo, das interações e 
outros fatores são pontos fundamentais na modelagem do concreto armado em softwares 
de elementos finitos. Observou-se que ao adotar a interação tipo “Embedded Region” 
considerada como aderência perfeita entre o concreto e o aço, os resultados foram 
semelhantes, com uma diferença de 11,7% entre os carregamentos máximos que a viga 
suportou em experimental e numérico em uma análise 100% no software. Modelou-se 
o aço como perfeita adesão no concreto sendo que a perda de aderência na interface 
concreto/aço não foi considerada, logo esta simulação proporcionou uma resistência um 
pouco maior que a real. 

Comparando-se os resultados numéricos para os sistemas de reforço externo 
de laminados de PRFC colados, nota-se que assim como os resultados experimentais 
observado por Menon (2008), as lâminas de fibra de carbono coladas entre os estribos 
apresentaram um desempenho de 1,77% maior. Pela análise experimental os sistemas 
que utilizaram as lâminas coladas na superfície do concreto na configuração a), as vigas 
romperam-se por cisalhamento enquanto que as coladas na configuração b), algumas 
romperam-se por flexão e outras por cisalhamento. As lâminas restringiam a deformação e 
a fissuração entre as faixas para a configuração a). No outro caso, as lâminas eram coladas 
na superfície e verificou-se que não seguravam a fissuração provocando o descolamento 
do PRFC permitindo a formação de fissura diagonal de cisalhamento.

Além disso, as fibras colocadas a grandes distâncias da aplicação de carga ou fora 
do vão de cisalhamento apresentaram pouca solicitação (Figura 10 e Figura 13), sendo as 
fibras 2A e 3A suportaram valores de tensões de cisalhamento e deformações semelhantes 
e as fibras mais solicitadas foram as que se aproximaram da região de aplicação de carga. 
Assim, notou-se que ao se aproximar da aplicação de carga as fibras de carbono tendem 
a se deformar mais. 

Por fim as análises numéricas mostraram-se apropriadas para problemas que 
envolvem simulações do concreto armado, no qual observou-se várias necessidades de 
avaliações mais complexas dos modelos numéricos adotados, apesar disso, os resultados 
verificados estão de acordo com a literatura e os resultados experimentais. 
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