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APRESENTACAO

O contexto social, histérico e cultural contemporaneo, fortemente marcado
pela presenca das Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicagcdo — TDIC,
entendidas como aquelas que tém o computador e a internet como instrumentos
principais, gera demandas sobre a escola e sobre o trabalho docente. Nao se trata
de afirmar que a presenca das tecnologias na sociedade, por si s6, justifica sua
integracdo a educacdo, mas de considerar que os nascidos na era digital tém um
perfil diferenciado e aprendem a partir do contexto em que vivem, inclusive fora da
escola, no qual estédo presentes as tecnologias.

E nesta sociedade altamente complexa em termos técnico-cientificos, que
a presenca da Matematica, alicercada em bases e contextos histéricos, é uma
chave que abre portas de uma compreenséao peculiar e inerente a pessoa humana
como ser Unico em sua individualidade e complexidade, e também sobre os mais
diversos aspectos e emaranhados enigmaticos de convivéncia em sociedade.
Convém salientar que a Matemética fornece as bases do raciocinio e as ferramentas
para se trabalhar em outras ciéncias. Faz-se necessario, portanto, compreender
a importancia de se refletir sobre as estratégias pedagogicas utilizadas no ensino
desta ciéncia.

Ensinar Matematica ndo se limita em aplicacdo de férmulas e regras,
memorizagao, aulas expositivas, livros didaticos e exercicios no quadro ou atividades
de fixacdo, mas necessita buscar superar o senso comum através do conhecimento
cientifico e tecnologico. Importante, nos processos de ensino e aprendizagem
matematica priorizar e néo perder de vista o prazer da descoberta, algo peculiar e
importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matemaético.

A pratica pedagogica intrinseca ao trabalho do professor é complexa, e
buscar o “novo” exige o enfrentamento de situagdes inusitadas. Como a formacao
inicial representa a instancia formadora dos esquemas basicos, a partir dos quais
sdo desenvolvidas outras formas de atuacdo docente, urge analisa-la a fundo
para identificar as problematicas que implicam diretamente no movimento de
profissionalizagéo do professor que ensina matematica.

E neste sentido, que o livro “Investigagdo, Construcdo e Difusdo do
Conhecimento em Matematica”, em seu volume 2, relne trabalhos de pesquisa
e experiéncias em diversos espagos, como a escola por exemplo, com o intuito de
promover um amplo debate acerca das variadas areas que o compde.

Por fim, ao levar em consideragdo todos esses elementos, a importancia
desta obra, que aborda de forma interdisciplinar pesquisas, relatos de casos e/



ou revisoOes, refletem-se nas evidéncias que emergem de suas paginas através de
diversos temas que suscitam ndo apenas bases teoricas, mas a vivéncia pratica
dessas pesquisas.

Nessa direcao, portanto, desejamos a todas e a todos uma boa leitura!

Prof. Dr. Américo Junior Nunes da Silva
Prof. Me. André Ricardo Lucas Vieira

Profa. Dra. Mirian Ferreira de Brito
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O presente artigo toma como base a dissertacdo
apresentada por este autor ao Departamento de
Ciéncias Exatas e Naturais no Programa de Mestrado
em Matematica da Universidade Federal Rural do
Semiarido — UFERSA.

RESUMO: O presente trabalho tem como
principal objetivo estudar alguns métodos diretos
e iterativos para obter uma solu¢do exata ou
aproximada do sistema linear Ax=b, assim como
investigar o desempenho destes métodos e o
uso adequado de cada um deles. A investigacao
deste trabalho traz a luz métodos de solugéo
de sistemas lineares ndo convencionais para
o Ensino Baésico. Acredito que este material
ird contribuir com o estudo complementar dos
professores e publico em geral que tenham
interesse pelo tema em estudo.
PALAVRAS-CHAVE: Sistemas Lineares,
Métodos Diretos, Métodos lterativos, Algebra
Linear.
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DIRECT AND ITERATIVE METHODS FOR
SOLUTION OF THE LINEAR EQUATION
SYSTEM AX = B: AN INTRODUCTORY
STUDY

ABSTRACT: This work aims to study some direct
and iterative methods for to obtain an exact
or approximate solution of the linear system
Ax=b, and investigate the performance of these
methods and the proper use of each of these. The
investigation of this work brings to light methods
of solution of non-conventional linear systems
for basic education. | believe that this will work
to contribute to the further study of teachers and
the general public with an interest in the subject
under study.

KEYWORDS: Linear Systems, Direct methods,
Iterative methods, Linear Algebra.

11 INTRODUGAO

De modo geral, no Ensino Basico, os
procedimentos para resolucdo de sistemas de
equacoes lineares sdo apresentados da seguinte
maneira: métodos da adigcdo, da substituicao
e regra de Cramer. Deste modo, podemos
incorrer no erro de pensar que s existem esses
métodos, ou ainda que estes métodos sejam os
melhores, mais praticos e precisos.

No presente trabalho, pretendemos
expandir esses conhecimentos apresentando
para isso alguns métodos diretos e iterativos
para resolucéo destes sistemas.

Os célculos para determinar as solugdes

de sistemas lineares de pequeno porte (nUmero
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pequeno de equagbes e variaveis) sdo simples, manualmente encontramos
os resultados desejados sem muitas dificuldades. Em contrapartida, a solucéo
de sistemas de grande porte envolve um numero muito elevado de operagdes.
Tornando-se inviavel a solugdo manual. Outro ponto que devemos levar em
consideracédo € que, em sistemas de grande porte, existe uma tendéncia maior a
erros de arredondamento e truncamento.

Podemos nos perguntar entdo qual a importancia em estudarmos métodos
para solucionar Ax=b. Essa necessidade se concentra no fato de que diversos
fendbmenos podem ser modelados por Ax=b.

Segundo Lamin,

Provavelmente um dos problemas mais importantes em matematica
€ resolver um sistema de equacdes lineares. Mais de 75% de todos
os problemas matematicos encontrados em aplicagdes cientificas
e industriais envolvem a resolucdo de um sistema linear em alguma
etapa. (LAMIN, 2000, p. 29)

Ademais, as aplicacdes de sistemas lineares sdo inumeras, abrangendo
inclusive diversas areas do conhecimento, como Economia, Engenharia, Estatistica,
Fisica, Ciéncias Sociais, Biologia, entre outras.

Esperamos que as ideias aqui apresentadas possam contribuir com ensino-
aprendizagem de Matematica, em particular de Sistemas Lineares.

O objetivo geral deste trabalho é estudar alguns métodos diretos e numéricos
para obter a solucédo do sistema linear Ax=b. Especificamente, nos propomos a:
1) estudar quatro métodos diretos na solucdo de Ax=b; 2) estudar dois métodos
iterativos na solug@o de Ax=b; 3) resolver sistemas lineares do tipo Ax=b.

21 METODOS DIRETOS PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

2.1 Introducao

As solugdes do sistema Ax=b de ordem n, dividem-se em dois grupos: 0s
métodos diretos e os métodos iterativos.

Na presente secdo, vamos estudar métodos diretos, que sédo aqueles que
nos fornecem uma solugé@o exata ap6s um numero finito de operacgdes aritméticas. A
desvantagem desses métodos sdo os possiveis erros de arredondamento, que em
sistemas de grande porte tornam a solugéo sem significado.

Em geral, nos ensinos Fundamental e Médio séo estudados os métodos de
adicao, substituicao e regra de Cramer. Os dois primeiros séo eficientes em sistemas
de pequeno porte (duas equagdes e duas variaveis).

A regra de Cramer, que recebe grande destaque, ja se mostra um pouco
impraticavel em sistemas de ordem superior a 3. Neste método faz-se necessario
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para resolugdo de um sistema de ordem n, o calculo de n+1 determinantes de
mesma ordem e um numero elevado de multiplicacbes e adicoes.

Vale lembrar que em sistemas de equagdes lineares de ordem n, com Unica
solugéo, a solucdo de Ax=b é dada por x = A'b, onde A" é a matriz inversa de
A. Todavia os calculos de A" e A'b envolvem um nimero grande de operagoes,

tornando esse processo inviavel e pouco competitivo em relagéo a outros métodos.

2.2 Método de eliminacao de Gauss

O processo de eliminagdo gaussiana consiste na transformacgéo do sistema
linear dado em um sistema triangular equivalente, ap6s uma série de operagdes
elementares.

Teorema: Seja Ax=bum sistema linear. Sobre as linhas do sistema aplicamos
uma série de operacdes que podem ser escolhidas entre:

I.  trocar duas equacgdes;

II.  multiplicar uma equagé&o por uma constante ndo nula;
Ill. adicionar um mdltiplo de uma equagédo a uma outra equagao.

Ao final, obtemos um novo sistema A'x=b', equivalente ao sistema Ax=b.

O método de eliminagéo gaussiana utiliza o teorema acima para triangularizar
a matriz A supondo det (A) # 0.

Exemplo 1: Considere o sistema

X1 + 5x2 + ZX3 = 12.

{ 21+ X, +x3 =3
3x; +x, +x3 =4

Equivalente a matriz

2 1 1 3 212-11 2 1 1 3
[1 5 2 12] L33/ [0 9 3 21
31 1 4 0 -1/2 -1/2 -1/2
2%+ x,+x3 =3
21 1 3 1H X+
L3+1/18L2, [ 9 3 21] ~ 9x2+3x3 =21
0 0 -1/3 2/3 —ix3 =1

E imediato que x,=- 2, x,=3 e x,= 1
Exemplo 2: Considere o sistema

4x1 —6x2—X3 =-7

[2x1—3x2+x3=—5
X+ 2%, +x3 =4

Equivalente a matriz
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_ 2x; —3x, + X3 = =5
2 -3 1 -5 L2-2L1 2 =3 1 -5 1 2 3
[4 -6 -1 —7]%10 0 -3 3 ]~{ —3x3=3

1 2 1 4 0 7/2 1/2 13/2 §x2+lx3=£

2 2

De onde vem que x,=-1, x,=2 e x,=1

2.3 Método de Eliminacdo Gauss-Jordan

A eliminagéo gaussiana ir4 produzir uma matriz na forma escalonada e o
método de eliminagcdo Gauss-Jordan produzirda uma matriz em forma escalonada
reduzida por linhas.

Exemplo 3: Considere o sistema

—x; —2x, +3x; =1

{ X +x, +2x3=8
3x; — 7%, +4x5;, =10

A matriz aumentada para o sistema é

1 1 2 8 L2+l 1 1 2 8
-1 -2 3 1 [O -1 5 9 ]
3 =7 4 10 0 -10 -2 -14

L3-10L1 1 1 2 8
— 0 -1 5 9
0 0 -52 —104

Multiplicando a segunda linha por -1 para introduzirmos um lider na linha 2
coluna 2, obtemos

01 -5 -9
0 0 —-52 -104

11 2 8]

Agora multiplicando a terceira linha por -1/52 para introduzirmos um lider na
linha 3 coluna 3, obtemos

11 2 8
0 1 =5 -9|
00 1 2

A matriz estd na forma escalonada. Para obtermos a forma escalonada
reduzida por linhas precisamos de mais um passo. Iniciando pela Gltima linha nao
nula e operando para cima, somaremos multiplos convenientes de cada linha as

linhas superiores com intuito de introduzir zeros acima dos lideres.

— |0 1 0 1f— |0 1 0 1

L2+5L3 [1 12 8} L1-12 [1 0 2 7]
0 0 1 2 0 0 1 2

Esta UGltima matriz estda na forma escalonada reduzida por linhas.

Imediatamente, temos x,=2, x,= 1 e x,=3.
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A eliminagdo Gauss-Jordan envolve escrever menos e, em sistemas
pequenos, pode-se argumentar ser mais eficiente que a eliminacdo gaussiana.
Porém, para sistemas grandes o método Gauss-Jordan precisa de cerca de 50%
mais operacgbes que a eliminagdo gaussiana. Na proxima secdo, estudaremos um
outro método: a decomposicéao LU.

2.4 Método da Decomposicao ou Fatoracao LU

Esse método de resolugéo de sistemas consiste em decompor a matriz Aem
um produto da matriz triangular inferior com diagonal unitéria L pela matriz triangular
superior U.

Teorema: Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e A, a matriz formada
das primeiras k linhas e k colunas de A. Supondo def(A,) # 0, onde k=1,2,...,n-1.
Entédo existe Unica matriz triangular inferior L = lt,],, com | =1,1< i < n e uma Unica

matriz triangular superior U= u, tais que LU = A. Ademais, det(A) = u u .. u, .
A demonstracédo deste teorema pode ser feita por inducao sobre n. Para
saber mais ver (RUGGIERO; LOPES, 1998).
Vamos usar a decomposicao LU para resolver Ax = b. Desta forma, sejam o

sistema linear Ax = b e a decomposi¢céo LU da matriz A. Temos que

Ax = b < (LU)x = b.

Seja y = Ux. A solugéo do sistema pode ser obtida através da resolucao dos
seguintes sistemas:

i)Ly=b

i) Ux=y

Vale lembrar ainda que y é o vetor constante do lado direito obtido ao final do
processo da eliminacdo de Gauss.

Sejam A, L e U matrizes n x n. Fazendo LU = A, temos que

. ! 0Ot et Ay Qi - Qg

by 10 ol 0w upy - Uz .

Az1 Qzp - Qgp

LU=l I3z 1 ~0ff 0 0 ugp - Usmjonded=| 20
A | T T o

iy Lz Lz - 1110 0 0 - U An1  Qn2 nn

Existem varias formas de decompor a matriz A na forma LU. Uma dessas
formas é dada pelo método de eliminagdo de Gauss, pois ao final deste método
obtemos a matriz U. A matriz L é obtida de forma implicita, e os elementos m, da
matriz L s&o os nimeros usados na eliminagéo por linhas (I, - m, lj) - L.

Para obtermos os elementos das matrizes L e U, podemos utilizar as
seguintes férmulas gerais:
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i-
U = a; —z li ugj i<
=1

j-1

lij = (aij —Z lik ukj)/u]-}-,bj
k=1

1

Por convencéo, Y-, =0sek < 1.

Para resolucéo do sistema proposto, vamos seguir o seguinte roteiro:

a) Verificar se A satisfaz as condigbes da decomposigéo LU, isto €, det(A,) =
0; b) decompor A em LU; c) resolver o sistema Ax = b, onde b = (b,,b,,...,b )"

Exemplo 4: Resolva o sistema linear a seguir usando a decomposicéo LU.

—x; —2x,+3x3 =1

{ X, +x, +2x;=8
3x; — 7x; +4x3 = 10

1 1 2
E facil verificar que det(A)=0onde A=|-1 -2 3 [. Agoravamos decompor
3 -7 4

a matriz A na forma LU. Aplicando o método de reducéo por linhas na matriz A temos

1 1 271 1 2
-1 -2 3| — [0 -1 5]|,ondemy; =-1
3 -7 4 3 -7 4

L3-3L1 1 1 2
—— |0 -1 5 |,ondems; =3
0 -10 -2

L3-10L2 1 1 2
0 -1 5 |,ondems; =10
0 0 =52

1 1 2 1 0 0
Logo a matriz U=|0 -1 5 e a matriz L=[mz1 1 0], isto é,
1 0 0 0 0 -52 Mz Mz 1

L:[—l 1 0

3 10 1

Pode ser verificado A = LU.

O seguinte passo € resolver o sistema Ax = b isto é feito em dois passos.
Primeiro passo: considere Ly = b, entdo
y =8

1 0 0\/N 8
(—1 1 O) (J’z) = ( 1 ),de onde vem:
3 10 1/ \)s 10
1ty =1=2y,=9

3y; + 10y, + y3 =10 = y; = —104.
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Segundo passo: como Ux = y, temos que

1 1 2 X1 8
(O -1 5 )(Xz) = ( 9 ),de onde segue:
0 0 -—52/\x3 —-104

—52x; = —104 = x5 = 2.
—Xx; +5x3,=9=x, = 1.
X +x,+2x; =8=x =3.
3
Assim, a solugéo do sistema é x = (1)
2
Na secado seguinte, trataremos do método de Cholesky. Através desse
método podemos simplificar os célculos da decomposi¢éo LU, para os casos em
que a matriz relacionada ao sistema linear seja simétrica.

2.5 Método de Cholesky

A decomposicao de Cholesky requer aproximadamente a metade do numero
de operagdes efetuadas na fase da eliminagéo da decomposicao LU.

Definicao: Uma matriz real simétrica A de ordem n é positiva definida quando
para A,, matriz formada pelas primeiras k linhas e k colunas de A valer: det(A ) > 0,
k=1,2,....n.

Teorema: Se A € simétrica, positiva definida, entdo A pode ser decomposta de
forma Unica no produto GG, onde G é uma matriz triangular inferior com elementos
da diagonal estritamente positivos.

Se A, G e G'matrizes n x n. Entao

911 0 0 - 0 911 921 G311 -+ Ima

a;; Ay - @
921 g2z 0 = 0| 0 Gz g3z - Iz ai aZ ai:
GGt =|931 g3 g3z ~ O 0 0 g5 - Unz|onded=| ; s
N R R | T R e 4
In1 Inz Gnz  Gnn 0 0 0 = Onn ™ 2 s

Para obtermos os elementos da matriz G, podemos utilizar as seguintes
formulas gerais:

a) Para elementos diagonais de G:
J11 =+ 11
i-1 1/2
gi = (a; _Zgikz) =231
k=1

b) Para elementos ndo diagonais de G:
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i

gn=—2i=23,.,n

911
j-1

gij = (aij —Z ik .gjk)/ gjj:f =23,..,n
k=1

Vale observar que na decomposigdo LU tinhamos det(A) =u,, u,, ... U, , ja no
método Cholesky temos que: det(A) = det(G)=(g,, g,, --- 9,,)% onde A=GG'".
A resolucgéo do sistema linear Ax = b segue o seguinte esquema:

iYGy=b
Ax=b & Hx=b= {
x=be (GGHXx =D i) Gx = y
Para resolucéo do sistema proposto, vamos seguir 0 seguinte roteiro:
a) Verificar se A satisfaz as condigées do método de Cholesky, isto &, det(A,)
> 0; b) decompor A em GG, c) resolver o sistema Ax = b, onde (b, b, ... b))’

Exemplo 5: Resolva o sistema linear a seguir usando o método de Cholesky:

X +x,+x3=5 1 1 1 X1 5
x1+3x; —x3=—-1 ~ (1 3 —1) (xz =|-1
X1 — Xy + 7X3 =19 1 -1 7 X3 19

a) Temos que: det(4;) =1 >0, det(4,) =2 > 0, det(A3) = det(A) =8> 0.
b) Usando as férmulas, obtemos:

g1 =Va = gu=V1= gy =1,

— 2 — —
921= == g =-=1,
g11

S TN

— 31 — 1_
9= =g =-=1
911

922 = (@2 — 91?2 9o =(3-1)"* = gy, = V2,

a32-931921 -1-11
= 32 Z31721 = = —/2
932 G 932 Iz ,

2
933 = (33— g31% — 922)* = 933 = (7 — 12_(_\/7) )= gy = 2.

Entao,
1 1 1 1 0 0\,1 1 1
(1 3 —1):1 ﬁo(oﬁ—ﬁ)
1 -1 7 1 —2 2/ 0 2

1 0 0
1 V2 o0
1 2

JG)-C

y1=5
Vi +V2y, = -1y, =-3V2
yi—V2y, +2y; =19 y; = 4.

Para G'x = y, temos
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2x; =4 = x3 =2.
V2x, — V2% = -3V2Z = x, = —1.
X + X, +x3=5=x, =4

4
Assim, a solugdo de Ax =b éx = (—1).
2

31 METODOS ITERATIVOS

3.1 Introducéao

Em paralelo aos métodos diretos para resolugdo de sistemas lineares,
existem os métodos iterativos. A grande vantagem desses métodos € a autocorrecéo,
diminuindo assim erros de arredondamento nas solu¢des oriundas de métodos
diretos.

Seja o sistema linear Ax = b. Este sistema sera transformado em um outro
sistema do tipo x = Bx + g, onde B é a matriz n x ne g vetor nx 1. A solugdo desse
novo sistema é também solugdo de Ax = b, por se tratarem de sistemas equivalentes.
Vale notar que se ¢(x) = Bx + g, entdo o sistema x = Bx + g é reescrito na forma x =
¢(x). Onde ¢ é chamada funcao de iteragéo.

O processo de iteragdo segue 0 seguinte esquema:

I.  Comegamos com uma aproximacgao inicial X para solugao;

II. Em seguida, construimos aproximagoes sucessivas:

20 = Bx© 4 g = o(x@),
x@ = Bx® 4 g = p(x®),

x®+0 = Bx® 4 g = o(x®),k =0,1, ..

De modo que lim x% = a, onde « é solucdo do sistema Ax = b.

Contudo é importante sabermos se a sequéncia que estamos construindo
esta convergindo ou nado para a solugdo almejada. Surge, portanto, a necessidade
de se trabalhar com critérios de convergéncia.

Repetimos o processo iterativo até o vetor x esta suficientemente proximo
do vetor x&7,

Ademais, dados uma precisdo £ e uma distancia d ¥, com d ® =
max .x'-(k) _ x_(k—l)

1<isn i i
teste de erro relativo pode ser realizado pelo seguinte calculo:

, 0 vetor x* & escolhido como solugéo aproximada se d W< €. O

®) _ ak)
dT T max |X_(E)| -
i

1<isn
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3.2 Método lterativo de Gauss-Jacobi

Aideia central desse método é transformar o sistema linear Ax = b no sistema

equivalente x = Bx + g. Para isso, tendo como base o sistema original
a11x1 + alzxz + - +a1nxn = bl

ar1X1 + Ay Xy + .- +a2nxn = bz

An1 Xy + AppXy + - +appXy = by

Assumindo a, # 0, operamos da seguinte forma:

1
Xy = —(by — QX — = QypXy)
aia
1
Xz = a_(bz — Qa1 X; — = QppXp)
22
Xn = 2 (b —Qu1Xqy — = — an,n—lxn—l)
nn

Assim, x = Bx + g, onde

a —Q1z/ @11 v =@/ Ay by/ai,
B= —a21:/ Az 0 —aZn/ 022 e g = bz/azz )
_anl/ Ann —Qpa/ Qpn 0 b /ann

Dado uma aproximagao inicial X, calculamos x",..., x¥ recursivamente, pela
relagdo x**" = Bx + g:

(k+1) _ 1 (k) (k) _ (k)
X, = (b —QypX,  — Q13X — QynXn )
(k+1) _ 1 (k) (k) (k)
X, = (b2 — Qp1X;  — Qp3Xy  — = GynXy )
x7(1k+1) (b _ anlx(k) _ anzxgk) e an,n—lxr(lk—)1)

Aann

Exemplo 1: Resolver o sistema linear

{4)(1 — Xy = 5
X1 +2x2 =-1

3/4
pelo método de Gauss-Jacobi com x(© = (_3,//2> ee=0,05.

O processo iterativo é

xl(k“) = l(5 + xék)) = —xék) +—

(R’+1) ( 1— k))_ 1 (k) 1

De maneira que x*V = BxW+g, onde

5=(a 0)eo=(50)

Para k=0, temos
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) _1 (0 5_1(3),5_7_
M =2 +4—4(2)+4—8—0,875

x) =2 2= 2(3) - 2= -I=—0875

2 2 \4 2
7/8
L)
o _(—7/8)
Calculando d™:
e 20| = -2 = 2
8 4 8
(1) @O |_7,3[_5
b x| = |5 +3] =3

dV=2=0714> e

Prosseguindo as iteracdes, temos:

para k=1:

@ 1, 5_1(Z7), 5_38_
o= N +4_4( )+4—32—1,031

@ _ 1. () 1_ 1(7\ _1_ 15 _
X ==ox _E__E(_)_______O'937

o ® = ( 33/32 )

—15/16

Calculando d®:

2 1 33 7 5
i 1= -3 = 5
32 8 32
2 1 15 7 1
s = = |-+l =
16 8 16

d¥=2=0,151> «.
33
para k=2:

() _1,@  5_1(Z15) 5 _ 65 _
=% +4_4(16)+ _64_1'015

@ __1,@_1_ 133\ _1_ _6_
Y20 =73 2 2( ) 64 1,015

.x(3)_(65/64)
X =\ 65764

Calculando d®:

O _x®| = |2 L
|x1 *1 |_ 64 321 64
3) ) _ 65 15| 5
b - x? = |-G+l = 5
d¥=2=007> ¢
65
para k=3:
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xf” =1;® +;: %(;—65) +3=22_ 0996

472 4 4 256
@ _ _ 1. _1_ _1(65\_1_ 129 _ _
Y2 =73h 2 2(4) 2~ 128 1,007
L) _ ( 255/256 )
X =\—129/128

Calculando d®:

4 3 255 65 5
o9 = ] = [ 5 = 2
256 641 256
4 @) _ | 129 65 _ 1
02 = -2 =

128 64 128

dP=-==10,019 < e.
258

Entdo, a solu¢do do sistema linear acima, com erro menor que 0,05, obtida
pelo método Gauss-Jacobi, é
= 0,996
—x®=("
x=x (—1,007)'
O valor de x© ¢ arbitrario.
O teorema a seguir estabelece uma condigédo suficiente para a convergéncia

7 . n
do método Gauss-Jacobi. Zf=1|“’<i|
jzk
lak!
a < 1, entdo o método Gauss-Jacobi gera uma sequéncia {x®}

Teorema (Critério das Linhas): Sejam o sistema Ax = b e a, =
max

Sea= 1<sksn

convergente para a solugéo do sistema dado, independentemente da aproximacéo
inicial x©,

A demonstragdo desse teorema pode ser vista em (RUGGIERO; LOPES,
1998).

Vamos analisar o sistema linear do exemplo anterior. Temos

{4x1—x2:5 =>A=(4 _1).

x1 + 2x2 - _1 1 2
Assim,
! 025<1 ! 05<1
a, =—-=0, ;a, =7=0, ;
1 4 2 5
logo, 1’:;;‘2 a, = 0,5 <1 e, portanto, pelo critério das linhas esta garantida

a convergéncia para o método Gauss-Jacobi.

Na secdo seguinte, vamos tratar do método Gauss-Seidel. Este método
também consiste em transformar Ax = b em um sistema equivalente x = Bx + g,
mediante separagéo da diagonal.
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3.3 Método Iterativo de Gauss-Seidel

Dada uma aproximagao inicial X, calculamos x@, x",..., x®,... por
() _ L 0 w0 _ )
Xy = _(bl — Q2X; "~ G13X3 T QinXp )
apq
1
xékﬂ) =—(b,—a, x(k”) azgxgk) — =y x®
Qz;
1
(k+1) _ (k+1) (k+1) (k) (9]
X3 2 (b — Q31X — 32X, T QgpX; " — T AgpXy )
k+1 k+1 k+1 K
T(' ‘= a_(b anlxl( = anzxé MRt an,n—lxr(l—)l)
nn

Portanto, o método Gauss-Seidel utiliza os valores mais atualizados para o
célculo de x{,

Exemplo 2: Resolver o sistema

5x; +2x; + 2x3 =3
X, +3x, + x5 =—4
6x2 +BX3 =—4

0
pelo método de Gauss-Seidel, dados 2@ ={0]ee=0,05.
O processo iterativo é 0

xD = é(B — 2.2 —2.x0) = _ 25 zxgk) +§

x§k+1) _ g(_[_} _ 1'x£k+1) 1. x3k)) _ (k+1) ; gk) 4
x§k+1) — ( —4-0. x(k+1) 6. x§k+1)) — _%x§k+l) _%

Para k=0

X = _gxgw 20 +2=2=06

(= i@ 10t B g

oV = =2xV -2 =2 = 0,65

0,6
aWx® = (—1,533)
0,65

Calculando d
x® —x@=106-0/=06

|xP = x| = |-1,533 — 0] = 1,533

|x$P = x| = |0,65 — 0] = 0,65

d(1) 1,533

=1>¢.
1533
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Para k=1:
X = 2y 2,0 385 _ g5

x;2) _ _%xiz) _ %xél) _g =—1,866

xP = —zxf) —%= 0,899

0,953
wx® = (—1,866)
0,899

Calculando d®:

[x® — x®| = 10,953 — 0,6] = 0,353
[« — x| = |-1,866 + 1,533| = 0,333
[x% = x{P| = 10,899 — 0,65| = 0,249

dP=2_0189 > ¢.
1,866

Para : k=2

0P = —2x? = 2x{P + 2 = —0,4.(-1,866) — 0,4.0,899 + 0,6 = 0,986

*® =13 1@ 2 333.0,986 — 0,333.0,899 — 1,333 = —1,961
2 371 373 3

P = _;x;” —% =—0,75.(~1,961) — 0,5 = 0,971
0,986

ax® = (—1,961)
0,971

Calculando d®:

[x® — x®| = 10,986 — 0,953] = 0,033

1

[x — x| = 1-1,961 + 1,866] = 0,095

|x$ — x| = 10,971 - 0,899 = 0,072

dP=222_ 0048 < ¢
r 1,961 ! .

Portanto, a solugdo x do sistema linear com erro menor que &, é

0,986

x=x® = (—1,961).

0,971

Vamos agora analisar nossa solugéo, obtida pelo método Gauss-Seidel, a
partir de um outro critério de convergéncia: o critério de Sassenfeld.
Critério de Sassenfeld:
_lagpl+lagsl+ - +laqgql

Sejam B, = e p;

las1l

_ |aj1|B1+|a]-2|Bz+ +|aj]-_1|[?j_1+|ajj+1|+ +|a1-n|
a lajjl '

Se p= "M {B;} < 1, entdo o método Gauss-Seidel gera uma sequéncia

1<j<n

convergente, qualquer que seja x©.
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Analisando o exemplo anterior pelo critério de Sassenfeld, temos

_2+2

B="2=3=08<1

_1x§+1_3_06 1

ﬁz——3 =5=06<
oxE+6x>

Br=——=2=045<1

max

Logo, i<j3 B =08<1 e pelo critério de Sassenfeld esta garantida a
convergéncia para o método Gauss-Seidel.

Vale observar que o critério de Sassenfeld pode ser satisfeito mesmo que o
critério das linhas ndo o seja. Também podemos permutar linhas e/ou colunas afim
de obtermos uma nova disposi¢do que satisfaca esses critérios de convergéncia.

Um outro critério importante de convergéncia é o teste para verificar se a
matriz dos coeficientes é estritamente diagonalmente dominante.

Definicdo: Uma matriz estritamente diagonalmente dominante se:

n
Zlaij| <layl,i=1,2,..,n
j=1

j*1

Analisando por esse critério o sistema linear anterior, temos

5x; +2x; +2x3 =3 5 2 2
[ X, + 3%, +x3=—4 ,ondeAz(l 3 l)e
6x, + 8x; = —4 0 6 8

lasz| + lass| = 12] + 2] < [5] = |ayl,
lazq| + lazs| = 11 + 1] < 3] = laz.l,
lasi| + las,] = [0] +16] < [8] = |ass].

Logo, podemos garantir que os métodos Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel séo
ambos convergentes para o sistema dado.

41 CONSIDERAGOES FINAIS

Para além do que é geralmente estudado no Ensino Béasico, buscamos expor
alternativas para resolucéo do problema de resolver Ax = b. Com intuito de oferecer
uma visdo mais ampliada ao professor de Matematica do ensino basico que tenha o
desejo de se aprofundar no tema.

Em nossa pesquisa, propomos estudar quatro métodos diretos e dois
métodos iterativos. Pretendeu-se com isso solucionar Ax = b e tracar um paralelo
entre essas diversas formas de abordar a questdo. Comparamos alguns métodos
e destacamos o uso adequado de cada um deles, tendo em vista a redugcdo de
célculos e a preciséao da solugao.
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A necessidade de estudar tal problematica surge do fato de que diversos
problemas em distintas areas do conhecimento podem ser modelados por sistemas
lineares. Deste modo, a relevancia do tema nos motivou a pesquisar sobre o assunto.

Finalmente, acreditamos que nossa pesquisa pode servir como introducéo

para um estudo mais aprofundado sobre a resolugéo de sistemas lineares.
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