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APRESENTACAO

O contexto social, histérico e cultural contemporaneo, fortemente marcado
pela presenca das Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicagcdo — TDIC,
entendidas como aquelas que tém o computador e a internet como instrumentos
principais, gera demandas sobre a escola e sobre o trabalho docente. Nao se trata
de afirmar que a presenca das tecnologias na sociedade, por si s6, justifica sua
integracdo a educacdo, mas de considerar que os nascidos na era digital tém um
perfil diferenciado e aprendem a partir do contexto em que vivem, inclusive fora da
escola, no qual estédo presentes as tecnologias.

E nesta sociedade altamente complexa em termos técnico-cientificos, que
a presenca da Matematica, alicercada em bases e contextos histéricos, é uma
chave que abre portas de uma compreenséao peculiar e inerente a pessoa humana
como ser Unico em sua individualidade e complexidade, e também sobre os mais
diversos aspectos e emaranhados enigmaticos de convivéncia em sociedade.
Convém salientar que a Matemética fornece as bases do raciocinio e as ferramentas
para se trabalhar em outras ciéncias. Faz-se necessario, portanto, compreender
a importancia de se refletir sobre as estratégias pedagogicas utilizadas no ensino
desta ciéncia.

Ensinar Matematica ndo se limita em aplicacdo de férmulas e regras,
memorizagao, aulas expositivas, livros didaticos e exercicios no quadro ou atividades
de fixacdo, mas necessita buscar superar o senso comum através do conhecimento
cientifico e tecnologico. Importante, nos processos de ensino e aprendizagem
matematica priorizar e néo perder de vista o prazer da descoberta, algo peculiar e
importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matemaético.

A pratica pedagogica intrinseca ao trabalho do professor é complexa, e
buscar o “novo” exige o enfrentamento de situagdes inusitadas. Como a formacao
inicial representa a instancia formadora dos esquemas basicos, a partir dos quais
sdo desenvolvidas outras formas de atuacdo docente, urge analisa-la a fundo
para identificar as problematicas que implicam diretamente no movimento de
profissionalizagéo do professor que ensina matematica.

E neste sentido, que o livro “Investigagdo, Construcdo e Difusdo do
Conhecimento em Matematica”, em seu volume 2, relne trabalhos de pesquisa
e experiéncias em diversos espagos, como a escola por exemplo, com o intuito de
promover um amplo debate acerca das variadas areas que o compde.

Por fim, ao levar em consideragdo todos esses elementos, a importancia
desta obra, que aborda de forma interdisciplinar pesquisas, relatos de casos e/



ou revisoOes, refletem-se nas evidéncias que emergem de suas paginas através de
diversos temas que suscitam ndo apenas bases teoricas, mas a vivéncia pratica
dessas pesquisas.

Nessa direcao, portanto, desejamos a todas e a todos uma boa leitura!

Prof. Dr. Américo Junior Nunes da Silva
Prof. Me. André Ricardo Lucas Vieira

Profa. Dra. Mirian Ferreira de Brito
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RESUMO: As séries numéricas sao estudadas
em qualquer curso de gradugdo em matematica.
Séries simples sdo estudadas ainda no ensino
médio através das progressdes aritméticas e
geométricas. Em geral é uma questéo dificil
calcular a soma de uma série infinita. Uma
questdo que poderia ser mais facil é a de
determinar se a série converge ou nao, isto &,
se a soma infinita é igual a um determinado
numero ou ndo. Neste trabalho, vamos discutir
a convergéncia de algumas séries numéricas,
onde veremos que a convergéncia também pode
ser um problema dificil. Por exemplo, as séries

Z(%) ou ?; convergem ou divergem?
n=1 /

2ol n’sen(nf
As respostas seréo discutidas ao longo do texto.
PALAVRAS-CHAVE: Séries infinitas,
Convergéncia, Série harménica, Séries especiais.

ABSTRACT: Numerical series are studied in any
undergraduate mathematics course. Simple series
are studied in high school through arithmetic and
geometric progressions. In general, it is a difficult
question to calculate the sum of an infinite series.
A question that could be easier is to determine
whether the series converges or not, that is,
whether the infinite sum is equal to a specific
number or not. In this work, we will discuss the
convergence of some numerical series, where we
will see that convergence can also be a difficult
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CAPITULO 4
SERIES INFINITAS

problem. For example, the 3 H and ¥y —1
=112 a1 n’sen|n)?
series are convergent or not? The answers will be
discussed throughout the text.
KEYWORDS: Infinite series,

Harmonic serie, Special series.

Convergence,

11 INTRODUGAO

Este trabalho é o resultado de um mini-
curso ministrado no Il Simpésio Nacional da
Formacdo do Professor de Matematica, em
Brasilia-DF, em agosto de 2015.

O objetivo néo é fazer um estudo formal
das séries infinitas. Isto & feito em um curso
regular de graduacdo em matematica, onde
sdo estudadas as propriedades e os diversos
métodos de convergéncia de uma série. O
objetivo aqui & mostrar através de exemplos
algumas curiosidades e dificuldades sobre
a convergéncia das séries infinitas. Alguns
destes exemplos serdo mostrados através de
simulagbes numéricas.

As séries numéricas sao estudadas em
qualquer curso de gradugdo em matematica.
Séries simples, como as geométricas, sao
estudadas ainda no ensino médio através
das progressdes geométricas. Mais simples
ainda, séo as progressdes aritméticas, também
estudadas no ensino médio.

Em geral é uma questéo dificil calcular
a soma de uma série infinita. Uma questao que

poderia ser mais facil é a de determinar se a
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série converge ou nao, isto é, se a soma infinita é igual a um determinado niumero
ou néo.

Neste trabalho, discutiremos a convergéncia de algumas séries numéricas,
onde veremos que a convergénciatambém pode ser um problema dificil. Por exemplo,
as duas séries citadas no resumo, convergem ou ndo? Sabemos que a primeira
€ uma série geométrica de razéo igual a 1/2 , e portanto sua soma é facilmente
calculada. Ja a segunda, ndo se enquadra em nenhum dos métodos tradicionais de
convergéncia, como Teste da Comparagéo, Teste da Razéo ou de D’Alambert, Teste

da Integral, etc. Portanto, estudar sua convergéncia € um problema dificil.

21 CONCEITOS BASICOS E EXEMPLOS

Os conceitos e resultados basicos serdo dados de acordo com a necessidade
para o estudo dos exemplo apresentados.
Exemplo 1. Calcular a soma das areas dos quadrados em destaque da Fig.

Solucéo: O calculo resume-se em:

k= k=n
A:%+%+...+%+,,,:Z L:limer Z L

k=1 ~2k k=1 2k
2" 2 2 2 1)

k=n
1
A sequéncia (S,), onde S, = Z F € a sequéncia das somas parciais da
k=1

série envolvida.

1/8

1/8
1/4

1/4

1/2

1/2

Figura 1: Quadrados com areas em progresséo geométrica
E evidente que esta sequéncia converge, pois é uma sequéncia crescente e
limitada superiormente por 1 (valor da area do quadrado de lado 1). Para calcularmos

o valor exato da soma infinita, devemos primeiramente achar uma féormula fechada
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para a soma parcial de ordem n, e depois calcular o limite lim ___ S . Neste caso,
como os termos de (S,) formam uma progressdo geométrica de razéo r =1/4 , temos
que
1 1 n 1 1 n+l
n ==)-1) =-(=
atron) 3@ Q)
r—1

S

Exemplo 2. Fazendo a divisdo de 1 por x + 1 obtemos,

1
1+x

2 3, .4
=1l—x+x"—x+x —...

O matemaético italiano Guido Castelnuovo (Venezia, 14 agosto 1865 — Roma,
27 abril 1952), em 1903, fez x = 1, e escreveu:

%:171+171+171+17...,

2
se somarmos um numero par de termos, S, = 0 e se somarmos um numero
impar de termos S,, , = 0 Portanto a soma correta é a media aritmética de 0 e 1,
isto é,
S= S, +S, :l.
2 2 ll

E claro que esse céalculo é um absurdo, pois 1/2 ndo pode ser igual a 0 (nem
a 1). Aconclusédo é que a série (2) ndo converge.

Este exemplo justifica que em uma soma infinita de nimeros reais, que nao
converge, a propriedade associativa nao é valida.

A seguir descrevemos os principais resultados teéricos referidos na solugéo
do Exemplo 1.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de numeros reais é uma fungdo que associa
cada numero natural n a um numero real a, Denotando a sequéncia por (a,) diz-se
que ela é convergente (ou converge) para um numero real L, escreve-se lim__a =
L, se para todo numero real £>0 existe n,€IN tal que, se n> n implica que la -Ll < €

Caso contrario diz que a sequéncia é divergente (ou diverge).

Defini¢éo 2.2. Se (a,) € uma sequéncia, a soma

n=o0
>, a,=a,+a,+...
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é chamada de série infinita com termo geral a, . Diz que a série converge ou é
k=n

convergente, se a sequéncia de suas somas parciais (S,) onde S, = Z a,.for
k=1

convergente. Caso contrario diz-se que a série diverge ou é divergente.
Exemplo 3. Calcule a soma S das areas dos retangulos sob o gréafico da
funcéo f(x):%, para x=1, conforme Fig. 2.
X

Solugao:

A soma das areas dos retangulos é dada por:

S= L+L+...+%+...:Z #

2% 3? n

(3)

A primeira pegunta € se esta série converge ou diverge. Se ela for divergente,
seu “valor” serd infinito, pois todos os seus termos sédo positivos. Por definicao
devemos calcular o

0,84

0,64

0.4

0,24

Figura 2

k=n
- - _ 1
limite das somas parciais (S,), onde S, = o
=2
Neste caso, uma férmula fechada para S, ndo é simples. Mas € possivel
achar uma cota superior para esta soma, que sera a area sob o grafico da funcao

f(x):lz, para x=1. Tal area € dada por,
X
21 81 -1
A:J'I ?dx=hm,3_u II Fdx:llmﬁ_,x[gﬂ): L.

Como as somas parciais € uma sequéncia monétona crescente e limitada por
A =1, aconclusdo € que a soma S é finita, e ainda, menor do que 1, ou seja, a série
é convergente.
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A segunda pergunta é: qual é a soma da série? Em geral é muito dificil
calcular a soma de uma série. Vamos calcular a soma da série (3) no Exemplo 4.
Exemplo 4. (Problema de Basel). Calcule a soma dos inversos dos

n=wx 1
Zn:] E

quadrados inteiros,

Solucao de Leonhard Euler (1735)

A idéia de Euler € brilhante, ver [2], mas ndo é uma prova rigorosa. A prova
rigorosa veio somente em 1941.

Ele comeca com a idéia de que todo polinbmio em x pode ser fatorado por
fatores da forma x — a, onde a € uma raiz do polinébmio, e assume que 0 mesmo
pode ser feito por séries infinitas. Euler olha para a expansdo em série de Taylor
do seno. (Brook Taylor, Edmonton-Ing, 18 agosto 1685 - Londres-Ing, 29 dezembro
1731)

\
Senx=x—+——....
3! 5!
Dividindo por x, tem-se que
sen x X2 X4
=1-—3=—
X 3! 5!
senx
Os zerosde x ocorremem x=*xnm n=1,2,3,... Supondo que

E
podemos fatorar esta expansao em fatores lineares obtem-se,

o0

0 2
==l 0-) )= T (1-—)
X a1 onx o ona oo ntA
Yyl iyl
O coeficiente de x* na Ultima expressdo & =~ < 2,2 ;2 & 27 Poroutro
lado, o coeficiente de x2 na expanséao de Taylor é -1 /3! =- 1/6. Portanto,

2 - .
n=1 n 6
Esta é a soma da série de Basel. ”

Solucao rigorosa do problema de Basel (ndo é necessario fatorar uma
série infinita)

Temos que
1 _ ! ! n-1_n-1
=l fox Ty dxdy.
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O Teorema da Convergéncia Monétona implica que

S =S b =[]

Fazendo a mudanca de variaveis x =u - ve y = u + v, obtemos

L= 2]

dxdy

dudv
@ 1—utey? (4)

onde Q é o loséngulo de vértices (0, 0), (1/2, 1/2), (1/2, -1/2) e (1, 0),
conforme Fig. 3. Usando as simetrias deste losangulo, temos

J*J* dudv J-“Qj- dv du J‘ J<l v dvdu
2 1/2

iyt b+ 1-u'+v" (5)

0.4

-0.41

Figura 3

Integrando com relagéo a v cada integral do segundo membro de (5), temos

dudv vz 1 1-u
=2|  ——arctg(——)du+2 ﬁarctg[ —— ) du.
““.Q 1-u'+V? fo V1-u’ N fm Vi-u V-4’ (6)

Para o calculo da primeira integral do segundo membro de (6) usamos que

u
arctg ﬁ) = arcsenu,donde

Vi-u
no1 u 112 gresenu 1 w=12_ g7
—_ = ———du = = -.
jo T ( -) ) = u 2(arcsenu) I %

(7)

Para o célculo da segunda integral, fazemos a mudanca de variavel

0= Certg( sl_uz). Segue que, tng_) = (1*U)/(1+U]e sec’d = 2/(1+U)

Vi—u
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ou seja u=2cos’# —1 = cos(28), donde ¢ = 1/2arcosu = a/4—1/2arcsenu.
Portanto,

1-u
arctg( %)
I] v1-u’ du= al4— 1/20rcsenud (frarcsenu arcsen’ u)
1/2 u=

f 11 =2
Vi-u? V1-u 4 4 36

Substituindo (7) e (8) em (6), obtemos
J'J“ dudv :2.71r2+2_3r"’:£2
Q1—u'+v? 72 36 12°
Finalmente, substituindo este resultado em (4) , concluimos que
o0 1 _
x5 = &

n=1

Exemplo 5. Como no Exemplo 3, calcule a soma das areas dos retangulos

=

sob o gréfico da funcéo f (x) = 1/ x, para x = 1, conforme Fig. 4.
Solugao:
A soma das areas dos retangulos € dada por:

S= 1+l+l+,,,+1 +...=
2 3

1 1
n n’

-

Esta série € a famosa série harmdnica. Com certeza, o exemplo mais
importante na

2,51

0,5

Figura 4

matematica de uma série divergente é o da série harmonica
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—

- 1 1.1.1 1 1
Z —=l4t =+
=n 2 3 4 6 8

—

w
~

O nome harmoénica é devido a semelhanga com a proporcionalidade dos
comprimentos de onda de uma corda a vibrar: 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... (Ver Fig. 5). Usando

o Teste da Comparacéao é facil verificar que a série harmonica diverge para infinito,

pois:
1.1.1.1.1. 1.1 1.1.1.1.1.1.1 1.1.1
l+—+—+—+—+—F—+—+.. >1l+—+—+—F—F+—+—+—+.. . =1l+—+—+—+... =
2 3456 7 8 24 4 8 8 8 8 22 2
Voltando ao calculo de S, a concluséo é que S = «. Ou seja, a série diverge
para . |l

Generalizagdes da série harménica:

Exemplo 6. (Série dos inversos dos numeros primos):

ZJ:oo1_1 1.1.1
e et St St S
=t p 235 7

Figura 5. llustracdo do comprimento de onda de uma corda vibrante.

Usando passos de indugéo, soma da série geométrica, e a série de Taylor,
pode-se provar que a série dos inversos dos primos diverge para infinito, ver [6].
Exemplo 7. (Série harménica alternada):

n=w {_1:|" _
Z T—an.

n=1

Solucgao: O resultado € uma consequéncia do desenvolvimento de Taylor da
funcado f(x) In(1+x) em poténcias de x. Ademonstracdo completa fica como exercicio
para o leitor.

Exemplo 8. (Série-p):
Zn:'x'i
n=1 np’
onde p é um numero real positivo. (Se p é negativo faciimente a série &
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divergente). Se p = 1, a série € a harmdnica, e portanto divergente. Pelo Teste da
Integral a série é divergente se p <1, e é convergente se p >1.

Como curiosidade, uma generalizagédo desta série é obtida substituindo o p
por um numero complexo z=x+iy, obtendo a fun¢do Zeta de Riemann, denotada por

n

(Georg Friedrich Bernhard Riemann, Hanover-Alemanha, 17 setembro 1826
-Selasca-ltalia, 20 julho 1866). Em 1856, surgiu um dos problema mais famosos da
matematica, ainda néo resolvido até hoje, conhecido com a Hipotese de Riemann:
Todos os zeros da funcdo Zeta de Riemann estdo sobre a reta x = 1/2 do plano
complexo. Quem  resolver este problema, com certeza, ficara famoso e ainda
ganhara um milhdo de dolares do Instituto de Matematica Clay, um centro sediado
em Cambridge (Massachusetts) que se dedica ao estudo avangado das ciéncias
exatas.

Velocidade que a série harmoénica diverge

Agora vamos discutir um pouco a velocidade que a série harménica diverge
para infinito. A soma parcial de ordem n da série harménica, denominada de n-ésimo
numero harmonico, é dada por

k=n 1
Sn_ Zk:] E
A sequéncia (S,) cresce tao rapidamente quanto o logaritmo natural de n. Isto
porque a soma é aproximada pelo valor da integral, ver Fig. 4.

_].H 1 dx=1Inn,
1 x
Pode-se provar que

lim ,, (S ~Inn)= L (ﬁ—%] dx=y,

onde E(x) é a parte inteira de x, e y € uma constante real, denominada
constante Euler-Mascheroni. (Lorenzo Mascheroni, Bergamo-Italia, 13 maio 1750 —
Parigi-Italia, 14 julho 1800).

Euler calculou o valor de y com 16 casas decimais e Mascheroni calculou
com 32. Hoje tem-se esse valor com dezenas de casas decimais, por exemplo com
100 casas decimais o valor é:

y =0, 57721566490153286060651209008240243104215933593992359880
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57672348848677267776646709369470632917467495.
Portanto, para n grande o valor da soma parcial S, pode ser aproximado por

S,~Inn+y,

~e "

ou "
Por exemplo, para S =17 s&o necessarios somar aproximadamente
n=e'"'~31.557.600 temos.

Se quesermos que a soma chegue em 100, teremos que somar

aproximadamente

100 — - .
n=e " '~niimero muito grande de termos.

Como curiosidade, ver [5, 7] sobre a série harmobnica:

“Suponha que exista um computador que pode fazer uma soma em 1023
segundos, que é o tempo gasto pela luz para percorrer a distancia igual ao didmetro
de um elétron. Tal computador seria 0 mais rapido do universo, pois a velocidade
da luz € a maxima neste. Se tal computador fosse somar todas as partes que
pudesse da série harmdnica em um ano, teria somado 31,5576x10% termos; em mil
anos 31,5576x10%°; e em um bilhdo de anos 31,5576x10% termos! Os resultados
aproximados que obteriamos, em cada um dos casos, respectivamente seria: 70,804;
77,712 e 91,527. Imagine agora que esse computador estivesse ligado desde a
origem do universo, ha cerca de 15 bilhGes de anos. Ele estaria hoje obtendo o valor
aproximado de 94,235 para a soma da série harménica. Vamos além! O nimero 108
€ maior do que todos os valores anteriores, superando até mesmo a quantidade de
atomos de todo o universo conhecido. Pois bem, para essa quantidade de termos a
soma de todos eles é aproximadamente 184,784 e permanece nesse mesmo valor
aumentando-se drasticamente a quantidade de termos, como 10%°+10° ou 108°+1072,
Veja que a cada passo estamos aumentando enormemente a quantidade de termos,
no entanto, a soma S, permanece a mesma. Em vista disso nada mais natural do
que concluir que a série seja convergente. Mas, verificamos acima que isso € falso.
Vemos entdo que jamais descobririamos a divergéncia da série harmdnica por
meios puramente experimentais através de um computador.”

Exemplo 9. Estudar a convergéncia da série

n=c 1
Z”:l n’sen’n’
denominada de Série Flint Hills (Colinas Pederneiras do Kansas), ver Fig. 6,
retirada da referéncia [3].
Solucdo: A convergéncia desta série ainda € um problema em aberto.

Existem varios estudos relacionados com o assunto. A discusséo a seguir foi retirada

da referéncia [1], e mostra que a convergéncia esta intimamente relacionada com
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a medida de irracionalidade do numero mr, denotada por (). Em particular, a
convergéncia da série Flint Hills implica que p(m<2,5. Mas, o menor limite superior
para p(m) conhecido hoje, é p(m<7,6063..., obtido em [4]. Portanto, os matematicos
especialistas na 4rea de Teoria do Numeros, acham o problema da convergéncia

desta série ndo sera resolvido num futuro muito proximo.

Figura 6. Colinas Pederneiras do Kanzas.

Fonte: Google

A seguir, apresentamos mais alguns resultados relacionados a série de Flint
Hills.

Definicao 2.3. A medida de irracionalidade p(x) de um numero positivo x é
definida como o infimo em m, tal que a desigualdade

0<‘x—£‘<%
9)

é vélida somente para um numero finito de co-primos inteiros positivos p e g.
Se nao existe uma tal m, entao p(x) = + <.

Observamos aqui que nimeros co-primos ou primos entre si, sS40 0s nimeros
de um conjunto onde o Unico divisor comum a todos eles é o nimero 1. Dois numeros
a e b sédo co-primos se, e somente se, mdc (a,b) = 1. Exemplos de nimeros co-
primos: 7,6 e 9; 3, 7 € 22; 11 e 27. Dois nUmeros pares nunca podem ser co-primos,
pois se sdo pares, sdo divisiveis por 2.

Exercicio 1. Mostre que se x é racional, entdo p(x) = 1.
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Convergéncia da Série de Flint Hills
7t
Lema 2.4. Para todo numero real x, Isenx I< | x| além do mais , se |X|S§’
2
sen x|>=[x|.
Dem. A primeira desigualdade segue das seguintes estimativas:

entao,

x |x| |l
|sen x|:|f“ cosydy\sj'“ |cos y| dys.j'“ 1dy=|x|.

Para provar a segunda desigualdade, observe que Isen xI = sen IxI e sem
perda de generalidade vamos assumir que 0 < x < 11/ 2. Se x,= arcoos |rr/ 2| entéo
para x < x, temos que cos x = 11/ 2 e assim

X x 2 2
senx_f[} oS y dyzfo Zdy==%x.
Por outro lado, para x = x, temos que cos x < 17/ 2 e assim

2 (22

a2 al?
Senx:l—L cosydy?l—_fx %dy:1— —X)=%x.

EaD)

O que completa a demonstragéo. I

Teorema 2.5. Para quaisquer dois numeros positivos u e v,
1 _ 1

u—(ulx)=1)v—¢
n

): paratodo €>0.Alem do mais,
1

n"|senn|”

n”\senn|v_

1. Se p(rr)<1 + u/v a sequéncia converge para 0.

1
2. Se p(mr)>1 + u/v a sequéncia —n“ls . diverge.

enn|
OBS: f(n)=0O(g(n)), significa que If(n)| < M g(n) para n suficientemente grande,
onde M & uma constante positiva.

Dem. Seja £> 0 e k=u(m) + € /v. Entéo a desigualdade
1
=Pl
a q

vale somente para um numero finito de co-primos inteiros positivos p e q. Para

n 1 T
——ml<— im [n—mmu|s —.
, tal que ‘n m| 2, e assim | |- b

um inteiro positivo n. seja m= n
s

Entéo pelo Lema 2.4,
\senn|=|sen\‘nfmm\ag\nfmn\:gm\ifﬂ.
s T m
- n 1
Por outro lado, para n e m suficientemente grandes, temos que |——1|= X
m m
0 que implica que
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2 n 2 1 1
|senn|>ﬁm\g—n\>ﬁ =0,

para algum ¢ > 0 dependendo somente de kK mas nédo de n (desde que n/m—rmt

quando n—). Portanto para n suficientemente grande, temos

1 1 1
u vs‘ v _u—lk=1lv =O —luinl—1lv—e |
n“|senn|” ¢'n nt ¢

Vv (o
Se p(m) < 1+ u /v, considere €:5l1+U/V—.U‘-”"h e a afirmacéo 1 segue,

pois

1 =
n"|senn|’

Vamos provar agora a afirmacgéo 2. y(m > 1+ u /v, entdo, para k=1+u/v a
desigualdade (9) vale para um numero infinito de co-primos inteiros positivos p e g.

Istoé,existeumasequénciaderacionaispl,/ql,taisque\P,-—TTQ'J< 5 <C pk—l’

para alguma constante C > 0 que depende somente de k. Portanto, para n=p, temos

1 —1)-
- V>C-vnvl.k 1 u:Cv.
n“|senn|

Por outro, lado temos
|sen[1+p ||=|sen|1+p,—q,m||>sen (1], quando i—co

e assim,
1
\u { ‘v
(1+p;) |Sen‘.1+Pf“
Concluimos que a sequéncia n|senn|" diverge, pois ela contém duas

subsequéncias, uma limitada inferiormente por uma constante, e a outra que tende

a zero.

Corolario 2.6. Para quaisquer nimeros reais positivos u e v,
1

n[senn|" | CONVerge, entéo p(m < 1+u/.

1. Se a sequéncia

2. Se a sequéncia diverge, entdo u(m) = u/v.

n"|senn|”

Dem. A prova de cada item é dada por contradicdo, como consequéncia

imediata do Teorema 2.5. o 1 5
Corolario 2.7. Se a série Flint Hills n; ndsen’n converge, entdo M S 5
. 1 N . 1
Dem. A convergéncia de Z 52 implica que lim,,, —2:0,
n=1 N Ssen-n n-sen n
portanto pelo Corolario 2.6 p < g l
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. p . . [ u
Teorema 2.8. Para quaisquer nUmeros reais positivos ue v, se p |7t |<
x‘

entdo a série . converge.

a=1 n"|senn|’

u
Dem. A desigualdade M7 <
e > 0, tal que w=u-v (u(r)-1)- e >1. Pelo Teorema 2.5,

implica que u-v (u(m-1)>1.Entéo, existe

1
n“|senn|”

1

nw

Portanto,

Zﬁ#-if0%):0(2?;7,>:0(_f:(w)}:0(1).

' n’[senn|

Corolario 2.9 Para quaisquer numeros reais positivos u e v, se a série
< 1 , ~ u—
>, —— diverge, entdo p|m|z——.
a=1 n"|senn| } v o .

Dem. A demonstragdo é uma consequéncia imediata do Teorema 2.8.

- . e Lt ~ ‘ 3—-1_

O Corolario 2.9 implica que se a série Flint Hills diverge, entao #|m/z1+=—==2.

Mas esta desigualdade ja é conhecida como verdadeira. Portanto, como
resultado deste corolario nada podemos afirmar sobre a divergéncia da série Flint
Hills.

Exercicio 2 Discutir a convergéncia da seguinte série:

2.1
» |5+5senn

2‘33

n=1 n

Obs. Se o leitor tentar e ndo conseguir, ndo deve ficar triste, pois muitos
ja tentaram e também n&o conseguiram. Pesquisando a literatura, até hoje nao
vimos nenhum resultado concluindo que esta série converge ou diverge, ou seja
permanece ainda como um problema em aberto.
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