INVESTIGACAO, CONSTRUCAO E DIFUSAC
DO CONHECIMENTO EM MATEMATICA
2

AMERICO JUNIOR NUNES DA SILVA
ANDRE RICARDO LUCAS VIEIRA
MIRIAN FERREIRA DE BRITO
(ORGANIZADORES)




INVESTIGACAO, CONSTRUCAO E DIFUSAC
DO CONHECIMENTO EM MATEMATICA
2

AMERICO JUNIOR NUNES DA SILVA
ANDRE RICARDO LUCAS VIEIRA
MIRIAN FERREIRA DE BRITO
(ORGANIZADORES)




%)
IS

<
c
)
Q
Ay
QO
N
N
\
3
(b}
(%)
R
N

/éenclas

C

Editora Chefe
Prof? Dr® Antonella Carvalho de Oliveira
Assistentes Editoriais
Natalia Oliveira
Bruno Oliveira
Flavia Roberta Barao
Bibliotecaria
Janaina Ramos
Projeto Gréfico e Diagramagao
Natalia Sandrini de Azevedo
Camila Alves de Cremo
Luiza Alves Batista
Maria Alice Pinheiro
Imagens da Capa 2020 by Atena Editora
Shutterstock  Copyright © Atena Editora
Edicdo de Arte  Copyright do Texto © 2020 Os autores
Luiza Alves Batista  Copyright da Edicao © 2020 Atena Editora
Revisdo Direitos para esta edicdo cedidos a Atena
Os Autores  Editora pelos autores.

Todo o conteldo deste livro esta licenciado sob uma Licenca de
@@@@ Atribuicdo  Creative =~ Commons.  Atribuicado-Nao-Comercial-
NaoDerivativos 4.0 Internacional (CC BY-NC-ND 4.0).

O conteldo dos artigos e seus dados em sua forma, correcdo e confiabilidade sdo de
responsabilidade exclusiva dos autores, inclusive nao representam necessariamente a posi¢ao
oficial da Atena Editora. Permitido o download da obra e o compartilhamento desde que sejam
atribuidos créditos aos autores, mas sem a possibilidade de altera-la de nenhuma forma ou
utiliza-la para fins comerciais.

Todos os manuscritos foram previamente submetidos a avaliagdo cega pelos pares, membros
do Conselho Editorial desta Editora, tendo sido aprovados para a publicacao.

A Atena Editora é comprometida em garantir a integridade editorial em todas as etapas do
processo de publicagao. Situagdes suspeitas de ma conduta cientifica serao investigadas sob o
mais alto padrao de rigor académico e ético.

Conselho Editorial

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas

Prof. Dr. Alexandre Jose Schumacher - Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do
Parana

Prof. Dr. Américo Junior Nunes da Silva - Universidade do Estado da Bahia

Prof. Dr. Antonio Carlos Frasson - Universidade Tecnoldgica Federal do Parana

Prof. Dr. Antonio Gasparetto Junior - Instituto Federal do Sudeste de Minas Gerais

Prof. Dr. Antonio Isidro-Filho - Universidade de Brasilia

IZ\tena

Editora

Ano 2020



%)
IS

<
c
)
Q
Ay
QO
N
N
\
3
(b}
(%)
R
N

/éncias

C

Prof. Dr. Carlos Antonio de Souza Moraes - Universidade Federal Fluminense

Prof® Dr? Cristina Gaio - Universidade de Lisboa

Prof. Dr. Daniel Richard Sant’Ana - Universidade de Brasilia

Prof. Dr. Deyvison de Lima Oliveira - Universidade Federal de Rondénia

Prof® Dr? Dilma Antunes Silva - Universidade Federal de Sao Paulo

Prof. Dr. Edvaldo Antunes de Farias - Universidade Estacio de Sa

Prof. Dr. Elson Ferreira Costa - Universidade do Estado do Para

Prof. Dr. Eloi Martins Senhora - Universidade Federal de Roraima

Prof. Dr. Gustavo Henrique Cepolini Ferreira - Universidade Estadual de Montes Claros
Prof® Dr? lvone Goulart Lopes - Istituto Internazionele delle Figlie de Maria Ausiliatrice
Prof. Dr. Jadson Correia de Oliveira - Universidade Catélica do Salvador

Prof. Dr. Julio Candido de Meirelles Junior - Universidade Federal Fluminense

Prof? Dr? Lina Maria Goncalves - Universidade Federal do Tocantins

Prof. Dr. Luis Ricardo Fernandes da Costa - Universidade Estadual de Montes Claros
Prof® Dr* Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte

Prof. Dr. Marcelo Pereira da Silva - Pontificia Universidade Catélica de Campinas
Prof® Dr® Maria Luzia da Silva Santana - Universidade Federal de Mato Grosso do Sul
Prof® Dr* Paola Andressa Scortegagna - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof® Dr® Rita de Cassia da Silva Oliveira - Universidade Estadual de Ponta Grossa
Prof. Dr. Rui Maia Diamantino - Universidade Salvador

Prof. Dr. Urandi Jodo Rodrigues Junior - Universidade Federal do Oeste do Para

Prof* Dr? Vanessa Bordin Viera - Universidade Federal de Campina Grande

Prof. Dr. William Cleber Domingues Silva - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Prof. Dr. Willian Douglas Guilherme - Universidade Federal do Tocantins

Ciéncias Agrarias e Multidisciplinar

Prof. Dr. Alexandre Igor Azevedo Pereira - Instituto Federal Goiano

Prof® Dr® Carla Cristina Bauermann Brasil - Universidade Federal de Santa Maria
Prof. Dr. Antonio Pasqualetto - Pontificia Universidade Catélica de Goias

Prof. Dr. Cleberton Correia Santos - Universidade Federal da Grande Dourados
Prof? Dr® Daiane Garabeli Trojan - Universidade Norte do Parana

Prof? Dr? Diocléa Almeida Seabra Silva - Universidade Federal Rural da Amazdnia
Prof. Dr. Ecio Souza Diniz - Universidade Federal de Vicosa

Prof. Dr. Fabio Steiner - Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul

Prof. Dr. Fagner Cavalcante Patrocinio dos Santos - Universidade Federal do Ceara
Prof® Dr® Girlene Santos de Souza - Universidade Federal do Reconcavo da Bahia
Prof. Dr. Jael Soares Batista - Universidade Federal Rural do Semi-Arido

Prof. Dr. Julio César Ribeiro - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro

Prof? Dr? Lina Raquel Santos Araujo - Universidade Estadual do Ceara

Prof. Dr. Pedro Manuel Villa - Universidade Federal de Vigosa

Prof® Dr® Raissa Rachel Salustriano da Silva Matos - Universidade Federal do Maranhao
Prof. Dr. Ronilson Freitas de Souza - Universidade do Estado do Para

Prof® Dr? Talita de Santos Matos - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Prof. Dr. Tiago da Silva Teéfilo - Universidade Federal Rural do Semi-Arido

Prof. Dr. Valdemar Antonio Paffaro Junior - Universidade Federal de Alfenas

Q\tena

Editora

Ano 2020



%)
IS

<
c
)
Q
Ay
QO
N
N
\
3
(b}
(%)
R
N

/éncias

C

Ciéncias Biologicas e da Salide

Prof. Dr. André Ribeiro da Silva - Universidade de Brasilia

Prof® Dr? Anelise Levay Murari - Universidade Federal de Pelotas

Prof. Dr. Benedito Rodrigues da Silva Neto - Universidade Federal de Goias

Prof® Dr* Débora Luana Ribeiro Pessoa - Universidade Federal do Maranhao

Prof. Dr. Douglas Siqueira de Aimeida Chaves -Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Prof. Dr. Edson da Silva - Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri

Prof® Dr® Eleuza Rodrigues Machado - Faculdade Anhanguera de Brasilia

Prof® Dr* Elane Schwinden Prudéncio - Universidade Federal de Santa Catarina

Prof® Dr® Eysler Gongalves Maia Brasil - Universidade da Integragao Internacional da Lusofonia
Afro-Brasileira

Prof. Dr. Ferlando Lima Santos - Universidade Federal do Recdncavo da Bahia

Prof® Dr® Gabriela Vieira do Amaral - Universidade de Vassouras

Prof. Dr. Gianfabio Pimentel Franco - Universidade Federal de Santa Maria

Prof. Dr. Helio Franklin Rodrigues de Almeida - Universidade Federal de Ronddnia

Prof® Dr® lara Lacia Tescarollo - Universidade Sao Francisco

Prof. Dr. Igor Luiz Vieira de Lima Santos - Universidade Federal de Campina Grande

Prof. Dr. Jefferson Thiago Souza - Universidade Estadual do Ceara

Prof. Dr. Jesus Rodrigues Lemos - Universidade Federal do Piaui

Prof. Dr. Jonatas de Franga Barros - Universidade Federal do Rio Grande do Norte

Prof. Dr. José Max Barbosa de Oliveira Junior - Universidade Federal do Oeste do Para

Prof. Dr. Luis Paulo Souza e Souza - Universidade Federal do Amazonas

Prof? Dr* Magnélia de Aradjo Campos - Universidade Federal de Campina Grande

Prof. Dr. Marcus Fernando da Silva Praxedes - Universidade Federal do Recéncavo da Bahia
Prof® Dr* Maria Tatiane Gongalves Sa - Universidade do Estado do Para

Prof® Dr* Mylena Andréa Oliveira Torres - Universidade Ceuma

Prof® Dr® Natiéli Piovesan - Instituto Federacl do Rio Grande do Norte

Prof. Dr. Paulo Inada - Universidade Estadual de Maringa

Prof. Dr. Rafael Henrique Silva - Hospital Universitario da Universidade Federal da Grande
Dourados

Prof? Dr? Regiane Luz Carvalho - Centro Universitario das Faculdades Associadas de Ensino
Prof® Dr* Renata Mendes de Freitas - Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof® Dr® Vanessa Lima Goncalves - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof? Dr® Vanessa Bordin Viera - Universidade Federal de Campina Grande

Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias

Prof. Dr. Adélio Alcino Sampaio Castro Machado - Universidade do Porto

Prof. Dr. Carlos Eduardo Sanches de Andrade - Universidade Federal de Goias

Prof? Dr* Carmen Lucia Voigt - Universidade Norte do Parana

Prof. Dr. Douglas Gongalves da Silva - Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia

Prof. Dr. Eloi Rufato Junior - Universidade Tecnolégica Federal do Parana

Profe Dr? Erica de Melo Azevedo - Instituto Federal do Rio de Janeiro

Prof. Dr. Fabricio Menezes Ramos - Instituto Federal do Para

Prof® Dra. Jéssica Verger Nardeli - Universidade Estadual Paulista Jilio de Mesquita Filho
Prof. Dr. Juliano Carlo Rufino de Freitas - Universidade Federal de Campina Grande

Prof® Dr® Luciana do Nascimento Mendes - Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia
do Rio Grande do Norte

Q\tena

Editora

Ano 2020



%)
IS

<
c
)
Q
Ay
QO
N
N
\
3
(b}
(%)
R
N

/éncias

C

Prof. Dr. Marcelo Marques - Universidade Estadual de Maringa

Prof? Dr* Neiva Maria de Alimeida - Universidade Federal da Paraiba
Prof? Dr* Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte
Prof® Dr? Priscila Tessmer Scaglioni - Universidade Federal de Pelotas
Prof. Dr. Takeshy Tachizawa - Faculdade de Campo Limpo Paulista

Linguistica, Letras e Artes

Prof? Dr? Adriana Demite Stephani - Universidade Federal do Tocantins

Prof? Dr* Angeli Rose do Nascimento - Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro

Prof? Dr? Carolina Fernandes da Silva Mandaji - Universidade Tecnolégica Federal do Parana
Prof? Dr? Denise Rocha - Universidade Federal do Ceara

Prof. Dr. Fabiano Tadeu Grazioli - Universidade Regional Integrada do Alto Uruguai e das
Missoes

Prof. Dr. Gilmei Fleck - Universidade Estadual do Oeste do Parana

Prof? Dr* Keyla Christina Almeida Portela - Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia
do Parana

Prof® Dr* Miranilde Oliveira Neves - Instituto de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Para

Prof® Dr* Sandra Regina Gardacho Pietrobon - Universidade Estadual do Centro-Oeste

Prof® Dr* Sheila Marta Carregosa Rocha - Universidade do Estado da Bahia

Conselho Técnico Cientifico

Prof. Me. Abraao Carvalho Nogueira - Universidade Federal do Espirito Santo

Prof. Me. Adalberto Zorzo - Centro Estadual de Educagao Tecnoldgica Paula Souza
Prof. Dr. Adaylson Wagner Sousa de Vasconcelos - Ordem dos Advogados do Brasil/Seccional
Paraiba

Prof. Dr. Adilson Tadeu Basquerote Silva - Universidade para o Desenvolvimento do Alto Vale
do ltajai

Prof. Me. Alexsandro Teixeira Ribeiro - Centro Universitario Internacional

Prof. Me. André Flavio Gongalves Silva - Universidade Federal do Maranhao

Prof? Ma. Andréa Cristina Marques de Araujo - Universidade Fernando Pessoa

Prof? Dr® Andreza Lopes - Instituto de Pesquisa e Desenvolvimento Académico

Prof? Dr* Andrezza Miguel da Silva - Faculdade da Amazdnia

Prof® Ma. Anelisa Mota Gregoleti - Universidade Estadual de Maringa

Prof® Ma. Anne Karynne da Silva Barbosa - Universidade Federal do Maranhao

Prof. Dr. Antonio Hot Pereira de Faria - Policia Militar de Minas Gerais

Prof. Me. Armando Dias Duarte - Universidade Federal de Pernambuco

Prof® Ma. Bianca Camargo Martins - UniCesumar

Prof® Ma. Carolina Shimomura Nanya - Universidade Federal de Sao Carlos

Prof. Me. Carlos Antdnio dos Santos - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Prof. Ma. Claudia de Aratjo Marques - Faculdade de Musica do Espirito Santo

Prof? Dr? Claudia Tais Siqueira Cagliari - Centro Universitario Dindmica das Cataratas
Prof. Me. Clécio Danilo Dias da Silva - Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Prof. Me. Daniel da Silva Miranda - Universidade Federal do Para

Prof® Ma. Daniela da Silva Rodrigues - Universidade de Brasilia

Prof?® Ma. Daniela Remido de Macedo - Universidade de Lisboa

Prof® Ma. Dayane de Melo Barros - Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Me. Douglas Santos Mezacas - Universidade Estadual de Goias

Q\tena

Editora

Ano 2020



%)
IS

<
c
)
Q
Ay
QO
N
N
\
3
(b}
(%)
R
N

/éncias

C

Prof. Me. Edevaldo de Castro Monteiro - Embrapa Agrobiologia

Prof. Me. Eduardo Gomes de Oliveira - Faculdades Unificadas Doctum de Cataguases

Prof. Me. Eduardo Henrique Ferreira - Faculdade Pitagoras de Londrina

Prof. Dr. Edwaldo Costa - Marinha do Brasil

Prof. Me. Eliel Constantino da Silva - Universidade Estadual Paulista Jalio de Mesquita

Prof. Me. Ernane Rosa Martins - Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Goias
Prof. Me. Euvaldo de Sousa Costa Junior - Prefeitura Municipal de Sdo Jodo do Piaui

Prof® Ma. Fabiana Coelho Couto Rocha Corréa - Centro Universitario Estacio Juiz de Fora

Prof. Me. Felipe da Costa Negrao - Universidade Federal do Amazonas

Prof? Dr* Germana Ponce de Leon Ramirez - Centro Universitario Adventista de Sao Paulo
Prof. Me. Gevair Campos - Instituto Mineiro de Agropecuaria

Prof. Me. Givanildo de Oliveira Santos - Secretaria da Educacao de Goias

Prof. Dr. Guilherme Renato Gomes - Universidade Norte do ParanaProf. Me. Gustavo Krahl -
Universidade do Oeste de Santa Catarina

Prof. Me. Helton Rangel Coutinho Junior - Tribunal de Justica do Estado do Rio de Janeiro
Prof® Ma. Isabelle Cerqueira Sousa - Universidade de Fortaleza

Prof® Ma. Jaqueline Oliveira Rezende - Universidade Federal de Uberlandia

Prof. Me. Javier Antonio Albornoz - University of Miami and Miami Dade College

Prof. Me. Jhonatan da Silva Lima - Universidade Federal do Para

Prof. Dr. José Carlos da Silva Mendes - Instituto de Psicologia Cognitiva, Desenvolvimento
Humano e Social

Prof. Me. Jose Elyton Batista dos Santos - Universidade Federal de Sergipe

Prof. Me. José Luiz Leonardo de Araujo Pimenta - Instituto Nacional de Investigacion
Agropecuaria Uruguay

Prof. Me. José Messias Ribeiro Janior - Instituto Federal de Educagcdo Tecnoldgica de
Pernambuco

Prof® Dr® Juliana Santana de Curcio - Universidade Federal de Goias

Prof® Ma. Juliana Thaisa Rodrigues Pacheco - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof2 Dr* Kamilly Souza do Vale - Nucleo de Pesquisas Fenomenolégicas/UFPA

Prof. Dr. Karpio Marcio de Siqueira - Universidade do Estado da Bahia

Prof? Dr® Karina de Araujo Dias - Prefeitura Municipal de Florian6polis

Prof. Dr. Lazaro Castro Silva Nascimento - Laboratério de Fenomenologia & Subjetividade/UFPR
Prof. Me. Leonardo Tullio - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof® Ma. Lilian Coelho de Freitas - Instituto Federal do Para

Prof® Ma. Liliani Aparecida Sereno Fontes de Medeiros - Consércio CEDERJ

Prof® Dr? Livia do Carmo Silva - Universidade Federal de Goias

Prof. Dr. Lucio Marques Vieira Souza - Secretaria de Estado da Educagao, do Esporte e da
Cultura de Sergipe

Prof. Me. Luis Henrique Almeida Castro - Universidade Federal da Grande Dourados

Prof. Dr. Luan Vinicius Bernardelli - Universidade Estadual do Parana

Prof. Dr. Michel da Costa - Universidade Metropolitana de Santos

Prof. Dr. Marcelo Maximo Purificacdo - Fundagao Integrada Municipal de Ensino Superior

Q\tena

Editora

Ano 2020



Prof. Me. Marcos Aurelio Alves e Silva - Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de
Sao Paulo

Prof? Ma. Maria Elanny Damasceno Silva - Universidade Federal do Ceara

Prof® Ma. Marileila Marques Toledo - Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e
Mucuri

Prof. Me. Ricardo Sérgjo da Silva - Universidade Federal de Pernambuco

Prof® Ma. Renata Luciane Polsaque Young Blood - UniSecal

Prof. Me. Robson Lucas Soares da Silva - Universidade Federal da Paraiba

Prof. Me. Sebastido André Barbosa Junior - Universidade Federal Rural de Pernambuco

Prof* Ma. Silene Ribeiro Miranda Barbosa - Consultoria Brasileira de Ensino, Pesquisa e
Extensao

Prof® Ma. Solange Aparecida de Souza Monteiro - Instituto Federal de Sao Paulo

Prof. Me. Tallys Newton Fernandes de Matos - Faculdade Regional Jaguaribana

Prof? Ma. Thatianny Jasmine Castro Martins de Carvalho - Universidade Federal do Piaui

Prof. Me. Tiago Silvio Dedoné - Colégio ECEL Positivo

Prof. Dr. Welleson Feitosa Gazel - Universidade Paulista

%)
IS

<
N
<)
Q
Ay
Q
]
S
S
S
(b}
(%)
3
§

/éenclas

C

[Z\tena

Editora

Ano 2020




WER

]
N
N
)
3
Y,
)
]
N
N
3
QO
%)
3
§

/éncias

C

Investigagao, construgdo e difusdo do conhecimento em matematica

2

Editora Chefe: Prof* Dr* Antonella Carvalho de Oliveira
Bibliotecaria: Janaina Ramos
Diagramagdo: Camila Alves de Cremo
Corregdo: Vanessa Mottin de Oliveira Batista
Edicao de Arte: Luiza Alves Batista
Revisdo: Os Autores

Organizadores:

Ameérico Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
Mirian Ferreira de Brito

Dados Internacionais de Cataloga¢do na Publica¢éo (CIP)

162 Investigacao, construcao e difusao do conhecimento em
matematica 2 / Organizadores Américo Junior Nunes
da Silva, André Ricardo Lucas Vieira, Mirian Ferreira de
Brito. - Ponta Grossa - PR: Atena, 2020.

Formato: PDF

Requisitos de sistema: Adobe Acrobat Reader
Modo de acesso: World Wide Web

Inclui bibliografia

ISBN 978-65-5706-610-2

DOl 10.22533/at.ed.102201012

1. Matematica. 2. Conhecimento. I. Silva, Américo
Junior Nunes da (Organizador). II. Vieira, André Ricardo
Lucas (Organizador). lll. Brito, Mirian Ferreira de
(Organizadora). IV. Titulo.

CDD 510

Elaborado por Bibliotecédria Janaina Ramos - CRB-8/9166

Atena Editora

Ponta Grossa - Parana - Brasil
Telefone: +55 (42) 3323-5493
www.atenaeditora.com.br
contato@atenaeditora.com.br

Q\tena

Editora

Ano 2020




%)
IS

<
N
<)
Q
Ay
Q
]
S
S
S
(b}
(%)
3
§

/éenclas

C

DECLARAGAO DOS AUTORES

Os autores desta obra: 1. Atestam nao possuir qualquer interesse comercial que constitua um
conflito de interesses em relacéo ao artigo cientifico publicado; 2. Declaram que participaram
ativamente da construgao dos respectivos manuscritos, preferencialmente na: a) Concepcao do
estudo, e/ou aquisicao de dados, e/ou andlise e interpretacao de dados; b) Elaboragao do artigo
ou revisao com vistas a tornar o material intelectualmente relevante; c) Aprovagao final do
manuscrito para submissao.; 3. Certificam que os artigos cientificos publicados estao

completamente isentos de dados e/ou resultados fraudulentos.

[Z\tena

Editora

Ano 2020



APRESENTACAO

O contexto social, histérico e cultural contemporaneo, fortemente marcado
pela presenca das Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicagcdo — TDIC,
entendidas como aquelas que tém o computador e a internet como instrumentos
principais, gera demandas sobre a escola e sobre o trabalho docente. Nao se trata
de afirmar que a presenca das tecnologias na sociedade, por si s6, justifica sua
integracdo a educacdo, mas de considerar que os nascidos na era digital tém um
perfil diferenciado e aprendem a partir do contexto em que vivem, inclusive fora da
escola, no qual estédo presentes as tecnologias.

E nesta sociedade altamente complexa em termos técnico-cientificos, que
a presenca da Matematica, alicercada em bases e contextos histéricos, é uma
chave que abre portas de uma compreenséao peculiar e inerente a pessoa humana
como ser Unico em sua individualidade e complexidade, e também sobre os mais
diversos aspectos e emaranhados enigmaticos de convivéncia em sociedade.
Convém salientar que a Matemética fornece as bases do raciocinio e as ferramentas
para se trabalhar em outras ciéncias. Faz-se necessario, portanto, compreender
a importancia de se refletir sobre as estratégias pedagogicas utilizadas no ensino
desta ciéncia.

Ensinar Matematica ndo se limita em aplicacdo de férmulas e regras,
memorizagao, aulas expositivas, livros didaticos e exercicios no quadro ou atividades
de fixacdo, mas necessita buscar superar o senso comum através do conhecimento
cientifico e tecnologico. Importante, nos processos de ensino e aprendizagem
matematica priorizar e néo perder de vista o prazer da descoberta, algo peculiar e
importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matemaético.

A pratica pedagogica intrinseca ao trabalho do professor é complexa, e
buscar o “novo” exige o enfrentamento de situagdes inusitadas. Como a formacao
inicial representa a instancia formadora dos esquemas basicos, a partir dos quais
sdo desenvolvidas outras formas de atuacdo docente, urge analisa-la a fundo
para identificar as problematicas que implicam diretamente no movimento de
profissionalizagéo do professor que ensina matematica.

E neste sentido, que o livro “Investigagdo, Construcdo e Difusdo do
Conhecimento em Matematica”, em seu volume 2, relne trabalhos de pesquisa
e experiéncias em diversos espagos, como a escola por exemplo, com o intuito de
promover um amplo debate acerca das variadas areas que o compde.

Por fim, ao levar em consideragdo todos esses elementos, a importancia
desta obra, que aborda de forma interdisciplinar pesquisas, relatos de casos e/



ou revisoOes, refletem-se nas evidéncias que emergem de suas paginas através de
diversos temas que suscitam ndo apenas bases teoricas, mas a vivéncia pratica
dessas pesquisas.

Nessa direcao, portanto, desejamos a todas e a todos uma boa leitura!

Prof. Dr. Américo Junior Nunes da Silva
Prof. Me. André Ricardo Lucas Vieira

Profa. Dra. Mirian Ferreira de Brito
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RESUMO: Este artigo mostra a importancia
da Andlise Combinatéria no desenvolvimento
cognitivo de estudantes, por ser a area da
Matematica que permite, através dos métodos
de contagem, analisar e interpretar problemas,
assim contribuindo para o seu futuro académico
e/ou profissional. O tema principal deste trabalho
s80 0s métodos de contagem nao abordados
no Ensino Médio, objetivando a demonstragéo,
explicagdo, exemplificacbes de situagbes -—
problema, dos mesmos, que sdo Permutacdo
Circular, Combinagdo com Repeticdo e
Permutagédo Cadtica. A pesquisa é de caracter
bibliografica e documental, utilizando livros
didaticos do 2° ano do Ensino Médio como fonte
de dados documental, monografias e artigos
como fonte bibliografica. No desenvolvimento
do trabalho expde-se questdes do Enem e de
Concursos, com suas respectivas resolucgdes.
Conclui-se a importéncia da implementacao
desses conteudos no Ensino Médio.
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PALAVRAS-CHAVE: Métodos de contagem.
Ensino médio. Permutacgéo circular. Combinacgéo
com repeticdo. Permutacgédo cadtica.

COMBINATORY ANALYSIS: ASTUDY OF
THE MAIN COUNTING’S METHODS NOT
CONTEMPLATED IN HIGH SCHOOL

ABSTRACT: This article shows the importance
of Combinatorial Analysis in the cognitive
development of students. That area of
Mathematics analyzes and interprets problems
through counting’s methods contributing to
academic and/or professional future of them.
The main theme of this work is the counting’s
methods not contemplated in High School, aiming
at the demonstration, explanation, examples
and problem situations of counting’s methods,
which are Circular Permutation, Combination
with Repetition and Chaotic Permutation. The
research is bibliographical and documentary,
using textbooks of the 2nd year of High School
as a source of documentary data, monographs
and articles as a bibliographic source. In the
development of the work the issues of the National
Exam of the High School (Enem) and Public
Service Exam are presented, with their respective
resolutions. We conclude the importance of the
implementation of these contents in High School.
KEYWORDS: Counting’s methods. High school.
Circular permutation. Combination with repetition.
Chaotic permutation.

11 INTRODUGAO

A Andlise Combinatéria € a éarea da
Matematica na qual, através de métodos de
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contagem, se pode fazer a analise das possibilidades e combinagdes possiveis
entre um conjunto de elementos, considerando as restricbes. Pode-se, com a
Combinatéria, calcular o numero de possibilidades de um evento ocorrer, contar a
totalidade de anagramas de uma palavra, calcular a quantidade de senhas, numeros
telefénicos, etc.

A Combinatéria segundo Morgado (2006) “é¢ a parte da Matematica que
analisa estruturas e partes discretas”. Sendo assim, ela tem um amplo campo de
investigacdo e inUmeras aplicacdes em varias areas do conhecimento. Auxilia no
desenvolvimento légico e cognitivo, adequado para diversas areas, por permitir que
se escolha, arrume e conte elementos de um conjunto, sendo necessario analisar,
interpretar, pensar, especular e discutir situagdes-problema, comumente vistos
nas Olimpiadas de Matematica, em provas relevantes como o Exame Nacional do
Ensino Médio (Enem), provas de vestibulares e concursos publicos.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) destacam

As habilidades de descrever e analisar um grande numero de
dados, realizar inferéncias fazer predicbes com base numa amostra
de populacéo, aplicar as idéias de probabilidade e combinatéria a
fendbmenos naturais e do cotidiano sdo aplicagbes da Matematica em
questdes do mundo real que tiveram um crescimento muito grande e
se tornaram bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos
e probabilisticos sdo, sem duvida, instrumentos tanto das Ciéncias
da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como sera
importante uma cuidadosa abordagem dos contetdos de contagem,
estatistica e probabilidade no Ensino Médio, ampliando a interface
entre o aprendizado da Matematica e das demais ciéncias e areas.
(BRASIL, 2000, p.45)

Como exposto, é de grande importancia a abordagem dos contetdos
de contagem, dado que eles tém enorme influéncia no desenvolvimento das
competéncias e habilidades. Estas sdo descritas nos PCN’s como sendo:

e Ler e interpretar textos de Matematica.

e |dentificar o problema (compreender enunciados, formular questbes
etc).

e Procurar, selecionar e interpretar informacgoes relativas ao problema.

e Formular hipoéteses e prever resultados.

e Selecionar estratégias de resolugédo de problemas.

e Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.
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e Discutir idéias e produzir argumentos convincentes.

® Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacgdes reais,
em especial em outras areas do conhecimento. (BRASIL, 2000, p. 46)

Os métodos de contagem sdo utilizados durante todo o Ensino Fundamental
e Médio, mas, € geralmente abordado, formalmente, no segundo ano do Ensino
Médio, e por diversos fatores acaba por ndo ser muito bem explanado. E dentre
os fatores, estdo os proprios livros didaticos, que, na sua maioria, ndo abordam
todos os conteudos que podem ser trabalhados. Assim, surgindo o questionamento
de quais sdo os principais conteidos ndo abordados no Ensino Médio e suas
aplicagées. Por efeito, analisaram-se alguns livros de Matematica adotados em
turmas de Ensino Médio, para ver quais sao estes contetdos e observou-se que os
assuntos Permutacgéo Circular, Combinagado com Repeticdo e Permutagdo Cadtica,
néo séo abordados. E ao analisar 15 livros didaticos, obteve-se a seguinte tabela:

Livros Agrupamentos
~_ Combinagdo ~
Autor Ano Titulo Peg;gjg:rao com Pegggttligao
Repeticao
PaA:a?c?zlés 2005 Matematica e suas tecnologias - - -
Luis 2008 Matematica vol. Unico - - -
Roberto 2011 Matematica contexto e ) ) )
Dante aplicacbes
g::f;gfe 2016 Quadrante Matemética - - -
2010 Matematica: ciéncia e ) ) )
Gelson aplicacbes
lezzi 16 Matematica: ciéncia e i i i
aplicacdes vol 2.
José R 2005 Matematica completa - - -
o0sé Ruy .
Giovanni o000 Matemética uma nova ) ) )
abordagem
Jackson 2010 Matematica ciéncia, linguagem } } }
Ribeiro e tecnologia
JS%?E; 2013 Novo Olhar- Matematica - - -
“#:tléir;? a 2010  Conexdes com a Matematica Sim - -
Katia M - . "
Stocco 2013 atematica ensino médio - - -
Manoel 2002 Matematica conceito, linguagem } }
Paiva e aplicacdes
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Marcio

Cintra 2008 Matematica no ensino Médio - - -

Xavier e

Barreto 2009 Matematica aula por aula - - -

Tabela 1- Livros do 2° ano analisados

Fonte- Proprio autor.

Conforme a tabela, observa-se que dentre os 15 livros analisados, um, o de
titulo “Conexées com a Matematica’ de Juliane Matsbara, contempla um dos trés
conteudos, que é Permutacao Circular.

Existe varios outros métodos de contagem ndo abordados no Ensino Médio,
ocorrendo, muitas vezes também, este fato na graduacdo em Matematica, seja
Bacharel, Licenciatura ou Tecnblogo. Porém, este trabalho s6 abordara os trés
modelos de agrupamentos citados na Tabela 1, sempre com um olhar voltado para
uma possivel abordagem dos trés no Ensino Médio, pois:

Em primeiro lugar, entre os varios tipos de “numeros para contagem”
da Anélise Combinatéria eles sdo certamente os mais simples e de
uso mais amplo. Além disso, eles permitem resolver uma grande
quantidade de Problemas de Analise Combinatéria. Outra razao
para seu estudo é a aplicabilidade destes numeros a problemas de
probabilidade finitas, um campo de aplicagdo importante da Analise
Combinatéria. (MORGADO, 2006, p.2)

Portanto, este trabalho tem como objetivo geral apresentar os principais
métodos de contagem ndo abordados no Ensino Médio e suas aplicacdes. E os
objetivos especificos de analisar livros de matematica do 2° ano do Ensino Médio,
demonstrar matematicamente os principais métodos ndo abordados e apresentar
aplica¢des em situagbes — problema. Isto devido a importéncia desses assuntos, e
o estudo da Analise Combinato6ria em sala de aula, que em varios casos néo ocorre.

O desenvolvimento metodoloégico da pesquisa é do tipo bibliografica e
documental. Com a anélise dos 15 livros do 2° ano do Ensino Médio, sendo feito
o0 levantamento dos que abordam ou ndo os conteltdos, serviu como fonte de
dados documental. Os principais autores utilizados sdo Morgado (2006) e Santos
(2007), assim como artigos, dissertacdes e monografias de mestrados, além de
provas e banco de questées como fonte de dados bibliograficos. Sendo utilizado
os descritores: “Andlise Combinatéria”, “Permutagéo Circular’, “Combinagdo com
repeticdo”, “Permutacéo Caodtica” e “Situacdes-problema”.
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21 PERMUTACAO CIRCULAR

Permutacdo é a quantidade de maneiras de se ordenar n objetos, e disto,
conclui-se que essa quantidade de maneiras € a ordenacdo dos n elementos em
uma reta, ou seja, os elementos estao alinhados. Porém, nem sempre os elementos
a serem permutados estédo alinhados, eles podem ter uma disposicao circular, de
forma que n&o exista um primeiro e/ou um ultimo elemento. E o ndmero total de
possiveis disposicdes circulares, dado um numero finito de elementos participantes,
sdo calculadas pela Permutagéo Circular. Esta pode ser definida como o nimero de
possibilidades de se ordenar n objetos distintos em torno de um circulo.

A fim de compreender este agrupamento, vamos analisar o caso de termos
trés objetos distintos de forma linear e, posteriormente, em circulo, denominados a,
b e c, e observar que a quantidade de maneiras de ordena-los em uma reta é dado
pela formula P =n!, logo, P,=3! b P =6 formas de ordenagéo destes trés elementos
de forma linear. Mas, e a quantidade de maneiras de ordena-los em um circulo?

Observe abaixo as seis ordenag¢des em circulo.
a c b
OO0
a b c
O¥OI0
Figura 1- Permutagéo de trés elementos em circulo

Fonte- Préprio autor

Observando as seis figuras, tem-se que ao rotacionar os circulos 2 e 3,
independente do sentido, ambos coincidem com o circulo 1. E, ao se rotacionar
os circulos 5 e 6, os mesmos coincidem com o circulo 4. Ou seja, o nimero de
possibilidades de se dispor os trés objetos em torno de um circulo séo duas, que sao
a forma do circulo 1 e do circulo 4.

Da mesma forma, fazendo a ordenacao de 4 elementos, estes sendo a, b, ce
d, em forma linear, tem-se P,=4! = 24. Observe abaixo estas ordenagdes em circulo.
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a a a a a
b d ’ b b @C C®b d@c ¢ @ :
d d b b

c c
d b c b c d
b d b c d c
c c d d b b
d bb@d c@b n@c cdd ¢
a a a a a a
b d b c d c
G s
d b c h [ d

Figura 2- Permutagéo de quatro elementos em circulo

Fonte- Proprio autor

Ao observar os circulos acima, nota-se que os circulos 2, 3 e 4 sdo iguais,
por rotagéo, ao circulo 1. Assim, também se tem os circulos 6,7 e 8 iguais ao 5, 0s
10,11 e 12 a0 9, os 14, 15 e 16 iguais ao 13, os 18, 19 e 20 ao 17 e que os circulos
22, 23 e 24 séao iguais ao 21. Portanto, os circulos distintos sédo os 1, 5,9, 13,17 e

21, expostos abaixo.

a a a a a a
c c d d b b

Figura 3-Permutagéo circular de quatro elementos

Fonte-Préprio autor

Ou seja, das 24 permutagfes simples de 4 elementos, tem-se 6 permutagdes
circulares distintas. Portanto o niumero de permutagdes circulares de 4 elementos

distintos é 6.
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Por recorréncia' tem-se que, como visto acima, o numero de possibilidades
de se ordenar 3 e 4 objetos distintos em torno de um circulo sédo, respectivamente,

. 3! !
2 e 6, e estes resultados podem ser reescritos como 2= ? e 6= 4_

4
Assim, generalizando, a Permutagéo circular é representada por

(pc), == (pe), =21

O que implica que a Permutagéo circular de n objetos distintos é dada por

(PC) = (n- 1)! (1

Segue a aplicagéo no exemplo.

Exemplo: (ENEM 2013) Um artesdo de joias tem & sua disposicéo pedras
brasileiras de trés cores: vermelhas. azuis e verdes. Ele pretende produzir joias
constituidas por uma liga metélica, a partir de um molde no formato de um losango
nado quadrado com pedras nos seus vértices, de modo que dois vértices consecutivos
tenham sempre pedras de cores diferentes. A figura ilustra uma joia, produzida por
esse artesdo, cujos vértices A, B, C e D correspondem as posi¢des ocupadas pelas
pedras.

Com base nas informagbes fornecidas, quantas joias diferentes, nesse
formato, o artesédo podera obter?

a)6 b)12 c)18 d)24 e)36

SOLUCAO: Como séo 4 lugares e se tem 3 cores, aplica-se a férmula (1) com
4 elementos, ficando um local em cada possibilidade para ser preenchido com uma
das pedras, assim, tem-se (PC), = (4-1)! = 3! = (PC),=6 modos. Desta forma, tem-
se que destas 6 possibilidades, tem-se em cada uma, um vértice a ser preenchido.
Logo, para preencher cada um desses vértices, tem-se somente uma possibilidade
ja que ha a restricdo de ndo poder ficar pedras adjacentes de mesma cor, totalizando
6 possibilidades. Portanto, o numero de joias diferentes que o artesdo pode obter é
6+6=12. Assim sendo a alternativa b correta.

1 Técnica matemética que permite definir uma férmula genérica através de casos particulares.
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31 COMBINAGAO COM REPETICAO

Diferentemente da Combinacdo Simples, o agrupamento chamado de
Combinagdo com Repeticdo ou Combinagdo Completa é o nUmero de subconjuntos
formados por elementos distintos unido com o numero de subconjuntos formados
por elementos nao distintos. Ou seja, de acordo com Santos (2007) na Combinagéo
Simples de n elementos tomados p a p, deve-se ter p menor que ou igual a n,
enquanto que na Completa essa restricdo ndo é necessaria, podendo-se selecionar
p objetos, dentre os n distintos, onde cada objeto pode ser tomado até p vezes.

Para melhor compreenséo, supde-se que uma pessoa queira comprar 2
potes de sorvete e no local de venda ha 4 sabores de sorvete. Representando a
quantidade de potes do sabor um por S,, do sabor dois por S,, do trés por S, e
do quatro por S,. E através do exposto acima se mostra, na tabela abaixo, cada
possibilidade de compra, ou seja, cada subconjunto que pode ser formado por dois
diferentes ou repetidos sabores.

Possibilidades Quantidade

S, S, S, S,
1 1 1 0
2 1 0 1 0
3 1 0 0 1
4 0 1 1 0
5 0 1 0 1
6 0 0 1
7 2 0 0 0
8 0 2 0 0
9 0 0 2 0
10 0 0 0 2

Tabela 3-Possibilidades de agrupamentos

Fonte-Préprio autor

Observando a tabela, nota-se que ha 6 possibilidades de comprar os dois potes
de sorvete distintos, concordando com o resultado encontrado para Combinacgéo

. o 4! , 4! )
Simples de 4 elementos tomados 2 a 2: C, = mé@ RETITing C,=6.

E ainda se encontram 4 agrupamentos (4 op¢des distintas de compras) com

os dois potes de sorvete do mesmo sabor. Portanto, pelo Principio Aditivo, tem-se
um total de 10 modos de comprar os dois potes de sorvete.
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A dificuldade, nesse tipo de problema, até entéo, é encontrar esse total de 10
possibilidades de resultados (ou solu¢des) de uma forma simples e elegante.

Para isso, pode-se escrever S +S,+S+S,= 2, ou seja, temos uma equagao
linear de coeficientes unitarios, onde o numero de possiblidades € o de solugdes
inteiras ndo negativas dessa equacdo. E para resolver, usa-se um sistema
conhecido como “bola-traco” o qual para cada sinal de operacgéo (+) coloca-se um
traco e, 0 numero de bolas entre esses tragos representa a quantidade total de
objetos desejados, neste exemplo dois. Dai temos a representacao das 10 possiveis

solugbes neste método “bola-trago”.

S S, =2 S, (5.5.S.S,)

3

L] L]

+ -
I |
I I
I | e
I I
I I
I I
I I
I I
I |
I I

e bbbl

Figura 4-Solugdes conforme o sistema “bola-trago”

Fonte-Préprio autor

Pelo exposto, nota-se que ha uma bijecdo entre as sequencias de bola-
traco e a solugéo, ou seja, cada sequéncia representa uma Unica solucéo e toda
solugdo tem uma Unica sequéncia que a define. Dado que, todas as sequéncias
acima sao formadas por 3 tracos e 2 bolas, tem-se um caso de permutagdo com
repeticdo. Assim utilizando a formula da Permutagdo com Repeticdo, onde se
tem um total de 5 elementos com a repeticdo de 2 objetos e 3 de outro, obtém-

se P :%:ﬂ’f‘} :%ﬁf’;’} =10. Além disto P;* :%:Cﬁ. Portanto ha 10
possibilidades de compra do sorvete.

De fato, de acordo com Morgado (2006) a Combinagdo Completa pode ser
interpretada como o numero de modos de se selecionar p objetos, distintos ou nao,
entre n objetos distintos ou como o nimero de solugdes inteiras ndo negativas de
uma equacéo linear de coeficientes unitarios.

Observando o exemplo acima, generalizando os termos, e analisando o

método bola-traco, identifica-se que a quantidade de tracos € (n-1) e que o numero
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de bolas é p, totalizando (n-1 + p) elementos, e o0 niumero de elementos repetidos,
ou seja, as bolas e tracos, séo p e (n-1), respectivamente.
Em resumo, tendo-se uma equacéo linear de coeficientes unitarios do tipo

X+ X, + X3+ .t X, =P

O numero de solugbes inteiras ndo negativas desta equagédo é dado pela

formula da Permutagédo com Repeticdo, que se obtém

(n+p- 1)
p!(n- 1)

Relacionando a formula da Combinacao Simples, fica da seguinte forma

Pp.(n- N _
(+p-1)

o - (@tp=t o, _(ntp-l)t

() p!l(n+p—1-p)! (ntp-b) p!(n—1)!
“De modo geral, C; é o nimero de modos de escolher p objetos distintos
entre os n objetos distintos dados, e CR} & o numero de modos de escolher p
objetos distintos ou ndo entre n objetos distintos dados”. (MORGADO, 2006, p.52).
Portanto, a férmula da Combinagéo com repeticéo é:

—1)!
1 LI C N s Jud )
P p!(n—1)!
Para melhor compreensao, segue um exemplo da utilizacao desta formula.
Exemplo:(ENEM 2017) Um brinquedo infantil caminh&o-cegonha é formado

por uma carreta e dez carrinhos nela transportados, conforme a figura.

GOV
/| | cocooco
00000

No setor de producdo da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a
pintura de todos os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente.
Sao utilizadas as cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado
apenas com uma cor. O caminhdo-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou
que em todo caminhao-cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma
das quatro corres disponiveis. Mudanca de posi¢cdo dos carrinhos no caminhéo-
cegonha nao gera um novo modelo do brinquedo.

Com base nessas informagbes, quantos sdo os modelos distintos do
brinquedo caminhdo-cegonha que essa empresa podera produzir?

a) C; b) C; c) C; d) 6* e) 4°

10

SOL UCA O: Como se deve ter pelo menos um carrinho de cada cor, e se tem 4
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cores, restam 6 carrinhos. Assim, como estes 6 carrinhos podem ser da mesma cot,
9! " 9!

N Cg ="
6!(9—6)! 613!
que, através da combinagdo complementar , obtém-se cg = Cf,. Portanto, a

usa-se a formula (2), portanto, tem-se CR{=C{, A =C)=

alternativa b é a correta.

41 PERMUTAGAO CAOTICA

De acordo com Silva (2016), Permutacao Cadtica ou Desarranjo é o conjunto
das fungbes f:A . Atais que f(a,)#a paratodo i€ {1,2,3,...,n}, ou seja uma Permutacéo
Cadtica dos elementos do conjunto A={a,,...,a } € o conjunto das permutagGes dos
elementos de A nas quais nenhum deles fique na sua posicéo inicial. Ou seja, “uma
permutagédo dos numeros (1, 2, ..., n) é dita cadtica (ou desordenamento) quando
nenhum numero esta no seu lugar primitivo. Assim, as permutacdes 2143 e 3142
sdo cadticas, mas 1342 ndo é.” (MORGADO, 2006, p.73) pois 0 1 esta no seu lugar
primitivo.

Para melhor entendimento, calcula-se o nUmero de permutagdes cadticas da
palavra “rua”. O numero geral de permutagdes simples é P, = 3! = 6, que séo {(rua),
(rau), (ura), (uar), (aru), (aur)}, observa-se, dentre os 6 anagramas, que somente
(uar) e (aru) sao cadticas, pois nenhuma das trés letras esta na sua posicao inicial.
Agora contando o numero de anagramas com cada letra fixa, assim chamando de
A, o numero de permutagdes da palavra “rua”, fixando o “r”, de A, as permutagdes

78]

fixando “u”, e de A, 0 “@”, obtém-se a seguinte tabela:

Ndmero Anagramas
A=21=2 (rua) , (rau)
A,=21=2 (rua) , (aur)
A,=21=2 (rua) , (ura)

Tabela 4-Permutagdes da palavra rua com elementos fixos

Fonte-Préprio autor

Totalizando um conjunto de 6 anagramas em que pelo menos uma letra esta
no seu local primitivo, porém, observa-se que se conta as ordenagdes repetidas,
portanto, deve-se subtrair este do conjunto que contém todas as permutagdes
gerais possiveis, logo

6-6
Mas, fazendo isso também se retira as permutagcdes que sdo as intersecbes

#(A,NA,), onde “r" e “u” estdo fixos que € (rua), #(A, N A,), no qual “r" e “a” estéo

Investigacao, Construgéo e Difuséo do Conhecimento em Matematica 2 Capitulo 5



“ “an

fixos que € (rua), e #(A,N A,), que “u” e “a” est&o fixados sendo (rua). Ou seja, deve-
se adicionar as intersecoes. Logo,
6-6+3

Por efeito, acaba-se adicionando também a intersecdo #(A, N A,N A,) onde
todas as letras estdo em seu lugar original, que € (rua), portanto subtrai-se essa
interse¢d@o. Assim tem-se

6-6+3-1=2

que é o desordenamento da palavra “rua”. Observa-se que este resultado &
dado por n! menos o PIE? com trés conjuntos. O numero de Permutacdes caéticas
de n elementos é representado por D, portanto o nimero de desarranjos da palavra
“‘rua” & D,=2.

Generalizando os fatos, o numero geral de permutacbes de n elementos
distintos é dado por n!l. J& o0 nUmero de permutagdes onde cada elemento esta fixo
em sua posi¢do de origem (posicao primitiva), isto é, o 1° elemento esta no seu local
primitivo ou 2° no seu lugar inicial, assim por diante até o enésimo elemento fixado na
posicéo inicial, sera definido a seguir. Chamando de A para i=(1,2,3,...,n) o nimero de
permutagdes com cada elemento fixo tem-se a seguinte quantidade:

A: l(n—1)(n-2)(n=3)-....1=(n—1)!
A, (n—1)-1-(n—2)-(n—3)-...-1:(n—l)!

A:3 : (n—1)-(1’1—2)-1-(1’1‘—3)-...-1 = (n—l)!

A (n—l)-(n—Z)-(n—.3)-...-1-1 :(n—l)!

Evidentemente, no célculo acima, ha permutacdes repetidas nas sequéncias
onde cada elemento esta fixo, ou seja, ha alguma permutagdo do A, em que o
segundo elemento esta no seu lugar primitivo e isso ocorre também com A,, até o
A_, tendo desta forma varias intersegdes. Logo, precisa-se calcular o nimero dessas
permutacdes observando as diversas intersegdes, e para isso utiliza-se a férmula
generalizada do PIE:

ﬂ|;q2§}m¢f§jﬂAmAg+_k S #(ANANLNA ) et

1<ij<ip<n 1<y <iy <.i<if <0

(1) #(A,NA, NLNA,)

Onde Z#(Aa): n!, calculado anteriormente, e que Z #(Ai. mAi:)
i=1

= 1<5, <1, <n
€ dado pela combinacgdo de quaisquer dois elementos, assim observa-se abaixo

2 Principio da Incluséo e Exclus&o.
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1'1:(n=2)-(n=3)-...1=(n=2)!

1-(n=2)-1-(n=3)-.-.1=(n—-2)!
A NA, =C}-(n-2)!

(n—2)-1-1-(n—3)-...1=(n—2)!

(an)-(nffa)-l.-“.-l-l =(n-2)!

n!

2 . 2 _
Logo, desenvolvendo C; -(n—2)!, obtém-se C;-(n—2)!= 2]

(n=2)!

|
Simplificando, fica C2-(n—2)!==- .
2!

!
Portanto Z #(Ail ﬂAlz):%, € 0 numero de permutacdoes em que ha

1<i;<i, <n

pelo menos dois elementos em seus lugares de origem.

Seguindo 0 mesmo raciocinio para o Z #(A,I mA,lﬂA,s), tem-se que

1<, <i,<n
#(Ai‘ NA, ﬁAii)éiguaIa(n-S)!, C; vezes, ouseja, Ci-(n—3)!:ﬁ-(n—3)!,
- h (n—
simplificando, tem-se Ci -(n_3)g: 13]_:

n!
Logo, 2. #(Ah NA, ﬂAil)=— é o nimero de permutacdes com trés

= 31
1<i; <ip<n
elementos em seus lugares primitivos. '
n
Por recorréncia, conclui-se que #(A, NA, ﬂmﬂA"):;:L
Portanto, pode-se reescrever a férmula generalizada do PIE da seguinte
forma
#( ) A)fn'—n—!+n—!—n—!+ +(=1"
R T TV
Deixando todos os termos em forma de fragéo

n n! n! n! n! o1 1!
#(Ui:'A‘):F_Z+§_Z+"'+(_l) Sk

n!
evidenciando n! tem-se
2 1 1 1 1 a1 1 3
#( HA].):n![———+———+.,.—0—(—1) = @
i= 1 21 31 4 n!

Sendo assim (3) o numero de permutagées de n elementos, com algum deles
em seu lugar inicial.

Para se obter o desordenamento, ou seja, o nimero de permutacdes cadticas,
de n elementos é necessario subtrair (3) do niumero geral de permutagbes simples
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de n elementos que é n!. Logo, D, segue da seguinte forma:

D, :n!n![liJrL !

o2 3 Z+“‘+(71) “n!

Evidenciando n! tem-se

1—1A[1—i+i—i+...+(—1)”*‘Ai]

D =n!
. I 20 31 4 n!

Logo, realizando a multiplicagéo

D, :ni{l—l+i—i+i+...+(—1)“+‘-i]
20 31 41 n!
Portanto, conclui-se que a férmula da Permutacédo Caoltica é da seguinte
forma
1,1 1 !
D, :n![l——+———+...+(—1) -—] (4)
20 3! n!

Além dessa formula “é interessante observar que D é aproximadamente
. | . . , . . . L. n!,
igual a *; mais precisamente, D é o inteiro mais proximo de —” (MORGADO,
c €

20086, p.75). De tal forma observa-se a tabela abaixo:

n D, o
e
1 0 0,3.
2 1 0,7...
3 2 2,2.
4 8.8...
5 44 44.1...
6

265 264.8...

Tabela 5-Aproximagdes

Fonte-Morgado, 2006, p.75

Segue um exemplo resolvido utilizando esta formula.
Exemplo: (FUVEST 2017) Claudia, Paulo, Rodrigo € Ana brincam entre si
de amigo secreto (ou amigo-oculto). Cada nome é escrito em um pedaco de papel,

que é colocado em uma urna, e cada participante retira um deles ao acaso. A
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probabilidade de que nenhum participante retire seu proprio nome é
a)l/4 b)7/24 c)1/3  d)3/8 e)5/12
SOLUGAO: Considerando que Cléudia seja a primeira, Paulo o segundo,
Rodrigo o terceiro e Ana a quarta pessoa a tirar o papel da urna. E como a questdo
pede a probabilidade que nenhum dos quatro retire o seu proprio nome, ou seja,
nenhum dos papeis retorne ao seu local de origem, deve calcular o numero total de
possibilidades e o de desordenamento. Logo, o numero total de possibilidades de
se retirar o papel é dado pela formula da permutagdo simples, ou seja, P,=4! = 24.
Agora calcula-se o numero de possibilidades de nenhuma das 4 pessoas tirarem
seu proprio nome utilizando a férmula (4), tem-se
D, :4![17%+%—%+%]:>D4 :24[1—1+L]

.

=D,=24 =D,=12—-4+1=D,=9

Portanto ha 9 possibilidades dos papeis retirados ndo sairem na ordem
Claudia, Paulo, Rodrigo e Ana. Assim o resultado da questao é o quociente entre o
estas possibilidades e o nUmero total, logo a probabilidade é de 2% que simplificando

por 3, obtém-se % que corresponde a alternativa d.

51 CONSIDERAGOES FINAIS

Com o desenvolvimento deste trabalho pode-se reconhecer que ha a
auséncia de importantes contetdos da Analise combinatéria nos livros didaticos,
constatados na tabela 1. Visto que os Métodos de Contagem s&o ferramentas
imprescindiveis para o desenvolvimento da capacidade de pensar e compreender
dos alunos, ao explorar novos conteudos permite-se a elevagédo do nivel dos
estudantes, inclusive os de nivel superior.

Durante a pesquisa constatou-se a presencga dos agrupamentos Permutagéo
Circular, Combinagdo com Repeticdo e Permutacdo Caodtica em questbes de
provas importantes como Enem e provas de concursos, trés presentes no corpo
deste artigo, utilizadas como exemplo e também para mostrar a importancia desses
contetdos no Ensino Médio.

Por fim, conclui-se que esses sdo o0s principais conteldos da Analise
Combinatéria que ndo sao abordados no Ensino Médio. Portanto, enfatiza-se a
importancia da insercao desses conteudos nos livros didaticos, devido a necessidade
da abordagem dos mesmos no Ensino Médio e por serem necessarios para um
melhor desenvolvimento dos alunos, beneficiando-os em seu futuro académico e
profissional.
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