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APRESENTACAO

Diante do cenéario em que se encontra a educacéo brasileira, € comum a resisténcia
a escolha da docéncia enquanto profisséo. Os baixos salarios oferecidos, as péssimas
condi¢bes de trabalho, a falta de materiais diversos, o desestimulo dos estudantes e a
falta de apoio familiar sé@o alguns dos motivos que inibem a escolha por essa profisséo.
Os reflexos dessa realidade s@o percebidos pela baixa procura por alguns cursos de
licenciatura no pais, como por exemplo, o curso de Matemética.

Para além do que apontamos, a formacéao de professores que ensinam Matematica
vem sofrendo, ao longo dos Ultimos anos, inUmeras criticas acerca das limitagGes
apresentadas para a constituicao de professores. Aforma como muitos cursos se organizam
curricularmente, se olharmos para algumas licenciaturas, impossibilita experiéncias de
formacéo que aproximem o futuro professor das diversas e plurais realidades escolares.
Somada a essas limitagdes esta o descuido com a formagéo de professores reflexivos e
pesquisadores.

O contexto social, politico e cultural tem demandado questdes muito particulares
para a escola e, sobretudo, para a formacao, trabalho e pratica docente. Isso, de certa
forma, tem levado os gestores educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e
para a Educacao Béasica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse contexto de incluséo,
tecnologia e de um “novo normal”; com isso, € importante olhar mais atentamente para os
espacos formativos, em um movimento dialégico e pendular de (re)pensar as diversas
formas de se fazer ciéncias no pais. A pesquisa, nesse interim, tem se constituido como um
importante lugar de ampliar o olhar acerca das inUmeras probleméticas, sobretudo no que
tange ao conhecimento matematico.

E nessa sociedade complexa e plural que a Matematica subsidia as bases do
raciocinio e as ferramentas para se trabalhar em outras areas; € percebida enquanto parte
de um movimento de constru¢do humana e histérica e constitui-se importante e auxiliar
na compreensao das diversas situagdes que nos cerca e das inUmeras problematicas que
se desencadeiam diuturnamente. E importante refletir sobre tudo isso e entender como
acontece o ensino desta ciéncia e 0 movimento humanistico possibilitado pelo seu trabalho.

Ensinar Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dindmica
em sua construcdo que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem matematica, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico e sobre isso, de
uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.

E neste sentido, que o livro “Incompletudes e Contradigcdes para os Avancgos da
Pesquisa em Matematica’, nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiéncias
do professor pesquisador que ensina Matematica sejam apresentadas e constituam-se



enquanto canal de formagdo para professores da Educacdo Béasica e outros sujeitos.
Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que
surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores pesquisadores
de diferentes institui¢des do pais.

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores
provocagoes, inquietacdes, reflexdes e o (re)pensar da propria pratica docente, para quem
ja édocente, e das trajetorias de suas formagdes iniciais para quem encontra-se matriculado
em algum curso de licenciatura. Que, apds esta leitura, possamos olhar para a sala de aula
e para o ensino de Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa

com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma 6tima leitura a todos e a todas.

Ameérico Junior Nunes da Silva
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RESUMO: Este capitulo se dedica a apresentar
0s resultados obtidos em um projeto de Iniciagéo
Cientifica de Andlise Funcional. Neste projeto
pbde-se realizar uma aplicagdo. Primeiramente,
foram definidos: Espaco de Banach, Espaco
Dual, Conjunto Nunca Denso, Conjunto de 12
Categoria e Conjunto de 22 Categoria. Com isso,
foi possivel enunciar e demonstrar o Teorema
de Baire juntamente com seus corolarios, que
serviram como base para os dois Teoremas
de Banach-Steinhauss, sendo o segundo a
reciproca do primeiro, com o acréscimo da
hipétese de X ser um espaco de Banach. Estes
dois teoremas, por sua vez, sdo fundamentais
para a demonstracéo do Principio da Limitagao
Uniforme aqui apresentada. A partir disso, foi
realizada uma aplicagdo que consta da seguinte
informacdo: em um Espaco de Banach X, donde
se tem que uma funcao f pertence ao seu Espaco
Dual (X *), se a imagem direta de um conjunto,
dada por f (B), for um conjunto limitado, entao
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também sera limitado.

PALAVRAS-CHAVE: Andlise Matematica,
Espacos de Banach, Principio da Limitagéo
Uniforme, Teorema de Banach-Steinhauss.

APPLICATION OF THE BAIRE THEOREM

ABSTRACT: This chapter is dedicated to
presenting the results obtained in a Functional
Analysis Scientific Initiation project. In this project
it was possible to make an application. First, the
following were defined: Banach Space, Dual
Space, Never Dense Set, 1st Category Set and
2nd Category Set. With that, it was possible to
enunciate and demonstrate Baire’s Theorem
together with its corollaries, which served
as the basis for the two Banach-Steinhauss
Theorems, the second being the reciprocal of
the first, with the addition of the hypothesis that
X is a Banach space. These two theorems, in
turn, are fundamental to the demonstration of
the Uniform Limitation Principle presented here.
From this, an application was made that consists
of the following information: in a Banach X Space,
where a function f belongs to its Dual Space (X*
), if the direct image of a set, given by f (B), is a
limited set, then will also be limited.
KEYWORDS: Mathematical Analysis, Banach
Spaces, Uniform Limitation Principle, Banach-
Steinhauss Theorem.

11 INTRODUGAO

Este  trabalho  apresenta  alguns
resultados importantes de Analise Funcional,

com foco nas aplicagdes do Teorema de Baire.
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Para a sua realizagdo foram utilizadas as seguintes referéncias: Huston e Pym (1980),
Kreyszig (1978) e Munkres (2000). Primeiramente seguem algumas defini¢cdes e resultados
necessarios, incluindo o Teorema de Baire, para que possamos utiliza-lo para demonstrar
o Principio da Limitagdo Uniforme, e encerramos com uma aplicacao.

21 PRELIMINARES

Para comegarmos as discussoes, a primeira indagagéo € sobre o que é um Espacgo
de Banach? Um Espaco de Banach é um espaco vetorial normado completo em relagéo
a métrica induzida pela norma. Uma das propriedades mais interessantes de espagos
vetoriais normados é que qualquer um destes pode ser imerso em um espaco de Banach.

Outro conceito importante é o de Espago Dual, denotado por L(X, ), sendo este
constituido de funcdes f:X — K continuas e lineares, em que X é um espago vetorial
normado sobre o corpo [K. Ressaltamos que o espago L(X, ) é um Espago de Banach
geralmente denotado por x=.

Além destes conceitos, também precisamos compreender quando um conjunto é

Nunca Denso, conceito essencial para definir conjuntos de 1% e 2% categoria.

Definicdo (Conjunto Nunca Denso): Suponhamos que (X.p) seja um espaco
métrico. Um subconjunto A de X é dito nunca denso quando int(4) = @

Observacao: Notemos que ao mudarmos o espago em que estd, ele pode

permanecer ou ndo nunca denso.

Observacgéo: Se A for nunca denso, entdo 4 também sera.
De fato, se A for nunca denso, temos que int(ﬁ) = Q.
Se A for fechado, entdo A = A. Dessa forma,

int(4) = int(4) = 0.

Logo, A € nunca denso.

Observacao: Se A for nunca denso e B C A entdo B também sera nunca denso.
De fato, se A é nunca denso, ou seja, que im(j) = (@ eque B C A, entdo
int(B) c int(B) = @.

Assim, int(B) = @. Logo, B é nunca denso.
Outra caracteriza¢ao de conjuntos nunca densos pode ser dada através do seguinte

resultado:
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Teorema 1: Suponhamos que (X, p) seja um espaco métrico compacto e que seja
um subconjunto de X. Entdo A sera nunca denso em X se, e somente se, x — 4 = x.
Demonstracao: Suponhamos que (X, p) seja um espaco métricoe que 4 < X .
Afirmagdo: X — X — A = int(A)
Assim, considerando B = A, provaremos que se B C X, entdo
X —X—- B = int(B).

De fato,
(©) Podemos observar que X — B < X — B. Assim, temos que

X-X-BcX—-(X-B)=8B,
ou seja,
X—X— B cB.
Como X — B éfechado, entdo X — X — B é aberto. Portanto,

X —X— B cint(B).
(2) Notemos que X — B © X —int(B).
Como X — int(B) é fechado, entéo

X— B c X —int(B),
assim,
X—(X-int(B)) cX—(X~- B),
ou melhor,
int(B) c X — (X — B).
Concluimos entédo que
X— (X - B) =int(B),
ou, ainda, que
X — (X - 4) = int(A). (1)

Agora podemos facilmente demonstrar o que queremos.
(=) Como A é nunca denso em X, entéo int(ﬁ) = Q.
Mas, pela Equacgéao (1) temos

X-(x-2)=o0.
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Portanto,
X=(x-A).
(¢) Suponhamos que X — (X — A). Logo,
X-(x-4)=0.
Mas, pela Equacgéao (1) temos

int(4) = 9.

Concluimos, entédo, que A é nunca denso em X.

Agora podemos apresentar as devidas definicdes de Conjunto de 12 e de 2? categoria
para que seja possivel demonstrar o teorema central de nosso trabalho: o Teorema de
Baire.

Definicao (Conjunto de 1% Categoria): Suponhamos que (X,p) seja um espacgo
métrico e que A seja um subconjunto de X. Diremos que A é de 12 Categoria em (X,p)
quando A for uma unido enumeravel de conjuntos nunca densos.

Definicao (Conjunto de 2% Categoria): Suponhamos que (X,p) seja um espacgo
métrico e que seja um subconjunto de X. Diremos que A é de 2% Categoria quando néo for
de 12 categoria.

Algumas das consequéncias imediatas dessa definicao séo:

Se A for de 12 Categoria em (X,p) e B € A, entdo B sera de 12 Categoria em
(X.p).
«  Se {A,} for uma familia de conjuntos de 12 Categoria em (X,p), entdo U4,

sera de 12 Categoria em (X,p).

31 O TEOREMA DE BAIRE E SUAS IMPLICAGCOES

Teorema (Teorema de Baire) Suponhamos que (X, p) seja um espaco métrico
completo. Se {4,} for uma familia de conjuntos abertos e densos de (X, p) entdo

ﬂ 4, =X.
n=1

Demonstracao: Suponhamos que (X, p) seja um espaco métrico completo, e {4,}
uma familia de conjuntos abertos e densos de (X, p).
Seja x € X e r > (.. Devemos mostrar que
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B(x,7)n (nAn) * 0.
n=1

Afirmagéo 1: Existe uma sequéncia em {r,} em [0, «), com

lim r,, =0,

n—oo

e uma sequéncia {xn} em Xtal que

Blxypi1,Ths1] € Ay N B(xp, 13,)

para n=1,23, ...

De fato, seja X1 =X €Ty =7. e . Logo 41 N B(xy, 1) é aberto e ndo vazio, assim
existe Blx2,72] talque B[x,,15] € A, N B(x,,1,). Assim, A2 N B(x3,72) & aberto e ndo
vazio, assim existe B[x3,73] tal que Blx3, 73] € A, N B(x,,15). E, assim por diante.

Afirmagéo 2: {x:} e de Cauchy em (X, p).
De fato, se tomarmos J, k =n temos que

p(xj,xk) < 21y,

que, quando fazemos n — ©o nos leva a

p(x) =,
como (X, p) é completo segue que

p(xn,y) =0,
para algum y € X.

Afirmagcdo 3: y € B(x,1) N (Np=1Ayn) = 0 .
Por construgéo, temos que

y € B(xy,11) = B(x,1).

Notemos também que

B(Xp+1,Tn+1) € BlXpi1,Tnsa] € 4, N B(xp, 13,)

e, como y esta em todas as bolas, o resultado segue.

Corolario 1: Suponhamos que (X,p) seja um espago métrico completo e que A seja

um subconjunto de X. Se A for de 12 categoria em X, entéo

Incompletudes e Contradi¢cdes para os Avancos da Pesquisa em Matematica Capitulo 3 “



X—-—A=X
Demonstracao: Suponhamos que (X,p) seja um espagco métrico completo, que A
seja um subconjunto de X e que seja de 12 categoria em X. Logo,

A=UFn,
n=1

Em que F, é nunca denso, para 1 = 1,2,... Daj,

X—AzX—UFnzﬂ(X—Fn).
n=1

n=1

Afirmacdo: Ny=1(X — F,).= X.
Notemos que X—F, é aberto e X —F,=X,, para n=1,2,3, ..., entdo, pelo
Teorema 1, segue que

[¢5)

ﬂ(X—E) =X (2)

n=1
mas Fn, © F, e, portanto,

X—F_;lCX—Fn
Dai

ﬁ(X— F) e ﬁ(X—Fn)
n=1 n=1

assim, pela Equacéo (2) temos que

X= ﬁ(X—F;l)Cﬁ(X—Fn)CX
n=1 n=1

Assim,

e, portanto
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Segue diretamente do Teorema de Baire que todo espago métrico completo é de 22

categoria em x.

Corolario 2: Suponhamos que (X,p) seja um espago métrico completo. Entdo X,
sera de 2% categoria em X.

Demonstracao: Suponhamos que (X,p) seja um espacgo métrico completo e que X
ndo seja de 2° categoria em . Entdo X é de 1® categoria em , e, pelo Corolario 1, temos que
X—X =X, ouseja, que @ =X, istoé que X = 0.

Absurdol.

Corolario 3: Suponhamos que (X,p) seja um espaco métrico completo e que A seja
um subconjunto fechado de X. Se A for de 12 categoria em X entdo sera nunca denso.

Demonstracao: Suponhamos que (X,p) seja um espaco métrico completo, que seja
um subconjunto fechado de e que A seja um conjunto de 12 categoria em .

Pela demonstracdo do Teorema de Baire podemos dizer que

X—A=X.
Como A é fechado, entdo X — A =X e, pelo Teorema 1, segue que A é nunca
denso.

41 APLICAGCOES DO TEOREMA DE BAIRE

Nesta secao apresentamos o Teorema de Banach-Seinhauss (#1), sendo necesséria
uma hipétese adicional para provar sua reciproca, enunciada como Teorema de Banach-
Seinhauss (#2). Também apresentamos o Principio da Limitagcdo Uniforme utilizando esses
primeiros resultados e finalizamos com um exemplo de aplicagcdo desse principio, no qual
se tivermos um espaco de Banach e uma fun¢do em seu espacgo dual, se a imagem direta
de um conjunto for limitada teremos que este conjunto também ser4 limitado.

Iniciaremos com o Teorema de Banach-Steinhauss (#1) que garante que, sob
determinadas hipbteses, se o conjunto de pontos onde uma funcéo é finita for de 2%
categoria, essa fungao sera finita.

Teorema de Banach-Steinhauss (# 1): Suponhamos que X I-1) e (Y.l 1D
sejam espagos vetoriais normados e que , com T, € L(X,Y), com «a € f2. Se

xeX:sup {||T,(x)|:ax € 2} <0}

for de 22 Categoria entéo
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sup {||IT,(X)||: « € 2} < oo,

Demonstracao: Primeiramente, observe que:

{xeXisup {|IT,(X)||;a €N} <0} = U{x EX:isup {||IT,(X)|:a €N} <n}
n=1

Afirmacdo: {X € X:sup {||To(x)|:@ € 2} < n} & fechado.
Seja A, = {x € X:sup {||T,(x)||:a@ € 2} < n}. .Tomando talque X, € 4,
quando ||x,, — x|]| = 0, quando m — co, vamos analisar se x € A,

Podemos afirmar que

ITe eIl < 1,
para m=1,2,..., pois x,, € 4,, dai,
1T CONl = 1T (%) = To(xm) + T Cep)l
S Te(x = x|l + 1T o)l

e, pelo fato de T ser continua

ITaCONl < ITallllx = xmll + 1Te Cem)ll

< ITellllx = Xl + 7,

que, ao passarmos o limite quando M — <, nos leva a

ITa (Ol <7,

paratodo a € 2. Assim, SUp {[|To(X)|[:a € 2} < n ouseja, x € 4,.
Portanto, An & fechado.
Além disso, por hipotese temos que

{x € X:sup {||T,(x)||: @ € 2} < = }

€ de 2% Categoria, assim

int(4,,) = int{x € X:sup {||T,(X)|:a € 2} <m}+# @,

para algum m.
Tomemos B,(xo) < An eseja x € X, com ||x|| < 1. Entao,
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1
1T, GOl = = 1T, ()l
= S ||Ta(rx + xg) — Ta (o)l

1 1
< ~Ta(rx + xo)ll + < I Ta (o)l

1

-m+-m
r r
2
r

<

m,

paratodo @ € 2.

Agora, para garantir a validade de sua reciproca, precisaremos que X seja um
espacgo de Banach:

Teorema de Banach-Steinhauss (# 2): Suponhamos que X seja um espaco de
Banach, que (Y.Il.II) seia um espaco vetorial normado e que T, € L(X,Y), com
a € 0.Se sup{||T,(x)||: @ € 2} < o0, entao

{x e Xisup {||To,(x)||: ¢ €N} < o0}

sera de 22 Categoria.
Demonstragéo: Tomando X € X, como T € L (X,Y), podemos afirmar que:

ITe Ol < ITe [lllx]l < Ml[xl,

com & E (.
Em particular,

sup {||IT,()||: « € 2} < M|,

com x € X.
Logo,

{xeX:sup {IT,(X)||: ¢ €N} <0} =X.
X & um espacgo completo e, portanto, é de 22 categoria.
Portanto, {x € X:sup {||T,(x)|: @ € 2} < o } & de 2° categoria.

O Principio da Limitacdo Uniforme, dado a seguir, utiliza as mesmas hipdteses do
Teorema acima e garante que se o supremo de uma fungéo, aplicada em um ponto do
dominio, é finita, entdo a funcdo é finita. Para a demonstracdo desse principio os dois
Teoremas de Banach-Steinhauss séo utilizados. E mais, esse principio & a base para a
nossa aplicacao, realizada logo apoés.
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Principio da Limitacao Uniforme: Suponhamos que X seja um espago de Banach,
que (¥, 1I.1D) seja um espago vetorial normado e que Ty € £ (X,Y), com & € 2.

Se sup {||T,(x)||: @ € 2} < o entdo sup {||T,||: a« € 2} < oo.
Demonstracao: Se mostrarmos que
{sup T, () |: ¢ € 2} < 0 }

€ de 2% categoria, pelo Teorema de Banach-Steinhauss (# 1) provamos o que
queremos. Como sup {||T,(x)|:a € 2} < e, com x € X, com, podemos dizer que

X={xeX:sup{IT,(x)|:a € 2} < o}

X €& completo e, assim, de 2% categoria.
Portanto, {Sup {[|To(x)||:a € 2} < 9} ¢ de 22 categoria.

Como consequéncia temos que a seguinte aplicacédo:

Aplicacdo: Suponhamos que X seja um espaco de Banach, que feX* e
B c X. Se f(B). Se f(B) for limitado entdo sera limitado.

Demonstracéo: Para cada p € B temos que

Ty: X* = K
f = f(b)

Assim temos, para cada T, €L (X*,K) que IITll = ||b]|. Além disso, para cada
[ € X" temos que ||T,(f)Il = IIf (b)]|. Assim,

sup {ITy(HIl:b € B} = sup {llf(b)ll:b € B} < co.
Pelo Principio da Limitagdo Uniforme segue que sup {||T}||: b € B} < oo dai

sup {lIbll: b € B} < oo,

donde vemos que B é limitado.
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