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APRESENTACAO

Diante do cenéario em que se encontra a educacéo brasileira, € comum a resisténcia
a escolha da docéncia enquanto profisséo. Os baixos salarios oferecidos, as péssimas
condi¢bes de trabalho, a falta de materiais diversos, o desestimulo dos estudantes e a
falta de apoio familiar sé@o alguns dos motivos que inibem a escolha por essa profisséo.
Os reflexos dessa realidade s@o percebidos pela baixa procura por alguns cursos de
licenciatura no pais, como por exemplo, o curso de Matemética.

Para além do que apontamos, a formacéao de professores que ensinam Matematica
vem sofrendo, ao longo dos Ultimos anos, inUmeras criticas acerca das limitagGes
apresentadas para a constituicao de professores. Aforma como muitos cursos se organizam
curricularmente, se olharmos para algumas licenciaturas, impossibilita experiéncias de
formacéo que aproximem o futuro professor das diversas e plurais realidades escolares.
Somada a essas limitagdes esta o descuido com a formagéo de professores reflexivos e
pesquisadores.

O contexto social, politico e cultural tem demandado questdes muito particulares
para a escola e, sobretudo, para a formacao, trabalho e pratica docente. Isso, de certa
forma, tem levado os gestores educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e
para a Educacao Béasica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse contexto de incluséo,
tecnologia e de um “novo normal”; com isso, € importante olhar mais atentamente para os
espacos formativos, em um movimento dialégico e pendular de (re)pensar as diversas
formas de se fazer ciéncias no pais. A pesquisa, nesse interim, tem se constituido como um
importante lugar de ampliar o olhar acerca das inUmeras probleméticas, sobretudo no que
tange ao conhecimento matematico.

E nessa sociedade complexa e plural que a Matematica subsidia as bases do
raciocinio e as ferramentas para se trabalhar em outras areas; € percebida enquanto parte
de um movimento de constru¢do humana e histérica e constitui-se importante e auxiliar
na compreensao das diversas situagdes que nos cerca e das inUmeras problematicas que
se desencadeiam diuturnamente. E importante refletir sobre tudo isso e entender como
acontece o ensino desta ciéncia e 0 movimento humanistico possibilitado pelo seu trabalho.

Ensinar Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dindmica
em sua construcdo que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem matematica, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico e sobre isso, de
uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.

E neste sentido, que o livro “Incompletudes e Contradigcdes para os Avancgos da
Pesquisa em Matematica’, nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiéncias
do professor pesquisador que ensina Matematica sejam apresentadas e constituam-se



enquanto canal de formagdo para professores da Educacdo Béasica e outros sujeitos.
Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que
surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores pesquisadores
de diferentes institui¢des do pais.

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores
provocagoes, inquietacdes, reflexdes e o (re)pensar da propria pratica docente, para quem
ja édocente, e das trajetorias de suas formagdes iniciais para quem encontra-se matriculado
em algum curso de licenciatura. Que, apds esta leitura, possamos olhar para a sala de aula
e para o ensino de Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa

com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma 6tima leitura a todos e a todas.

Ameérico Junior Nunes da Silva
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RESUMO: Neste trabalho sdo apresentados
alguns resultados sobre Teoria da Medida e
Integracéo de Lebesgue. As funcbes Lebesgue
integraveis sdo fungdes que se encontram
em um espag¢o chamado Espago LP, com p €
[1,%0). Primeiramente definimos tal espaco e,
dentre resultados importantes sobre o mesmo,
mostramos que ele é um espaco vetorial. Entéo,
apods definirumanorma nesse espacgo, mostramos
que ele é um espaco vetorial normado. Para
isso, utilizamos trés importantes desigualdades:
Desigualdade de Young, Desigualdade de Holder
e Desigualdade de Minkowsky. Dai, definimos
uma distdncia com essa norma e mostramos
que o Espaco LP com essa distancia € um
espacgo métrico completo. Uma fungédo Lebesgue
integravel deve ser uma fungdo simples, ou
entdo deve existir uma funcéo simples que tenha
propriedades semelhantes as da funcdo que se
deseja integrar. Logo, é apresentado um teorema

Incompletudes e Contradi¢cdes para os Avancos da Pesquisa em Matematica

LIMITADAS EM LP

que garante a existéncia de uma fungéo simples
que possui propriedades semelhantes a de uma
funcéo presente no Espaco LP. Com isso, temos
a aplicagcéo que diz que o conjunto das funcdes
mensuraveis limitadas é denso no espago L.

PALAVRAS-CHAVE: Integral de Lebesgue,
Funcéo Simples, Conjunto Denso, Espacos LP.

A RESULT ON L? MEASURABLE
FUNCTIONS LIMITED

ABSTRACT: In this work, some results are
presented on Lebesgue’s Theory of Measurement
and Integration. The integrable Lebesgue
functions found in a space called Espago Lp, withp
€ [1,%). First, we define such a space, and, among
relevant results about it, we show that it is a vector
space. So, after defining a norm in this space, we
show that it is a normed vector space. For this, we
use three Crucial inequalities: Young’s Inequality,
Holder’s Inequality, and Minkowsky’s Inequality.
Hence, we define a distance with this standard
and show that the L Space at that distance is a
complete metric space. An integrable Lebesgue
function must be a simple function, or there must
be a simple function that has properties similar to
the function that want to integrate. Therefore, a
theorem presented that guarantees the existence
of a simple function that has properties similar to
that of a function present in the LP Space. With
that, we have the application that says that the
set of limited measurable functions is dense in
the LP space.

KEYWORDS: Lebesgue Integral,
Function, Dense Set, Spaces L".
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11 INTRODUGAO

Neste trabalho, primeiramente apresentamos as definicbes de espacos L' e L P,
mostrando que estamos trabalhando em um espago vetorial. Em seguida vemos trés
importantes desigualdades que s&o necessarias para demonstrar um teorema que mostra
que LP é espaco vetorial normado, com uma norma especifica, que é finita. Definimos, com
isso, uma métrica dp, que em LP determinam um espago métrico completo. Por fim, esse
teorema € usado para demonstrar um resultado fundamental para esse estudo. Com ele,

realizamos uma aplica¢do: o conjunto das fun¢cdes mensuraveis limitadas € denso em LP.

21 PRELIMINARES

Definicdo 1: Seja P € [1,%). Definamos LP (X u) 0 seguinte conjunto

LP (X,p) = {f mensuravel: f |f1Pdu < oo}.
X

Agora, suponhamos que (X,A, @) seja um espago de medida. Seja L (X, p), e
considere a seguinte relacéo:
f~g & f = g, quase sempre

Assim, f~9 se existir A € 4 tal que

pd) =0 e f(x)=gx),

paratodo x € A. Temos que ~ € uma relagdo de equivaléncia sobre L' (X, p).
De fato,

i f~f poisf=f.
ii. Suponhamos que f~g, dai f = g quase sempre, entdo g = f quase
sempre €, portanto, g~f.
ii. Suponhamos que f~g e que g~h, entdo
e existeAe 4 talque u(4) =0 e f(x) = g(x), paratodo x ¢ A.
e existe B € A4 talque u(B) =0 e g(x) = h(x), paratodo x ¢ B.
Tomando C= AU B,temos que C € .4 e que
u(C) = pu(AuB) < pu(A) + u(B) =0,
ou seja, u(C) = 0. E mais, para todo x ¢ C, temos que
f(x) = g(x) = h(x).
Portanto, f~h.
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Definicao 2: Definimos a seguinte norma sobre L' (X, ).

AN = Sy |fldp.

Usaremos a notacéo L0 =L (X, wl.. Além disso, por convencao,
denotaremos [f] = f.

Antes de continuarmos se faz necessario mostrarmos que Il-1l esta bem definida.

De fato, suponhamos que f,g € £' (X,;) sejam tais que [f] =[g]. Queremos

mostrar que ||[f]]| = ||[g]Il. ou seja, que

Lmdy:fx lgldu.

Observemos que, se [f] = lgl, entdo f~g, ou seja, existe A € 4 tal que
u(A) =0 e f(x) = g(x), paratodo X & A. Assim, para todo x & A, temos que

ff)=g*x) e f~(x)=g (),

dai,

ff*d#:f gtdu e ind#:f 9 du,
x x x x

logo,

Llfld#:fx \gldu.
portanto ISl = Il1glll.

Teorema 1. L? (X, u) € um espaco vetorial.
Demonstracao: Sejam f,g € £7 (X,) e A € R, entdo

f+Ageffxw

De fato, suponhamos que f,g € L' (X,p) e L€ R entdo

If + 29 =1 + 29 )] < If ()l + [AllgG)l = IF1+ |4llgl,

Quase sempre. Dai
Agldp = AgDdu = dp+ 14 dp.
fxlf+ gldu fx(lf+ ghdu fxlfl i+ | |L|g| m
Como [ |fldu < e [, |gldu < o € entéo
flfld#+|A|J lgldu < o
X X

portanto,
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f |f + Agldu < o
X

Como,

If(x) + gl < [fC)|+ [g(x)] < 2max{|f (x)], [g(x)[}
dai
|f(x) + g()|P < 2P (max{|f (x)], |g()ID? < 2P max{|f (x)[?, [g(x) |7},

logo,

If(x) + 2g (|7 < 2P max{|f (x) |7, |A|P|g(x)|"}

que, juntamente com o fato de

f flPdu < o e f lgIPdy < oo,
X X

segue que,

f If +AglPdu < o
X

Portanto, L? (X, 1) € um espaco vetorial.
Nosso objetivo agora sera mostrar que o espaco LP (X, p), munido da norma
1

11y = (S 1£1Peu )"

€ um espaco vetorial normado. Para isso, precisaremos das Desigualdades de
Young, de Hélder e de Minkowsky, como seguem nos lemas abaixo:
Lema 1 (Desigualdade de Young (ou Desigualdade Elementar)). Suponhamos
1 1
que a, b, p e g sejam numeros reais positivos e ;‘l‘; =1 entao
a? b9

ab<—+—.
p q

Demonstracao: Primeiramente observemos que,

1+1—1=>p+q—1=> +q=
» q_ ” = pTq=pq
dai

P-D@-D=pg—p-qg+l=p+gq-p—-qg+1=1
Agora, consideremos as fungdes
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flx) =xP1 e g(x)=x7"1,

Notemos que

(fog)(x) = f(g(x)) = (xI™H)P~1 = x@DE-1) = 4

(gof)(x) = g(f(x)) = (xP~1)97" = x@=D-D = x

ou seja, g é a funcao inversa de f. Agora, observe a figura abaixo

Figura 1:Gréficos das Fungées Inversas:fe g.

Dai
a a xpa xq b ap bq
absf x”ldx+f x93 ldy =—| +—| =—+—.
0 0 p 0 q 0 p q
Portanto
4 b
<L 42
ab < P + q

Lema 2 (Desigualdade de Hélder) Sejam p,q € R, tais que
Considere f € L” (X,n) eque g € LT (X,p) entdo f-g € L (X, ) e

f If - gldu < Iflly - gl
X

Demonstracéo: Se |Ifll, - llgll; = 0 entdo ||f|l, =0 ou |lgll; =0 donde Ifl =
0, quase sempre ou |g| = 0 quase sempre. Assim, |f - g| = |f|- |g| = 0 quase sempre.

Portanto,
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fx If - gldp = 0.

Entdo, suponhamos que |Ifll, - llglly # 0. Neste caso podemos reescrever a
desigualdade desejada como

f ‘ g
— " [——|du < 1.
L RIS AR T
Tomemos
f g
= e = "y
Ll 77 M el T
dai, basta verificarmos que
[ to-wiaust,
X

emque @ € L/ (X, eype LX), e

lell, =1 e Iyl =1

Usando a

_ loP , ol let? il
Llwl leduifx (p + q )d”SL(P )d“JrL(q )du

f|w|-|¢|du<3(f |rp|ﬁd#)+1([ |¢|ﬁdp)-l+1_1.
X _p X qg\Jx D q

Lema 3 (Desigualdade de Minkowsky): Sejam f,g € £L” (X, 1) entdo

If +aglly < lIfll, + llgllg-

Demonstracao: Se p = 1 vale a desigualdade.

Dai

Entéo, suponhamos que p> 1. Dai,

If+glP=1f+glP - If + gl <If +glP7 - (f I+ 1gD.

dai,

If +glP =If +glP~ - IfI+|f +gIP~' gl
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Observemos que

f (f + gIP™)9du = f If + g7~ du < oo,
X X
0 que significa que

If +glP~* € L7 (X, ).

Dessa forma, podemos utilizar a Desigualdade de Hoélder para obter que

f IF + gP=t \fldu < IF + P~y - IFIL
X

f If + 9P~ Igldu < IlIf + gIPHllg - llgll.
X

Entao, temos que

f If +glPdu <IIIf + 9P llg - Il + NIF + gl g - gl
X

ou seja,

If +glly < Ufllp - NI+ glP~ Mg + llglly - f + gIP~]

assim,

If+glly < (£, + llglly,) - NF + glP~ 2,
Como

7 5 v
'|I|f+g|"'1||q=U (|f+g|ﬂ-1)w] - U If+g|"‘1du) = Iif + gl
X X

Entao

p
If +gly < (IFll, + llgll,) - If + gllj

P
E, dividindo ambos os lados por |If + gllg, juntamente com o fato de

p_ (1 1)_ 1_1
p q 4 7 p P ,
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e, consequentemente,

If +glly
— = I +ally,

q
If + gll°

entdo, segue que

If+glly < fllp, + gl -

Observacao 1 Vale a igualdade na desigualdade de Minkowsky se, e somente se,
. Quando p=1 entdo fe gtém o mesmo sinal quase sempre;

Il. Quando p>1 entdo existem A e Btaisque A-B # 0 e 4f = A5 e quase
sempre.

Pois, la+ bl =lal +1b| se, e somente se, a e b possuem o mesmo sinal quase

sempre.

Teorema 2: (L” (X,pu), |- ll,) € um espago vetorial normado com a norma dada por

1

Ifl, = ( | |f|"du)5.

. Eclaroque [|fll, = 0 se, e somente se, f=0.

Demonstracao:

Il.  Notemos que

1 1 1

P ? 1 P

||Af||p:(f WIW) :(f I/ll”lflpdu) :(Wﬁ(j Iflpdu),
X X X

logo,

IAf I, = 1AL A £l

Ill. Desigualdade Triangular: Segue diretamente da Desigualdade de Minkowsky.

Definicao 3: Suponhamos que XA, 1) seja um espaco de medida e que
(£, 11 1I,), com p € (1,0). Sobre (X,A, 1) temos a norma

?
||f||p=([x Ifl”d#) <o,

[
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Definamos entao

dy,(f,9) = If —gll,,
emaque f,g € P X, ),

Teorema 3: (L7 (X,u),d,) é um espago métrico completo.
Demonstracdo: Seja {f;} uma sequéncia de Cauchy em LP (X, ). Tomemos a
subsequéncia {f;,} de {f,}, comn, <n, < - tal que

; ”f"jn _f"f”p <L

Basta aplicarmos a definicdo de sequéncia de Cauchy, com & = sz para k= 12 ..

Definamos

Gk = |f;l1| + |f;12 _f"1| + |f’13 - ﬁlz' +o-t |fﬂk+1 - fffk|’
para k =1,2... Notemos que g, € mensuravel, e mais,
9x =0
para k=1,2..., dai
Ik = Gk+1»
para k = 1,2... Portanto, é convergente e, dai, defina
g(x) = lim g, (x).

Afirmacao: g e LP (X, pu) .
Com efeito, como cada g, € mensuravel, temos que g € mensuravel. Além disso,

f gPdu =f lim gf, du,
X X n—eoo

dai, pelo Teorema de Beppo-Levi, segue que

J gPdu = limf ghdp.
X n—oo X
Mas, para todo k temos que

1

14
([ g,‘idu) = llgill,
X
S Wil + e = Fasll, + W = Frall, + -+ s = Frel,

<lll +1 <o
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Assim

[ grau=tim (Ifull, + 1) < 15l + 1 <o

Por um teorema temos que g* € finita quase sempre. Logo, g é finita quase sempre,

ou seja,

(o]
|fn1| + Zlfnk+1 B fnk|
i=0

é finita quase sempre. Dai,

|fn1| +i|ﬁlk+1 _fnkl

=0

converge quase sempre e, portanto,

fﬂ1 + Z(fnk+1 - ﬁﬂc)
i=0

converge quase sempre. Logo, a sequéncia {fu.,,(*)} converge quase sempre.
Agora, definamos

fG) = lim fo G,

quase sempre.
Fixemos € > 0 e tomemos um indice k suficientemente grande de forma que, se

m,n = n,, entdo

”fm _fn” <§,

assim,

Ifn = full, <,
para m,n =n, € k > K. Usando o Lema de Fatou, segue, para 1 = Ny, que
[ v =pdu= | pmintlf, £ du = Jimine 5, - Al de
= Jim nlf, il =7
Logo,

If = full, < €
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paratodo M = k.

Teorema 4 Suponhamos que p € [1,») e que ¢ > 0. Se feLP (X,1). Se entdo existe
uma fungao simples ¢ tal que

Wwl=<f e lf-yl,<e
Demonstracao:
1°caso: f =0
Usando o Teorema 3 podemos afirmar que existe uma sequéncia {Ebn} de fungbes
simples taisque 0 <y, <f e

lim 1, () = £(x), (1
dai
[ = 1 < 20(1ul? + If1P) < 20(F 1P + [£I7) = 2P fIP

logo

W — f1 < 2P fIP
[n = FI < 2PHLfIP ()

Assim, com a Equacéo 1 juntamente com a Desigualdade 2, concluimos que
lim [, — fIP =0
n—oo

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que

tim [l = fPdu= [ liml = 17 du= [ odu=0
X x "o X

n-—oco

ou seja,
lim 1, — £ = 0.
n—o

Portanto, dado &€ > 0 existe simples tal que

wl<f e If=vl,<e
2° caso: f é qualquer.
Como f=f*—f"onde f*>0ef~ >0e, podemos usar o caso anterior e afirmar
que existem funcdes simples ¢ e  tais que
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e, assim,

£ _ £
IF* —oll, <5 e IfF =wl, <3
Como ¢ €V szo fungbes simples, entdo ¥ —¥ também é. Além disso,
lo =Yl < lol -l s fH+f =Ifl,
ou seja,
lo =¥l < [f],
e mais,
Wf ==, =If*=f=v+eol, =1U0"—P) = -l
dai

=&

Mo m

If = (@ =W, < IS =W, + 1~ = @l s§+

Logo, existe uma funcao simples tal que

o—vl<f e If-@-Wl,<e

Teorema 5 Suponhamos que (X,A, 1) seja finito, isto &, que u(X) < %. Entdo

(i) Sel<p<gqg<owentio L' (X,n) c P X,p.
(i) SefeL”(X, ), entdo
IFlle = Ili_{];lollf”p-

Demonstragcao: Temos dois casos a considerar:
1°caso: q = @
Queremos provar que £ (X, 1) € LF (X, ). Seja f € L™ (X, ). Temos que

Ifl < flle quase sempre,
dai,
IfIP < IfII%, quase sempre,

e, por uma proposicao, temos que

f 1P du < f I, du < oo,
X X
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logo,

j F1P dpe < P00,
X

assim,
1
£l < N lleo (e CXOD)P
ou seja,
f L X, w.
Portanto,

L7 (X, ) L7 (X, ).

2° caso: g < w.Assim, 1 <p <q <o
Queremos provar que £? (X,p) c £P (X, ). Seja f € £7 (x,p), tomemos A = L—’> 1
pois p < g. Podemos escolher  de forma que

1 1_1
E+Z_ ]

dai, usando a Desigualdade de Holder, obtemos

fx |f|vdus<fx (Ifl”)‘du)%-(fx (l)ﬁdu)/i:((J; Iflqd.u)%>p'(u()())%,

que nos da
1
[ 1 d< QY - (we)
X
Logo,

L
11l < 1fllq - (nCX))PP.

Assim, se f € L7 (X, 1) e u(X) < oo, entdo ||f|l, < o, e, comisso, f € £7 (x, )
Portanto,
LY < L7 (X, W.
(ii) Seja f € L7 (X, ).

Consideremos a desigualdade encontrada na demonstragao do item (i):
1
11y < 1f lleo (1 (XD)P,
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dai,
1
tim supl i, < im sup 11 (uCO)? ).
ou melhor,
1
lim supllfll, < lIflle lim sup(uC))?.
e, assim,

lim supllfll, < If ..

Por outro lado, ao tomarmos @ < ||f |l temos que

u(lfl>ap) >0,

Dai
[ rauz | pauz | arde=arutis> o),
X {Ifl>a} {fl>a}
assim,
1
Ifll, = au(flfl > ab)?
e, com isso,

1 1
lim infllfll, > (lim infan({lf] > a)? ) = a lim infu((If] > )P =a,

logo,

lim infl|f]l, = [Ifle
p—
/1l < lim inflfl, < lim supllfll, < /1l

Portanto,

1m1fl, = 1f e

31 APLICAGCAO

Se pE[l,») entdo o conjunto das fungbes mensuraveis limitadas é denso em
L7 (X w.

Com efeito, dada f e £* (x,p) e fixado € > 0, pelo Teorema 4, existe uma fungéo
simples tal que
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Wl<f e lf-dll,<e

e, como toda funcdo simples & L7 (X, 1), o resultado segue.
Com isso, mostramos que o conjunto das fungées mensuraveis limitadas é denso

em L7 (X, ).
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