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APRESENTACAO

Fomos surpreendidos, em 2020, por uma pandemia: a do novo coronavirus.
O distanciamento social, reconhecida como a mais eficiente medida para barrar
o avanco do contagio, fizeram as escolas e universidades suspenderem as suas
atividades presenciais e pensarem em outras estratégias que aproximassem
estudantes e professores. E € nesse lugar de distanciamento social, permeado
por angustias e incertezas tipicas do contexto pandémico, que os professores
pesquisadores e os demais autores relinem os seus escritos para a organizagao
deste livro.

Como evidenciou Daniel Cara em uma fala a mesa “Educacgéo: desafios do
nosso tempo” no Congresso Virtual UFBA, em maio de 2020, o contexto pandémico
tem sido uma “tempestade perfeita” para alimentar uma crise que ja existia. A baixa
aprendizagem dos estudantes, a desvalorizagdo docente, as péssimas condi¢des
das escolas brasileiras, os inUmeros ataques a Educacgéo, Ciéncias e Tecnologias,
os diminutos recursos destinados, sdo alguns dos pontos que caracterizam essa
crise. A pandemia, ainda segundo ele, s6 escancara o quanto a Educagéo no Brasil
€ uma reprodutora de desigualdades.

Nesse interim, faz-se pertinente colocar no centro da discusséo as diferentes
questbes educacionais, sobretudo aquelas que intercruzam e implicam ao contexto
educacional. Direcionar e ampliar o olhar em busca de solugdes para os iniUmeros
problemas educacionais postos pela contemporaneidade é um desafio, aceito por
muitos professores pesquisadores brasileiros, como os compde essa obra.

O cenario politico de descuido e destrato com as questdes educacionais,
vivenciado recentemente, nos alerta para uma necessidade de criacdo de espacgos
de resisténcia. E importante que as inUmeras problematicas que circunscrevem
a Educacéo, historicamente, sejam postas e discutidas. Precisamos nos permitir
ser ouvidos e a criagdo de canais de comunicacdo, como este livro, aproxima a
comunidade, de uma forma geral, das diversas agbes que sdo vivenciadas no
interior da escola e da universidade.

Portanto, as discussdes empreendidas neste volume 03 de “A Educacao
enquanto Fenémeno Social: Politica, Economia, Ciéncia e Cultura”’, por terem
a Educacgéo como foco, como o proéprio titulo sugere, torna-se um espago oportuno
de discussao e (re)pensar do campo educacional, assim como também da pratica
docente, considerando os diversos elementos e fatores que a intercruzam.

Este livro retne um conjunto de textos, originados de autores de
diferentes estados brasileiros e paises, e que tem na Educacdo sua tematica
central, perpassando por questdes de gestdo escolar, inclusdo, género, ciéncias



e tecnologias, sexualidade, ensino e aprendizagem, formacao de professores,
profissionalismo e profissionalidade, ludicidade, educacéo para a cidadania, politica,
economia, entre outros.

Os autores que constroem essa obra sdo estudantes, professores
pesquisadores, especialistas, mestres ou doutores e que, muitos, partindo de sua
praxis, buscam novos olhares a problematicas cotidianas que os mobilizam. Esse
movimento de socializar uma pesquisa ou experiéncia cria um movimento pendular
que, pela mobilizagdo dos autores e discussdes por eles empreendidas, mobilizam-
se também os leitores e os incentiva a reinventarem os seus fazeres pedagogicos
e, consequentemente, a educacéo brasileira. Nessa direcao, portanto, desejamos a

todos e a todas uma produtiva e ludica leitura!

Américo Junior Nunes da Silva
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RESUMO: A elipse, um lugar geométrico dos
pontos de um plano cuja soma das distancias
a dois pontos fixos (focos) do mesmo plano é
constante, tem propriedades peculiares, sendo
muito usada no cotidiano da Astronomia € na area
da Saude, por exemplo. As abordagens presentes
neste trabalho constituem uma nova maneira de
caracterizar a elipse, onde sdo apresentados
novos conceitos. As ideias aqui apresentadas

A Educagéo enquanto Fendmeno Social: Politica, Economia, Ciéncia e Cultura 3

se originaram a partir da comparagéo da elipse
com uma circunferéncia. Definimos conceitos
como pontos originarios, angulos caracteristicos
e raio da elipse. O angulo caracteristico pode
ser usado para a determinagdo, por exemplo,
da excentricidade ou comprimento aproximado
da elipse. E possivel afirmar que as novas
abordagens aqui apresentadas sdo uma nova
ferramenta no estudo da elipse, podendo servir
como uma maneira de calcular os parametros
desta conica.

PALAVRAS-CHAVE: Conica, Elipse, Angulo
Caracteristico.

NEW APPROACHES IN THE STUDY OF
ELLIPSES

ABSTRACT: The ellipse, a geometric place of
points on a plane whose sum of distances to two
fixed points (foci) on the same plane is constant,
has peculiar properties, being widely used in the
daily life of Astronomy and in the area of Health,
for example. The approaches present in this work
constitute a new way of characterizing the ellipse,
where new concepts are presented. The ideas
presented here originated from the comparison
of the ellipse with a circumference. We define
concepts such as origin points, characteristic
angles and ellipse radius. The characteristic
angle can be used to determine, for example, the
eccentricity or approximate length of the ellipse.
It is possible to state that the new approaches
presented here are a new tool in the study of the
ellipse, and can serve as a way of calculating the
parameters of this conic.
KEYWORDS: Conic,
Angle.

Ellipse, Characteristic
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11 INTRODUGAO

As seccdes cOnicas sdo curvas planas obtidas da intersecdo de um plano
com um cone de revolugéo, propriedade descoberta por Apolénio (262 -190a.C.),
sendo conhecidas antes da época de Euclides (325 -265 a.C. (Lopes, 2011;
Quaranta Neto, 2013). Sao elas: a parabola, a elipse e a hipérbole. Suas definicoes,
equacles e graficos sdo utilizados em varios contetdos do Célculo Integral, além
de serem muitas as aplicagdes das conicas na historia das sociedades (Munem e
Foulis, 2014), sendo usadas para descrever modelos da natureza, por exemplo, da
cornea (Gatinel, Haouat e Hoang-Xuan, 2002; Manns et al., 2004; Calossi, 2007)

Este trabalho aborda um tipo de cbnica muito especial e importante, pois
tem muita aplicagéo no dia-a-dia de profissionais de diversas areas, aparecendo
frequentemente na natureza: a elipse. Johanes Kepler (1571 — 1630), em sua
primeira lei (Lei das Orbitas), afirmou que os planetas descrevem 6rbitas elipticas
ao redor do Sol, que ocupa um dos focos da elipse. Este é um classico exemplo da
presenca desta conica na natureza (Tossato e Mariconda, 2010). Além disso, usa-se
a elipse na Fisica, sobretudo na Optica, com os espelhos em formato eliptico, muito
usados por Odontélogos (Lopes, 2011).

Assim, se considerarmos dois pontos distintos, F, e F, (chamados de focos),
e 2a um namero real maior que a distancia entre F, e F, (distancia focal - 2¢ ),
chamamos de elipse o conjunto dos pontos P tais que a soma das distancias desses
pontos a F, e a F, seja sempre igual a 2a (F1P + F2P = 2a) (Figura 1).

b B
]
¢ o ¢ 2/ % b] 2b
a B a
4
<+ 7 L

Figura 1 - llustragdo de uma elipse.

* F, e F,:focos.

* F,F,=2¢: distancia focal (¢ > 0).
* AA'B e B" vértices.

* AA’: eixo maior 2a (a > 0)

* BB': eixo menor 2b (b>0)
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*a?=b2+c?
Toda elipse de semieixos a (maior) e b (menor) e centro C (x,,y,) apresenta

uma equacéo reduzida (forma candnica), que é dada por:

(x—x0)* (v —)?
PP + B2 =1,a>b

Além da forma candnica, toda elipse de centro e semieixos maior C (x,,y,) e

menor b pode ser representada usando-se uma equagdo paramétrica definida por
X =Xy +a.cost
{y =y,+b.sent’

0<t<2m.

Diante da grande utilidade da elipse como ferramenta matematica auxiliar
de outras areas, este trabalho tem por finalidade estabelecer novas abordagens
a respeito desta coOnica através da utilizagdo de novos conceitos matematicos. As
metodologias utilizadas neste trabalho tém uma aplicacéo direta no estudo desta
conica, servindo para o calculo dos eixos, distancia focal, excentricidade de uma
elipse. Além disso, como veremos, em outras areas como Astronomia, as novas
abordagens aqui estudadas servem para o calculo da velocidade de um planeta, por
exemplo, ou a distancia deste ao foco da sua érbita.

As no¢des abordadas neste trabalho surgiram a partir da ideia de representar
uma elipse como se fosse um “arco” de uma circunferéncia. Apesar de uma elipse nao
ser uma circunferéncia (embora o contrario seja valido), usando esta comparagéo
foi possivel fazer uma abordagem diferente desta conica, cuja aplicagcdo € mostrada
ao longo deste trabalho.

21 RESULTADOS

2.1 Raio e angulo caracteristico de uma elipse

Toda elipse apresenta dois hemisférios, considerando-se como referéncia o
eixo maior da mesma. Vamos plotar dois pontos P e P’ (aqui chamados pontos
originarios) em uma elipse, cuja distancia de cada um destes pontos aos pontos
extremos da elipse no eixo-maior (Figura 2, Ae A') e ao ponto extremo no hemisfério
oposto do eixo-menor (Figura 2, B e B') seja constante. A essa distancia damos o
nome de raio R da elipse. Quando se traga dois raios tendo-se como referéncia
as extremidades do eixo maior da elipse, forma-se um angulo entre estes raios. A
metade deste dngulo, damos o nome de angulo caracteristico (&) (Figura 2). Obs.:
0 =< a=<90°.
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Figura 2 - llustragéao do raio R, angulo caracteristico (& )e pontos originarios de elipse
(Pe P’). Temos que P'A = P'B' = P’A'=PA = PB = PA’.

- , . . AN
Na préatica, é como se teoricamente tivéssemos um arco AA’, com centro

em Pou P 'eraio R (Figura 2). No entanto, isso ndo € um arco de circunferéncia.

Figura 3 - Parte da elipse.

2.2 Coordenada dos Pontos Originarios

Elipse com eixo maior horizontal

Com base nas Figuras 2 e 3, pode-se afirmar que o valor da abscissa X, do
ponto Pe P 'é sempre a abscissa do centro da elipse (x,). Em relagéo a ordenada
(¥,), nota-se que y = y,+(b + x). Como R=x + 2b, de onde se obtém x + b =R - b,

entao:

Yp=Yo £(b+x) >y =y £(R-b)> ¥, =y £(——b).

sena

Desta forma, conclui-se que as coordenadas sdo P (xo; Yo +

P, (xo: yo + b - SE:.H)-

-b) e

sena
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Elipse com eixo maior na vertical
Para elipses como na Figura 4 de centro C(x,y,), as coordenadas dos pontos

originarios séo dados por:

P (x0+seia—b; yo)eP'(x0+b—ﬁ; yo).
Ly
yor--
0O x X

Figura 4 - Representacéo de elipse com eixo maior na vertical.

O conceito de angulo caracteristico, raio e pontos originarios de uma
elipse sao usados para inUmeros calculos que envolvem a elipse, como perimetro
aproximado e excentricidade. E possivel usar estas nocdes para a determinacéo da
area aproximada de uma elipse, que néo sera tratada neste trabalho. Vejamos as
relacdes envolvendo estes conceitos.

A razdo entre os eixos da elipse é dependente do angulo caracteristico,

sendo que:

a sen a

—=——— (Eq.1)

b 1-cosa

Outras relacdes podem ser encontradas em uma elipse.

% 2ab

sena =——— (Eq.2)
* _ a2_b2

Cos a = ——~ (Eq.3)

*a=R.sena (Eq.4)
*b=R.(1-cos a) (Eq.5)
*¢ = R.\J2.cosa (1 — cosa )=V2bR. cos a (Eq.6)

Outra aplicacdo do angulo caracteristico € na aproximagdo razoavel do
comprimento (perimetro) C de uma elipse que pode ser encontrado com base nas
nogdes estudadas até agora, sendo:

a.m(a?+b?)
C = T(Eq.7) , @ sempre dado em grau.
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am.R
C= s (Eq.8), a sempre dado em grau.
C= %(Eq.g) , @ sempre dado em grau.

Se multiplicarmos Eq.8, por 4 no numerador e no denominador, obtemos

_4am.R
~ 180
Que nos permite afirmar que o comprimento de uma elipse de raio R e angulo
caracteristico @ é aproximadamente igual a 4 vezes o comprimento de um setor
circular de raio R e angulo central & . I1sso representa uma ligagao fundamental entre
elipse e circunferéncia.
A excentricidade (e) é uma importante caracteristica de uma elipse, medindo
o achatamento da mesma (Venturi, 2003) e cujo valor pode ser calculado através
da razao entre a distancia focal (2¢) e a distancia do eixo maior (2a). O valor da
excentricidade varia sempre entre O< e <1 quanto maior seu valor, mais achatada é
a elipse. A excentricidade pode ser calculada facilmente quando o valor do &ngulo
caracteristico € conhecido:
2.cosa

€= Ticosq Ba10)  e=

Muitas vezes os pontos originarios sdo externos, internos ou pertencem a
elipse. Para sabermos a posicéao deles, simplesmente devemos observar que:

* Se a>60°: temos a <b\/§ e 0s pontos sdo internos.

* Se < 60°: temos a >b\/§ € 0s pontos sdo externos.

* Se @ = 60°: temos a = h+/3 e os pontos pertencem a elipse.

Outra forma de determinar a posicdo dos pontos originarios € usar a
excentricidade. Assim:

6 ~ .
*See< ‘/3——: 0s pontos sédo internos

6 ~
*Se e> g: 0s pontos séo externos.

*See= ?: 0s pontos pertencem a elipse.

Obs.: no caso da circunferéncia, se a considerarmos como uma elipse
especial, podemos afirmar que os pontos originarios sdo sempre internos. Se
calcularmos o angulo caracteristico da circunferéncia, veremos que @ = 90° > 60°.
Neste caso especifico, se fizermos a = b, teriamos a < bV32a < aV3 21 <3,
0 que é verdade. Ainda nesse sentido, sabemos que uma circunferéncia possui
excentricidade e =0 < ?, confirmando novamente a ideia de que os pontos

originarios da circunferéncia séo internos (e coincidentes).
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Demonstracao das equacodes
Partindo-se da Figura 2, pode-se afirmar que P'A = P’A’ = P'B’ = R. Além
disso, na Figura 3 observa-se que R = x + 2b e no triangulo P'OA, .(x+b)? + a? = R2.

Logo resolvendo-se o sistema Sist.1 abaixo, obtemos b = R —VR? — a?. Como R=
1—cosa) (Eq. 1)

p— (Eqg.4), entdo, conclui-se que b = a. (

{ R=x+2b
R? = (x + b)? + a?

sena

(Sist. 1)

A demonstracdo da E£q.5 é obtida aplicando-se a relagéo trigonométrica seno
no tridngulo P'OA (Figura 3) e a Eq.5 pode ser encontrada substituindo-se Eq.4 em
Eq.2. Ja a Eq.6, é obtida fazendo-se o = b? + 2.

Para demonstrar a Eq.10 , vamos usar a relacdo e=c/a, lembrando que c=

Va? — b?. Desta forma:

c¢_Vaz-b2 _\/(Rsen a)?—(R—Rcos a)?_/R2.sen?a—(R%—2.R%.cos a+R?.cos2a)_
a a Rsena RN1-cos?a

e =

JRZ.(1-cos2a)—R%+2.R2.cos a—RZ2.cos2a)
RN1-cos?a

R2Z(1—cos2a—1+2.cos a—cos2a)_RV2.cosa—2.cos2a 2.cosa(l—-cosa 2.cos a
_ RX ) = ( ) = (Eq.10)

RN1-cos2a RN1-cos2a (1-cosa).(1+cosa) 1+cosa

A Eg.11 é facil de ser obtida. Basta fazermos algumas modificacoes
trigonométricas na Eq.10.

Para encontrarmos Eqg.2 e Eq.3, usemos novamente a relagéo e=c/a, porém,
usando-se as substituicdes e = W e ¢ = Va% — b2. Vejamos:

1+cosa

c_Va?-b? 2.cosa _Va?—b?

=——— > Elevando-se ambos 0s membros ao
a a 1+cosa a

quadrado, obtém-se:

2 2
. 2_p2
({zwsa) :(Va b) cosa _a’ b’y o 0 cos a = (a? — b?).(1 + cos @)
1+cosa a 1+cosa a?

a’-b?
= cos a=a2+b2(Eq. 3)

Em relacdo a Eq.2, ela pode ser demonstrada usando-se a relacéo

2
fundamental da Trigonometria sen?a+cos?a=1 e usando-se cos a=- 2+b2_ (Eq.3),
2ab
obtém-se sen a = i
aZ+b?

Para demonstrarmos a Eq.8, lembramos que consideramos uma elipse como
sendo aproximadamente um setor circular de raio R. Logo, basta aplicarmos uma
regra de trés simples, observando-se a Figura 2, obtendo-se:

360° 2m.R
2a L

41raR n:ch

360 90 - Como temos dois “hemisférios” na elipse, entdo o
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m.o.R nuR

comprimento total (C) é o dobro de L. ASSIm C=2L=2—7F ”

(Eq.8). AEg9 é

facil de ser obtida. Bastar considerar R= .
sena

A demonstrag@o da pode ser feita usando a E£q.9. Vejamos:

ama ama aﬂa(¥+b%_aﬂ(¥+b5(E 7)

" 45.sen (a) 45— Zab 45.2ab 90b

Nao se pode esquecer que Eq.7, Eq.8 e Eq.9 sao apenas férmulas que
nos permitem calcular o comprimento aproximado da elipse afinal sabe-se que uma
elipse ndo é um setor circular verdadeiro. Vamos resolver alguns exemplos para
testarmos as aplicagcbes destas novas abordagens conceituais apresentadas neste
trabalho.

Exemplo 1— Sendo uma elipse de semieixos maior e menor, respectivamente,
3 e 2, vamos calcular:

a) O angulo caracteristico.

b) O raio da elipse.

c) A excentricidade da elipse.

Solugéo:

2ab__ 232 _12
a2+b2 32422 13

a)sena =

a =arc sen — = 67,38°

b)R = — =li=325

sen a

C) cos a=\/1 — (sen a)2=133

Para verificar, vamos calcular ¢. Sabemos que ¢ = Va2 — b2=y/32 — 22=4/5,

c_Vs5

e — e .

a 3

Como podemos ver, o resultado da excentricidade calculado pelo método
tradicional é equivalente ao resultado calculado através do angulo caracteristico,
corroborando a ideia de que estas novas abordagens apresentadas neste trabalho
vao além de apenas teoria, tendo uma clara aplicagéo nos problemas envolvendo
elipse.

Como e = V— < £ Portanto os pontos originarios séo internos, o que é
confirmado pelo angulo caracterlstlco a=67,38°>60°.

Exemplo 2 — Uma elipse tem excentricidade e=0,4 e semieixo maior a=4.
Vamos calcular o comprimento desta elipse.

Solugéo:
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2
e = 2.cosa = (0 4)2_( 2.cosa> 92.cosz7e =016
1+COS(1 1+cosa 1+cosa
Resolvendo-se esta ultima equacgéo, encontramos a =0,087, de onde vem a
=~ 85°.

=§ 2c=04a=16

b=+a%—c? =42 - (1,6)2 = 3,66
_a.m(a® +b?)  85.3,14(4° + 3,66)
N 90b N 90.3,66

Usando a aproximacgdo através da férmula de Ramanujan, encontramos

=~ 23,83

C=24,09, o que mostra que os resultados s&o muitos proximos.
Exemplo 3 — Sendo a elipse abaixo, podemos calcular o angulo caracteristico
e 0 seu raio e classificar os pontos originarios quanto a sua posicéo na elipse.
(x+1)? | (y—=3)?
— + _=1
8 10

Solugdo: Esta elipse apresenta o eixo maior vertical. Vamos considerar que
na equagdo @ = V10 e b = V8. Assim:

_ 24/10.V8. i i °
sena=—— 2 sena= T o <2 a =arcsen =~ 83,62°.
=¢ -“_—i-?, 18

sena 25 4
9

Como 83,62°>60°, os pontos originarios séo internos.
Exemplo 4 — Quanto mede o comprimento aproximado da ellpse = + ==17?
Solugdo: Sabe-se que a=5e b = 4.

2ab _ 254 20 5 4= arcsen( )~7731°

a?+b? 52+42 41

sena =

C= am(a?+b?) _73,31.3,14(25+16)
- 90b 90.4

~ 27,66

Exemplo 5 — A orbita do planeta Terra é uma elipse, cuja excentricidade &
cerca de 0,0167. Se a distancia da Terra ao Sol no periélio é aproximadamente
147090000 km, vamos calcular a velocidade média da Terra ao redor do Sol em
km/s.

Solugdo: Sabe-se pela 12 Lei de Kepler que o Sol ocupa um dos focos da
elipse (Figura abaixo) e que a Terra demora 1 ano (31104000 s) para completar uma
volta ao redor do Sol.
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a—c=147090000 e ¢ = e.a = 0,0167a D> a = 22729000

a 2
e= ’1 - (tanE) S a=2.arc tgy1 — e2 9 89,99200928°

__ama 8999200928.3,14.149588121,6
" 45.sen (a) 45.sen (89,99200928°)

~ 149588121,6 km

~ 939330006,4 km
Sabemos que V = AS/At, de onde vem:

_939330006,4 km

311040005~ S019km/s

Este resultado estdo bem préximo da velocidade média do planeta Terra
ao redor do Sol, que segundo Williams (2015) da NASA (Agéncia Espacial Norte
Americana) é de 29,78 km/s (sendo a velocidade no afélio de 29,29 km/s e no
periélio igual a 30,29 km/s).

31 CONSIDERAGOES FINAIS

Como se nota em todos os exemplos acima, as abordagens envolvendo
as nocdes de angulo caracteristico, raio de elipse e pontos originarios auxiliam
em inumeros calculos envolvendo elipse, sendo portanto uma alternativa para a
determinacao das caracteristicas fundamentais dessa conica, como a excentricidade
e perimetro. Sabendo que a elipse € uma cbnica muito usada no dia-a-dia de muitos
profissionais, as ferramentas usadas neste trabalho ajudar@o a entender melhor as
relacbes existentes nesta cOnica, cuja aplicagédo vai além da Matematica adentrando
campos da Astronomia, por exemplo.
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