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APRESENTAÇÃO

O contexto social, histórico e cultural contemporâneo, fortemente marcado 
pela presença das Tecnologias Digitais de Informação e Comunicação – TDIC, 
entendidas como aquelas que têm o computador e a internet como instrumentos 
principais, gera demandas sobre a escola e sobre o trabalho docente. Não se trata 
de afirmar que a presença das tecnologias na sociedade, por si só, justifica sua 
integração à educação, mas de considerar que os nascidos na era digital têm um 
perfil diferenciado e aprendem a partir do contexto em que vivem, inclusive fora da 
escola, no qual estão presentes as tecnologias.

É nesta sociedade altamente complexa em termos técnico-científicos, que 
a presença da Matemática, alicerçada em bases e contextos históricos, é uma 
chave que abre portas de uma compreensão peculiar e inerente à pessoa humana 
como ser único em sua individualidade e complexidade, e também sobre os mais 
diversos aspectos e emaranhados enigmáticos de convivência em sociedade. 
Convém salientar que a Matemática fornece as bases do raciocínio e as ferramentas 
para se trabalhar em outras ciências. Faz-se necessário, portanto, compreender 
a importância de se refletir sobre as estratégias pedagógicas utilizadas no ensino 
desta ciência. 

Ensinar Matemática não se limita em aplicação de fórmulas e regras, 
memorização, aulas expositivas, livros didáticos e exercícios no quadro ou atividades 
de fixação, mas necessita buscar superar o senso comum através do conhecimento 
científico e tecnológico. Importante, nos processos de ensino e aprendizagem 
matemática priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo peculiar e 
importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático.

A prática pedagógica intrínseca ao trabalho do professor é complexa, e 
buscar o “novo” exige o enfrentamento de situações inusitadas. Como a formação 
inicial representa a instância formadora dos esquemas básicos, a partir dos quais 
são desenvolvidas outras formas de atuação docente, urge analisá-la a fundo 
para identificar as problemáticas que implicam diretamente no movimento de 
profissionalização do professor que ensina matemática. 

É neste sentido, que o livro “Prospecção de problemas e soluções 
nas ciências matemáticas”, em seu volume 2, reúne trabalhos de pesquisa e 
experiências em diversos espaços, como a escola por exemplo, com o intuito de 
promover um amplo debate acerca das variadas áreas que o compõe.

Por fim, ao levar em consideração todos esses elementos, a importância 
desta obra, que aborda de forma interdisciplinar pesquisas, relatos de casos e/



ou revisões, refletem-se nas evidências que emergem de suas páginas através de 
diversos temas que suscitam não apenas bases teóricas, mas a vivência prática 
dessas pesquisas.

Nessa direção, portanto, desejamos a todos e a todas uma boa leitura!
Américo Junior Nunes da Silva

André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMEN: En este trabajo se presenta 
una experiencia del uso de GeoGebra para 
visualizar funciones de variable compleja por 
parte de futuros profesores de matemáticas en 
México. En este sentido, el estudio se enmarca 
dentro del campo de formación de profesores, 
específicamente respecto al uso tecnología para 
la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas. 
El uso de GeoGebra fue considerado ya que su 
potencial permite visualizar funciones en variable 
compleja mediante el método de mapeo o 
transformación, utilizando las dos vistas graficas. 
La investigación, de corte cualitativo, se sustentó 
en los elementos teóricos de las representaciones 
semióticas y la aproximación instrumental. A partir 
del tipo de función propuesta a los participantes, 
se identifican que son capaces de entender y 
describir las funciones en variable compleja 
como transformaciones.
PALABRAS - CLAVE: GeoGebra, Funciones en 

variable compleja, Formación de profesores.

THE USE OF GEOGEBRA TO VISUALIZE 
FUNCTIONS OF A COMPLEX VARIABLE: 

AN EXPERIENCE WITH PRESERVICE 
MATHEMATICS TEACHERS

ABSTRACT: This report presents an experience 
of using GeoGebra to visualize complex functions 
by futures Mexican mathematics teachers. In this 
sense, the study is framed in the research area 
of mathematics teacher education, especially in 
the use of the new technologies for mathematics 
teaching and learning. GeoGebra software was 
considered due its potential to visualize complex 
functions trough the transformation method 
using the two windows for graphics. The study, 
qualitative in nature, is based on the semiotic 
representations and in the instrumental approach 
to tool use. Based on the given function to the 
participants, it is possible to identify that they can 
understand and describe the complex functions as 
a mapping or transformation.
KEYWORDS: GeoGebra, Complex functions, 
Teacher education.

1 |  INTRODUCCIÓN
Uno de los intereses de la educación 

matemática gira en torno a la formación de 
profesores y el uso herramientas tecnológicas. 
En compilaciones como la de HUANG y ZBIEK 
(2017) se distingue que las investigaciones sobre 
uso de tecnología y la formación de profesores 
se pueden caracterizar en los siguientes tipos: 
investigaciones sobre tecnología y contenidos 
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matemáticos, sobre tecnología y aspectos pedagógicos, y sobre la práctica del 
futuro profesor en medios tecnológicos. El presente capítulo se ubica en el primer 
tipo. De esta menara, se reconoce que el uso de tecnología para el aprendizaje 
matemático de futuros profesores es una categoría específica de investigación 
(HUANG y ZBIEK, 2017).

El conocimiento matemático, su aprendizaje, es uno de los elementos en la 
formación y profesionalización de profesores necesarios para la enseñanza de las 
matemáticas. De acuerdo con BALL, THAMES y PHELPS (2008), el Conocimiento 
Común del Contenido Matemático es uno de los tipos de conocimiento que el 
profesor en formación debe desarrollar, este conocimiento refiere al conocimiento 
disciplinar de las matemáticas. En el nivel universitario, la enseñanza y aprendizaje 
de la matemáticas no está excento de dificultades. Por ejemplo, en los números 
complejos, de acuerdo con AZNAR, DISTEFANO, MOLER y PESA (2018) indican 
que en cursos de álgebra sobre variable compleja no se logran aprendizajes robustos 
en estudiantes de ingeniería debido al poco uso de diferentes registros semióticos, 
particularmente estos autores proponen una secuencia didáctica para favorecer la 
conversión de representaciones de curvas y regiones del plano complejo, y con ello 
mejorar el aprendizaje.

Por su parte, VILLARRAGA, SIGARRETA Y ROJAS (2017, p.31) indican 
que en la enseñanza y aprendizaje de los números complejos en licenciaturas de 
matemáticas se basa en un enfoque deductivo, donde se favorece la definición de 
los conceptos matemáticos como conocimientos ya acabados, lo que obstaculiza 
que los estudiantes construyan los conceptos subyacentes al de variable compleja. 
En este sentido, las investigadoras proponen un modelo didáctico para la enseñanza 
y aprendizaje del concepto de función de variable compleja, de acuerdo con las 
autoras, su propuesta promueve el uso de software para visualizar puntos, rectas y 
subconjuntos, ya que permiten la visualización y asimilación de conceptos abstractos, 
particularmente debido a que el aprendizaje de propiedades geométricas de 
funciones en variable compleja conlleva difucultades en una enseñanza tradicional.

Como se observa, por un lado, los investigadores se han intersado en proponer 
soluciones relativas a mejorar la enseñanza y aprendizaje de números complejos y 
de funciones de variable compleja, por otro, parte de las ideas propuestas considera 
la incorporación de herramientas tecnológicas. Esto último resulta fundamental en 
los futuros profesores, no sólo para su aprendizaje matemático, sino para su futura 
práctica docente, ya que como lo mencionan VILLARRAGA et al. (2017, p. 38), 
la tecnología es importante en el nivel universitario, ya que ofrece herramientas 
para la práctica docente del fururo profesor. En este sentido, en la construcción y 
reconstrucción de conocimientos matemáticos, la tecnología debe jugar un papel 
importante en el profesorado ya que en su formación no solo se les debe indicar el 
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portencial del uso de tecnología para la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas 
sino que los profesores mismos, durante su formación y capacitación contínua, 
deben tener oportunidades de experimentar tal potencial (MARTINEZ-HERNANDEZ 
y ULLOA-AZPEITIA, 2017).

De esta manera, en el presente capítulo se reporta una experiencia del uso 
de GeoGebra en la formación de futuros profesores de matemáticas, en el contexto 
Mexicano, respecto al aprendizaje del concepto de función de variable compleja. En 
este sentido, el estudio llevado a cabo tiene como objetivo dar cuenta del potencial 
del uso de GeoGebra para favorecer el aprendizaje del concepto de función en 
variable compleja. La pregunta guía fue la siguiente: a partir del uso de GeoGebra 
y sus capacidades técnicas ¿de qué manera el uso de GeoGebra permite una 
aproximación al concepto de función como una transformación o mapeo?

Desde hace décadas se reconoce (e.g. LAGRANGE, 2005) que las 
tecnologías digitales tienen capacidades numéricas gráficas, simbólicas y de 
programación, que juegan no solo rol como ayuda pedagógica, sino como una ruta 
para nuevas aproximaciones en la enseñanza y apredizaje de las matemáticas. Por 
ello, la incorporación de herramientas tecnológicas en la educación matemática de 
futuros profesores resulta relevante, particularmente en cursos donde pueden tener 
oportunidad de explorar el potencial para su propio aprendizaje. Particularmente 
GeoGebra es pertinente para el análisis de funciones de variable compleja, ya 
que es un software que permite la exploración y análisis a partir de diferentes 
representación, además de su carácter diinámico.

2 |  REFERENTES TEÓRICOS
Para dar cuenta sobre la experiencia del uso de GeoGebra como un medio 

para construir y acceder al concepto de función de variable compleja, el estudio 
se sustenta en dos referentes teóricos. El primero de ellos es la Aproximación 
Instrumental del uso de herramientas tecnológicas en su enfoque antropológico 
(ARTIGUE, 2002; LAGRANGE, 2003, 2005). En este enfoque, la construcción del 
conocimiento matemático se considera como parte de una Actividad humana, que 
se puede explicar a través de tres conceptos: Tarea, Técnica y Teoría. La Tarea se 
define como el problema a resolver; la Técnica se entiende como la forma o maneras 
de resolver la Tarea, y la Teoría refiere a la explicación o justificación que sustenta la 
Técnica. Tomando como base este enfoque teórico, se considera que una herramienta 
tecnológica como GeoGebra, permite formas adicionales de resolver una Tarea, 
es decir, permite acceder a Técnicas basadas en la herramienta tecnológica (i.e,, 
propias de la herramienta). Esto es importante, ya que, a las Técnicas se les suele 
asignar sólo un valor pragmático, sin embargo, Artigue y sus colegas, muestran 
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que una Técnica tiene también un valor epistémico, particularmente durante la 
construcción de las Técnicas (LAGRANGE, 2005). Además, las Técnicas son objeto 
de reflexión conceptual cuando son comparadas con otras y cuando su consistencia 
es discutida (LAGRANGE, 2003). 

Dado que GeoGebra permite el trabajo con distintas representaciones y en 
distintos registros, el segundo elemento teórico considerado es el de los Registros 
Semióticos de Representación (RSR) (DUVAL, 2006). Como es ampliamente 
reconocido, de acuerdo con DUVAL (1999), el pensamiento matemático requiere 
la activación en paralelo de dos o tres RSR, por lo que la coordinación de registros 
se entiende como una condición necesaria en el aprendizaje de las matemáticas. 
Si bien GeoGebra permite el trabajo en distintos registros, el presente reporte sólo 
aborda el trabajo de los estudiantes en los registros algebraico y gráfico, ya que 
interesa que los futuros profesores reflexionen sobre la función en variable compleja 
como una tranformación o mapeo. El papel epistémico de GeoGebra se observará 
en cómo los estudiantes intepretan lo que visualizen en GeoGebra a partir de 
utilizar dos vistas gráficas y la vista algebraica, al momento de introducir números 
complejos particulares y calcular sus correspondientes imágenes, o bien una familia 
de complejos a partir de las capacidades técnicas de GeoGebra.

3 |  MÉTODO
Participantes y toma de datos. La toma de datos se llevó a cabo con 14 

profesores en formación de una universidad pública de México, quienes al momento 
de a toma de datos se encontraban cursando el 8º semestre, en un curso optativo de 
introducción a la variable compleja, curso en el que de manera sistemática se utilizó 
GeoGebra para representar números complejos en el plano complejo. La toma de 
datos se llevó a cabo mediante una entrevista grupal en línea, en la que primero se 
solicitó a cada participante resolver de manera individual la Tarea diseñada, seguido 
de una discusión grupal de sus respuestas. De los 14 participantes, 12 completaron la 
actividad y es sobre quienes se tiene evidencia de su trabajo, debido a restricciones 
de espacio, en este capítulo ejemplificamos el tipo de trabajo desarrollado por los 
futuros profesores a partir de tres casos (PF1, PF2 y PF3, en adelante). Las fuentes 
de información provienen de las hoja de trabajo de los estudiantes, los archivos 
GeoGebra generados y la videograbación de la entrevista.

Diseño de Actividad. De acuerdo con PONCE (2020, p. 101) existen 
varios métodos para visualizar funciones complejas: graficar por separado sus 
componentes reales e imaginarias, mapear o transformar una región, el método 
de superficies analíticas y el método de dominio coloreado. Con base en el libro 
de texto que los participantes tenían como base del curso (CHURCHILL y WARD, 
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1992) se diseñó una actividad que involucra el uso de GeoGebra para visualizar 
las funciones en variable compleja como un mapeo o transformación de una región 
del plano complejo. Ello es posible por las múltiples vistas gráficas de GeoGebra 
para representar los dos planos complejos, uno para el dominio y otro para el co-
dominio de funciones de variable compleja (D’AZEVEDO BREDA y DOS SANTOS, 
2017). Con base en estos antecedentes, se diseñó una actividad que consta de los 
siguientes apartados.

Apartado 1. Con el objetivo de que los alumnos recuperen la representación en 
GeoGebra de complejos en la forma z=x + iy, tanto en el vista algebraica como en la vista 
gráfica se propone que se introduzca en GeoGebra el complejo -2 +3i.

Apartado 2. Se solicita visualizar en GeoGebra complejos z tales que su parte 
real sea 2 (en la Vista Gráfica), así como calcular imágenes de tales complejos a 
partir de la función ƒ (z) = z2 y visualizarlos en la Vista Gráfica 2.

Apartado 3. Se solicita a los participantes utilizar algún comando o herramienta 
de GeoGebra para visualizar en la Vista Gráfica tantos complejos z como se quiera, 
de manera que su parte real sea siempre 2, y calcular sus imágenes w=ƒ(z) a partir 
de lafunción dada. Los participantes, al tener experiencia con el uso de deslizadores 
de GeoGebra se espera que sean capaces de utilizar esta herramienta de deslizador 
para asociarle sus valores tanto a la parte real como imaginaria de un complejo, y 
así visualizarlos en la vista gráfica.

Apartado 4. En caso de que los participantes no utilicen la herramienta de 
deslizadores para visualizar una familia (región) de complejos, en este apartado 
se propone una secuencia de construcción a partir del uso de deslizadores y de 
las dos vistas gráficas de GeoGebra para visualizar subconjuntos del dominio y su 
correspondiente codominio. La secuencia de construcción es la siguiente:

• Trazar dos deslizadores ɑ y b para representar las partes real e imagi-
naria de un complejo z.

• Introducir en la linea de entrada un complejo z a partir de los deslizado-
res, de manera que la parte real sea 2. Es decir z=ɑ+bi, con ɑ=2.

• Activar la vista gráfica 2 de GeoGebra para, para visualizar en ésta las 
imágenes w=ƒ(z) a partir de calcularlos con base en la función planteada 
ƒ(z) = z2. Es decir, calcular w = z ˆ 2.

• Activar el rastro de los complejos z y w representados en la Vista Gráfica 
y Vista Gráfica 2, respectivamente.

• Apartado 5. Este corresponde a una pregunta de reflexión sobre la cons-
trucción propuesta. Específicamente la pregunta es: Explique cuál es el 
efecto, gráficamente hablando, de aplicar la función ƒ(z)=z2, al conjunto 
de complejos z cuya parte real siempre es igual a 2.
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Apartado 6. En este se solicita a los estudiantes repetir el proceso de 
construcción, primero, cambiando el valor de la parte real, pero manteniéndolo fijo. 
Segundo mantener ahora fijo el valor de la parte imaginaria y hacer variar (mediante 
el deslizador) la parte real.

Apartado 7. Se les solicita a los participantes describir, a partir de la 
construcción realizada en GeoGebra, el significado de una función de variable 
compleja.

4 |  RESULTADOS
El Apartado 1 tuvo como objetivo que los alumnos recuperaran la forma de 

introducir complejos de la forma x + yi, y observar que de manera automática GeoGebra 
traza un punto en el plano de coordenadas (x,y). La Figura 1 muestra una recreación de lo 
solicitado en el Apartado 1 de la Actividad diseñada. Como se observa en la Figura 1, en la 
Vista Algebraica, GeoGebra reconoce la expresión como un número complejo, y en la Vista 
Gráfica se traza el punto que correspondiente.

Figura 1. Construcción solicitada en el Apartado 1 de la Actividad.

Con base en esta primera construcción, en el Apartado 2 se solicitó graficar 
una serie de compejos tal que su parte real siempre fuera igual 2, así como sus 
imágenes correspondientes en la Vista Gráfica 2 a partir de la función ƒ(z)=z2. Esta 
idea se ejemplifica en la Figura 2.



 
Prospecção de Problemas e Soluções nas Ciências Matemáticas 2 Capítulo 5 56

Figura 2. Construcción solicitada en el apartado 2 de la Actividad.

La Figura precedente muestra tres números complejos z1 = 2 + i, z2 = 2+ 
2i y z3 = 2- i en la Vista Algebraica y en la Vista Gráfica. A partir de la función 
ƒ(z) = z2 en la Vista Algebraica y en la Vista Gráfica 2 se muestran sus imágenes 
z4=3+4i,z5 = 0 + 8i y z6 =3 -4i, respectivamente. Este es el tipo de construcción que 
indica D’AZEVEDO BREDA y DOS SANTOS (2017) se puede realizar en GeoGebra 
para el dominio y co-dominio de una función utilizando las dos vistas gráficas 
bidimensionales de GeoGebra. Con base en esta idea de construcción se esperaba 
que los participantes fueran capaces de utilizar deslizadores, por su familiaridad con 
esta herramienta, para visualizar un conjunto de complejos en la Vista Gráfica, como 
se muestra en la Figura 3.

Figura 3. Uso de deslizadores para intriducir números complejos.

La Figura 3 muestra el uso de dos deslizadores ɑ y b, para escribir un 
número complejo en la forma z=ɑ + bi, para valores distintos de los deslizadores 
se muestran tres casos, en los que de manera automática GeoGebra actualiza el 
número complejo, al estar asociado el valor de los deslizadores ɑ y b con la parte real 
y parte imaginaria de z, respectivamente. Sin embargo, ninguno de los participantes 
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propuso esta forma de trazar los complejos en GeoGebra, sólo fueron capaces, en 
primera instancia, de intruducir complejos de manera directa, tal como se solicitó en 
el Apartado 1 de la Actividad. Por este motivo, durante la entrevista se procedió a 
discutir el trabajo realizado por ellos en el Apartado 4.

A pesar de que los estudiantes no propusieron por sí mismos el tipo de 
construcción planteada en la Figura 3, no tuvieron ninguna dificultad en entender y 
seguir la construcción propuesta en el Apartado 4. Las siguiente Figuras muestra las 
construcciones finales de PF1. En Figura 4 se muestra la región correspondiente a 
los complejos z (rojo) construidos a partir de dos deslizadores tal que Re (z) =2 (Vista 
Gráfica), en la Vista Gráfica 2 se observa la región del codominio correspondiente 
(verde), a partir de ƒ(z) = z2.

Figura 4. Complejos z tal que Re (z) =2 y sus correspondiente codominio por PF1

Como se puede observar, con el uso de deslizadores para trazar complejos 
z en la Vista Gráfica y a través de activar el rastro, se genera una región de recta 
vertical que corresponde a x = 2; de manera automática al generar la imagen w=ƒ(z) 
en la Vista Gráfica 2 y activar su rastro se genera una curva. Es decir, mediante esta 
construcción se puede entender una función en variable compleja como un mapeo o 
transformación, de la región (en rojo) en el plano de la Vista Gráfica, a la región (en 
verde) en el plano de la Vista Gráfica 2. La Figura 5, muestra la construcción de la 
misma participante PF1, en este caso corresponde a una construcción de la región 
de los complejos tales que Im(z)=2, para la misma función ƒ(z)=z2.
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Figura 5. Complejos z tal que Im(z)=2 y sus correspondiente codominio por PF1.

Las construcciones mostradas en las Figuras 4 y 5, corresponden a lo 
solicitado a los participantes en los Apartados 4 y 6, respectivamente. Como se 
mencionó, ningún participante presentó dificultades en realizar la construcción. A 
partir de estas construcciones, en el Apartado 5, primero, se les solicitó responder 
a una pregunta de reflexión sobre la construcción planteada y sobre el efecto de 
aplicar una función a un conjunto de números complejos de una región particular. 
Por el tipo de respuestas dadas por los futuros profesores, es posible mencionar que 
logran vincular ambas regiones, roja y verde, por ejemplo de la Figura 4. La siguiente 
Figura 6 muestra la respuesta de PF1 a la pregunta planteada en el Apartado 5.

Figura 6. Respuesta de PF1 a la pregunta de reflexión del Apartado 5.

Como se observa en la Figura 6, por la respuesta de PF1 es posible indicar 
que GeoGebra le permite visualizar una región en la Vista Gráfica 2 (ver Figura 4), 
asociada a la región de la Vista Gráfica. A partir de esta idea inicial en que logran 
vincular ambas regiones, en el apartado 7 les fue solictada una explicación de lo que 
significa una función en variable compleja. Las Figuras 7 y 8, muestran ejemplos de 
respuesta de esti último.
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Figura 7. Explicación de PF2 sobre el significado de una función.

Figura 8. Explicación de PF3 sobre el significado de una función.

Como puede observarse en la explicación de PF2 (Figura 7), indica la 
necesidad de utilizar dos planos complejos, uno para el conjunto de los z y otro 
para las imágenes ƒ(z). En este sentido, hay indicios de una intepretación como 
un mapeo o una transformación por parte de PF2. En el caso de PF3 (Figura 8) 
explícitamente indica que “se transforma la curva perteneciente al plano z a una 
curva que pertenece al plano w o a los puntos de las imágenes de la función”. Es 
decir, además de indicar que se trata de una regla de correspondencia, como las 
funciones de variable real, esta regla de correspondencia la interpreta como una 
transformación de un plano conmplejo z a otro plano complejo w.

5 |  CONCLUSIONES
En este trabajo se ha reportado cómo cuando se utiliza una herramienta 

como GeoGebra, y promover el uso de al menos dos representaciones, la algebraica 
y la gráfica para la visualización de funciones complejas, los participantes lograron 
coordinar la representación algebraica (Vista Algebraica) con la representación 
gráfica (Vista Gráfica y Vista Gráfica 2). Sin embargo, no es sólo el hecho del uso 
de dos representaciones, una parte importante es el carácter dinámico del uso 
de deslizadores. En términos de la Aproximación instrumental, esta técnica de 
GeoGebra permite visualizar de forma dinámica cómo la región del plano z (Vista 
gráfica) se corresponde con otra región del plano complejo w (Vista Gráfica 2). En 
este sentido, el papel epistémico de la Técnica GeoGebra se observa ya que el 
carácter dinámico de la construcción generó en los participantes una noción de la 
función compleja como una transformación.
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Finalmente se pone de manifiesto cómo el uso de herramientas como 
GeoGebra son importantes en el desarrollo del conocimeinto matemático para 
los futuros profesores, ya que este tipo de construcciones pueden ayudarles a 
comprender el potencial didáctico de las herramientas tecnológicas para su futura 
práctica.
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