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APRESENTAÇÃO 

Enquanto esta obra era produzida, a humanidade via-se diante de uma 
de suas maiores crises recentes: a pandemia do novo coronavírus. Este cenário 
escancarou a importância da ciência como ferramenta e um dos pilares da evolução 
da sociedade. Ao lado da ciência, a engenharia implementa o conhecimento 
desenvolvido na forma de produtos e serviços, tornando real e sustentável o 
conhecimento científico.

Sem dúvida, o que tornou possível verdadeiras revoluções na ciência e na 
engenharia foram os conhecimentos desenvolvidos na interface entre distintas 
áreas do conhecimento. As ciências biológicas e a engenharia ambiental produziram 
equipamentos para tratamento de efluentes empregando microrganismos. A 
computação e a engenharia de processos permitem que um funcionário monitore e 
controle uma fábrica mesmo estando a quilômetros de distância. A medicina, física 
e engenharia elétrica produzem equipamentos que enxergam o interior do corpo 
humano em alta resolução.

Neste sentido, esta obra é uma coletânea de trabalhos de professores 
cientistas e engenheiros, com vasto conhecimento em suas áreas de atuação, que 
destaca como a ciência e a tecnologia são empregadas para resolver problemas 
da sociedade. Em comum, além dos esforços para tornar a sociedade e a indústria 
mais sustentáveis, está o fato de todos os trabalhos terem sido desenvolvidos na 
cidade de Campinas ou em cidades próximas.

A multidisciplinaridade presente nesta obra é reflexo de um trabalho em 
construção no sentido de agregar o conhecimento acumulado e condensá-lo em 
produtos e serviços ou mesmo um fim em si, visando informar a sociedade de que 
temos pesquisa de boa qualidade sendo feita no Brasil.

Com o compromisso de incentivar a pesquisa acadêmica, divulgar e 
disseminar o conhecimento, a Editora Atena, através dessa obra, traz um rico 
material pelo qual será possível atender aos anseios daqueles que buscam ampliar 
seus estudos nas temáticas aqui abordadas. Boa leitura! 

Dilnei Giseli Lorenzi
Pró-Reitor de Ensino Pesquisa e Extensão

Universidade São Francisco 
Filipe Alves Coelho

Iara Lúcia Tescarollo
Vicente Idalberto Becerra Sablón

Organizadores
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EXPRESSÕES ANALÍTICAS DO CAMPO 
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PROVOCADO POR TRANSITÓRIOS DE CORRENTE 
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RESUMO: O presente trabalho faz uma 
reapresentação do desenvolvimento de 
expressões analíticas para o cálculo do campo 
eletromagnético provocado pelos transitórios 
de corrente elétrica, no domínio do tempo e em 
coordenadas Cartesianas. O principal objetivo 
dessa reapresentação está na própria conclusão 
da tese de doutorado, apresentada no ano 
de 2000, quando foi sugerida a sua utilização 
em outras aplicações, além daquelas para as 
quais foram aplicadas inicialmente. Apesar da 
validação dos resultados apresentados àquela 
época, poucos trabalhos foram produzidos 
posteriormente, possivelmente ocasionados 
pela falta de uma melhor divulgação dos 
resultados em meios científicos mais adequados. 
Com essa reapresentação, espera-se que 
tais expressões sejam úteis à comunidade 
científica que desenvolvem trabalhos na área de 
interesse aqui considerada. O desenvolvimento 
dessas expressões parte das quatro equações 
de Maxwell e fazem todas as considerações 
particulares e constitutivas do ambiente físico e 
temporal necessárias aos casos de transitórios 
de corrente elétrica, em geometrias quaisquer, 
empregando o conceito de linhas de transmissão 
e com os seus respectivos parâmetros 
distribuídos. Com o emprego de softwares, 

tanto para determinar o transitório da corrente 
elétrica na linha de transmissão, que poderia 
ser simplesmente um cabo condutor disposto 
numa configuração geométrica arbitrária, como 
também para o emprego dessas expressões, 
acredita-se numa grande contribuição no estudo 
e projetos de mecanismos de proteção na área de 
compatibilidade eletromagnética. Os resultados 
aqui apresentados mostram a coerência dos 
termos já explorados em outras literaturas 
clássicas na área e abrem possibilidades de 
outros trabalhos futuros com a aplicação dessas 
expressões.
PALAVRAS-CHAVE: Compatibilidade 
Eletromagnética, Transitórios Eletromagnéticos, 
Eletromagnetismo, Equações de Maxwell, 
Descargas Atmosféricas.

ANALYTICAL EXPRESSION OF THE 
ELECTROMAGNETIC FIELD IN THE 

TIME DOMAIN CAUSED BY ELECTRIC 
CURRENT TRANSIENT

1 |  INTRODUÇÃO
Expressões analíticas de cálculo do campo 

eletromagnético devido a sinais em linhas de 
transmissão são bem conhecidas e encontradas 
em qualquer livro de eletromagnetismo. A 
maioria dos autores apresenta tais expressões 
de forma separada, conforme a distância do 
ponto à fonte, em campo distante e campo 
próximo. Por se tratar de estudos em regime 
permanente, o desenvolvimento de equações 
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no domínio da frequência é suficiente, além de ser de mais fácil obtenção, já que 
envolve considerações pela análise fasorial. Por outro lado, em casos de transitórios 
de sinais e de fenômenos não lineares, o estudo desses sinais no domínio do tempo 
se torna menos enfadonho e mais eficiente quando comparado com o domínio da 
frequência. Além disso, quando se trata de transitórios envolvendo geometrias mais 
complexas, o sistema de coordenadas Cartesianas muitas vezes é preferível, do 
ponto de vista da lógica computacional. Apesar das limitações de domínios, no caso 
de haver respostas em um domínio e seja necessário conhecer a resposta no outro, 
basta aplicar o método da Transformada Rápida de Fourier. Este trabalho busca 
revisitar o desenvolvimento de expressões para o cálculo de campo eletromagnético, 
bem como as considerações feitas desde as 4 equações de Maxwell até a sua 
solução analítica, desenvolvido durante o trabalho publicado pelo autor (Caixeta, 
2000). Essa revisita às expressões propostas no ano de 2000 se justifica, pelo hiato 
de trabalhos considerando essas expressões ao longo de vários anos desde a sua 
publicação, apesar das diversas publicações alcançadas à época (Caixeta, 1997) 
(Caixeta, 1998).

A quantidade de softwares para o estudo envolvendo fenômenos de 
transitórios eletromagnéticos na área de compatibilidade eletromagnética é muito 
grande, principalmente quando são considerados aqueles comerciais e de alto 
custo financeiro. Esses softwares utilizam rotinas internas que aplicam diferentes 
métodos numéricos, a depender do tipo de aplicação e análise desejada (SADIKU, 
2000), (TESCHE, 1997), (TAFLOVE, 1995). Métodos numéricos como FDTD, 
Elementos Finitos, Método dos Momentos, dentre outros, apresentam limitações 
em análise de fenômenos em que as fronteiras do domínio do espaço estudado seja 
de difícil definição, como por exemplo, desde análises de transitórios provocados 
por descargas atmosféricas nuvem-terra, até descargas eletrostáticas em placas de 
circuito impresso (TAFLOVE, 1998). Particularmente, para este primeiro caso, o canal 
de uma descarga atmosférica pode ser modelado como uma linha de transmissão 
com distribuição dos parâmetros ao longo do canal, com a fonte da descarga 
conectada à base/terra ou ao topo/nuvem (UMAN, 1975). Se se deseja conhecer o 
comportamento do campo eletromagnético numa determinada região distante deste 
canal, a aplicação dos softwares comerciais se torna falha ou muito pesada do ponto 
de vista de recursos computacionais. Assim, conhecendo uma expressão analítica 
para o cálculo do campo a partir do transitório da corrente elétrica presente no canal 
da descarga, se torna extremamente útil (CAIXETA, 1997). Esse tipo de análise 
se torna ainda mais útil quando se deseja levar em consideração o transitório 
das correntes elétricas presentes em estruturas de proteção contra descargas 
atmosféricas, geralmente envolvendo geometricamente prédios comerciais ou 
mesmo casas residenciais. Essas estruturas também podem ser tratadas pela 
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teoria de linhas de transmissão, considerando cabos interconectados terminados 
em outros cabos em diferentes confi gurações geométricas. Nessas situações, a 
disposição geométrica de cada linha de transmissão que compõe a estrutura não é 
bem defi nida.

 Uman (1975), desenvolveu uma expressão analítica, no domínio do tempo 
e em coordenadas cilíndricas, para a expressão de campo eletromagnético gerado 
por descargas atmosféricas (RUBINSTEIN, 1989). A expressão foi largamente 
utilizada por outros autores e mostrou ser muito efi ciente em diversas aplicações 
(DEGAUQUE, 1993).

 Thomas e Christopoulos (1994) desenvolveram uma outra expressão 
analítica, só que em coordenadas Cartesianas, com o mesmo propósito de 
determinar campos eletromagnéticos gerados por uma descargas atmosféricas no 
domínio do tempo. Essa expressão mostrou ser mais efi ciente que a de Uman, 
apresentando maior fl exibilidade por trabalhar em coordenadas Cartesianas. Apesar 
dessa fl exibilidade quando aplicada a campos gerados por linhas de transmissão 
em uma única direção, a mesma não apresentou o mesmo desempenho quando 
aplicada em casos de estruturas formadas por outras linhas de transmissão dispostas 
em confi gurações geométricas distintas. Para se determinar campos em estruturas 
de proteção formadas pela conexão de várias linhas, dispostas em geometrias 
arbitrárias, a expressão de Thomas tornou-se enfadonha. Foi então desejável o 
desenvolvimento de novas expressões analíticas, em coordenadas Cartesianas, 
no domínio do tempo, considerando um cabo condutor disposto numa geometria 
qualquer (fi gura 1), modelado a partir da teoria de linhas de transmissão para a 
obtenção do transitório de corrente. Será apresentado a seguir, o desenvolvimento 
dessas expressões a partir das quatro equações de Maxwell e pelas considerações 
constitutivas do ambiente a ser modelado.

Partindo das quatro equações de Maxwell, e considerando o conceito de 
vetor potencial magnético 

Partindo das quatro equações de Maxwell, e considerando o conceito de 
 e a relação constitutiva, sabe-se que (PAUL, 1992) e 

(KRAUS, 1988):

Assegurando verdadeira a lei de Gauss, considerando a segunda-equação 
de Maxwell, pela expressão:

Substituindo essa expressão na terceira equação de Maxwell (lei de Faraday), 
relaciona-se a variação espacial do campo elétrico com a variação no espaço e no 
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tempo com o vetor potencial magnético:

Passando tudo para o primeiro membro, resulta:

Com alguns passos de álgebra vetorial, chega-se à já conhecida expressão 
de campo elétrico, vetorialmente no sentido contrário ao gradiente do potencial 
elétrico adicionado à taxa de variação temporal do potencial magnético:

Para efeito de generalização da confi guração geométrica de um cabo 
condutor, como comentado acima, será considerado o segmento de uma linha 
de transmissão disposto numa geometria qualquer, no sistema de coordenadas 
Cartesianas, como ilustrado na fi gura 1.

Figura 1 – Segmento de um cabo condutor disposto numa geometria qualquer.

Fonte: Adaptado de Caixeta (2000).
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A defi nição do vetor potencial magnético será aplicada como passo 
intermediário para cálculo da expressão do campo magnético. De acordo com a 
Figura 1, o vetor potencial magnético, considerando retardo no tempo, pode ser 
expresso por:

Onde:
R = posição do ponto onde calcular (R, t).
r = distância do ponto do elemento de corrente até o ponto onde calcular  

(R, t).
r' = posição do elemento de corrente.

 = elemento diferencial indicando a direção do vetor densidade de 
corrente  associado à corrente .

Sabendo-se que:

Com isso, a expressão do vetor potencial magnético, se torna:

Em coordenadas Cartesianas, e na forma diferencial:

Simplifi cando para densidade de corrente fi lamentar, uma vez que o 
comprimento dos condutores é muito maior que a seção transversal, e já considerando 
uma distribuição espacial dos elementos diferenciais, tem-se:

Com:
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2 |  EXPRESSÃO PARA AS COMPONENTES DA INTENSIDADE DO 
CAMPO MAGNÉTICO

A forma diferencial da equação (1), fi ca:

Em coordenadas Cartesianas, o rotacional dessa expressão, fi ca:

As derivadas parciais dos termos diferenciais do vetor potencial magnético, 
conforme equações (8.1 – 8.3), são:

Adotando o mesmo procedimento para o restante das derivadas parciais da 
expressão do rotacional, e substituindo na equação (9), chaga-se às expressões 
diferenciais da intensidade do campo magnético ( dHx; dHy; dHz ):
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Substituindo essas três componentes na equação (9), tem-se a expressão 
diferencial do vetor intensidade de campo magnético, em função do espaço e do 
tempo:

Cuja integral, resulta nas três componentes vetoriais:

Ou, substituindo os termos:

3 |  EXPRESSÃO PARA O CAMPO ELÉTRICO
A forma diferencial da expressão (4), reescrita, fi ca:
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O gradiente do elemento diferencial do potencial elétrico em coordenadas 
Cartesianas, é:

A relação entre o vetor potencial magnético e o potencial elétrico, pela 
condição de Lorentz, é:

Na forma diferencial, tem-se que:

O divergente do elemento diferencial do vetor potencial magnético, 
considerando as expressões 7 e 8, fi ca:

A derivada de cada componente nos respectivos eixos coordenados fi ca:

Resultando em:

As componentes do divergente com relação aos eixos “y” e “z” são deduzidas 
de maneira semelhante, e resultam em:
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Substituindo as equações (17.1 - 17.3) na equação (16), tem-se o termo em 
função de “x”:

Fazendo o mesmo para as componentes “y” e “z”, o diferencial do potencial 
elétrico total, fi ca:

Aplicando o gradiente nesta expressão do diferencial do potencial elétrico, de 
acordo com a expressão (15), a componente “x” desse gradiente, fi ca:

Onde a derivada parcial da função f(x) com relação a “x” é:
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Com o mesmo procedimento para as funções f(y) e f(z), duas derivadas 
parciais com relação à “x”, resulta:

Substituindo as expressões (20.1 – 20.3) em (19), e desenvolvendo, tem-se:
Componente âx:
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Seguindo o mesmo procedimento, chega-se à expressão da componente “y” 
e “z” do gradiente do diferencial do potencial elétrico:

Componente ây:

Componente âz:
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Falta ainda determinar a derivada do vetor diferencial do potencial magnético 
com relação ao tempo, para que a expressão do campo elétrico fi que completa 
(equação 4). Das expressões (7) e (8.1 – 8.3), tem-se que:

Tomando o mesmo procedimento para as componentes “y” e “z”:

Finalmente, substituindo as expressões 21.1 - 21.3 e 22.1 – 22.3 na expressão 
(4) do campo elétrico, como se segue:
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Onde:
Componente “x” do campo elétrico

Componente “y” do campo elétrico
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Componente “z” do campo elétrico

Figura 2 – Componentes do campo elétrico em coordenadas Cartesianas.

Fonte: Adaptado de Caixeta (2000).

Assim, conhecida a corrente em um dipolo qualquer em um instante t - r / c, 
o campo eletromagnético pode ser calculado no instante t, em um ponto P (x,y,z ) a 
uma distância r do centro do dipolo.

Nas expressões de (24.1 – 24.3), pode-se verifi car a presença dos termos de 
campo próximo e de campo distante. Assim, é possível observar que:
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• Os termos das equações acima, expressos em função da carga, que são 
aqueles que aparecem nas integrais temporais da corrente:

se referem às componentes de campo eletroestático, consideradas de campo 
próximo, que são funções inversas com a distância ao cubo 1/r 3.

• Os termos em função direta da corrente, na forma: 

se referem às componentes de campo elétrico indutivo, os quais são funções 
inversas com a distância ao quadrado 1/r 2.

• Já os termos que estão em função do diferencial da corrente, na forma:

 se referem às componentes de campo elétrico irradiado, consideradas de 
campo distante, os quais são funções da distância na forma inversa da distância 1/ r.

• Como era de se esperar, nas expressões da intensidade de campo mag-
nético, observa-se apenas as componentes em função direta da corren-
te elétrica e de seu diferencial no tempo. A ausência de componente em 
função da integral da corrente no tempo - relacionada ao conceito de 
carga elétrica, se justifi ca pela própria lei de Faraday.

4 |  CONCLUSÃO
Foram apresentadas as expressões de campo eletromagnético provocado 

por transitórios de corrente elétrica, no domínio do tempo e em coordenadas 
Cartesianas. Foi demonstrado, em trabalhos anteriores, que essas expressões 
são muito úteis em estudos na área de interferências eletromagnéticas provocadas 
pelos transitórios de corrente elétrica em situações em que a disposição geométrica 
do caminho da corrente não esteja bem defi nida, quando então, foi proposto 
o desenvolvimento dessas expressões. Além disso, objetivando cobrir todo o 
espectro de frequência dos sinais, notadamente daqueles de origem transitória, foi 
considerado o domínio do tempo e não da frequência, como ocorre na maioria dos 
trabalhos de outros autores.
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Vale ainda ressaltar que as expressões aqui desenvolvidas, podem ser 
aplicadas tanto no caso de campo eletromagnético gerado pelo transitório de 
corrente provocados pela incidência de descargas atmosféricas em estruturas, 
como também pelo transitório de corrente em linhas de transmissão em alta tensão, 
dentre outras aplicações, desde que seja possível considerar uma configuração de 
distribuição filamentar da corrente elétrica

As expressões de campo elétrico e de campo magnético, aqui apresentadas, 
foram aplicadas na solução de campo devido ao transitório de corrente em estruturas 
de proteção contra descargas atmosféricas, validadas tanto com medições em 
campo, realizadas por outros autores e disponíveis na literatura, quanto com os 
resultados obtidos pelos autores das expressões analíticas citadas acima.
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