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APRESENTAÇÃO
Diante do cenário em que se encontra a educação brasileira, é comum a resistência 

à escolha da docência enquanto profissão. Os baixos salários oferecidos, as péssimas 
condições de trabalho, a falta de materiais diversos, o desestímulo dos estudantes e a 
falta de apoio familiar são alguns dos motivos que inibem a escolha por essa profissão. 
Os reflexos dessa realidade são percebidos pela baixa procura por alguns cursos de 
licenciatura no país, como por exemplo, o curso de Matemática. 

Para além do que apontamos, a formação de professores que ensinam Matemática 
vem sofrendo, ao longo dos últimos anos, inúmeras críticas acerca das limitações 
apresentadas para a constituição de professores. A forma como muitos cursos se organizam 
curricularmente, se olharmos para algumas licenciaturas, impossibilita experiências de 
formação que aproximem o futuro professor das diversas e plurais realidades escolares.  
Somada a essas limitações está o descuido com a formação de professores reflexivos e 
pesquisadores.

O contexto social, político e cultural tem demandado questões muito particulares 
para a escola e, sobretudo, para a formação, trabalho e prática docente. Isso, de certa 
forma, tem levado os gestores educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e 
para a Educação Básica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse contexto de inclusão, 
tecnologia e de um “novo normal”; com isso, é importante olhar mais atentamente para os 
espaços formativos, em um movimento dialógico e pendular de (re)pensar as diversas 
formas de se fazer ciências no país. A pesquisa, nesse interim, tem se constituído como um 
importante lugar de ampliar o olhar acerca das inúmeras problemáticas, sobretudo no que 
tange ao conhecimento matemático.  

É nessa sociedade complexa e plural que a Matemática subsidia as bases do 
raciocínio e as ferramentas para se trabalhar em outras áreas; é percebida enquanto parte 
de um movimento de construção humana e histórica e constitui-se importante e auxiliar 
na compreensão das diversas situações que nos cerca e das inúmeras problemáticas que 
se desencadeiam diuturnamente. É importante refletir sobre tudo isso e entender como 
acontece o ensino desta ciência e o movimento humanístico possibilitado pelo seu trabalho. 

Ensinar Matemática vai muito além de aplicar fórmulas e regras. Existe uma dinâmica 
em sua construção que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e 
aprendizagem matemática, priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo 
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático e sobre isso, de 
uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.  

É neste sentido, que o livro “Incompletudes e Contradições para os Avanços da 
Pesquisa em Matemática”, nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiências 
do professor pesquisador que ensina Matemática sejam apresentadas e constituam-se 



enquanto canal de formação para professores da Educação Básica e outros sujeitos. 
Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiências de diferentes práticas que 
surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores pesquisadores 
de diferentes instituições do país. 

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores 
provocações, inquietações, reflexões e o (re)pensar da própria prática docente, para quem 
já é docente, e das trajetórias de suas formações iniciais para quem encontra-se matriculado 
em algum curso de licenciatura. Que, após esta leitura, possamos olhar para a sala de aula 
e para o ensino de Matemática com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa 
com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma ótima leitura a todos e a todas.

Américo Junior Nunes da Silva
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RESUMO: O uso de modelos estocásticos 
para análise de filas reais baseia- se na 
premissa fundamental de que os parâmetros 
são desconhecidos, precisando, portanto, 
ser estimados. Os modelos de simulação são 
utilizados para determinar estes parâmetros por 
se apresentar como uma técnica relativamente 
barata e eficiente quando executadas várias 
vezes. Este trabalho tem por objetivo utilizar 
o software R para estimar os parâmetros de 

desempenho de filas markovianas infinitas com um 
único servidor M/M/1 utilizando uma abordagem 
Bayesiana. Sob o enfoque Bayesiano, deve-se 
obter distribuições a priori e a posteriori para 
os parâmetros de interesse. Foram simulados 
dados do número de clientes no sistema no 
momento da partida e feitas 5000 replicações 
Monte Carlo com amostras de tamanhos n=10, 
100 e 200 para valores da intensidade de tráfego 
ρ=0.2, 0.5 e 0.9. O algoritmo mostrou-se robusto, 
pois foram obtidas estimativas muito próximas 
dos valores teóricos, principalmente quando se 
aumenta o tamanho da amostra. 
PALAVRAS-CHAVE: Filas, Inferência 
Bayesiana,Simulação.

DETERMINATION OF PERFORMANCE 
MEASURES IN A QUEUE M / M /1 

THROUGH A BAYESIAN APPROACH
ABSTRACT: The use of stochastic models 
for the analysis of real queues is based on the 
fundamental premise that the parameters are 
unknown, and therefore need to be estimated. 
Simulation models are used to determine these 
parameters because they are presented as a 
relatively inexpensive and efficient technique when 
executed several times. The purpose of this work 
is to use R software to estimate the performance 
parameters of infinite Markovian queues with a 
single M/M/1 server using a Bayesian approach. 
Under the Bayesian approach, one must obtain 
a priori and a posteriori distributions for the 
parameters of interest. We simulated data on 
the number of clients in the system at the time of 
departure and made 5000 Monte Carlo replicates 
with samples of sizes n = 10, 100 and 200 for 
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traffic intensity values   ρ = 0.2, 0.5 and 0.9. The algorithm was robust, since estimates were 
obtained very close to the theoretical values, especially when the sample size was increased
KEYWORDS: Queues, Bayesian Inference, Simulation.

INTRODUÇÃO
Um sistema de filas pode ser resumidamente descrito como usuários chegando para 

receber um serviço e, devido à impossibilidade de atendimento imediato, são alocados 
em uma fila de espera. Uma fila não precisa ser necessariamente formada por pessoas, 
como em uma fila de banco, por exemplo. Ela pode ser formada por estações de trabalho 
tentando acessar uma rede de computadores. As principais características de uma fila são: 
o processo de chegada, que descreve como os usuários procuram o serviço; o tempo de 
serviço, a disciplina de atendimento, referente à maneira como os usuários recebem o 
serviço, sendo no caso mais comum o regime FCFS, first come, first served e a capacidade 
do sistema, que está associada à limitação física da “sala de espera”, ou seja, diz respeito 
ao número de usuários que podem ali permanecer.  Uma forma simples de descrever um 
modelo de fila é através da notação de Kendall [8], cujo padrão é A/B/X/Y/Z, em que A indica 
a distribuição dos tempos entre chegadas, B indica a distribuição do tempo de serviço, X 
é o número de servidores em paralelo, Y é a restrição na capacidade do sistema e Z, a 
disciplina de atendimento. Por exemplo, a notação M/D/2/∞/FCFS indica um processo de fila 
com tempo entre chegadas exponencial, tempo de serviço determinístico, dois servidores 
em paralelo, sem restrição no tamanho máximo da capacidade do sistema e disciplina de 
fila “primeiro a chegar, primeiro a ser atendido”. Quando são omitidos os símbolos Y e Z na 
notação de Kendall, entende-se que a fila tem capacidade infinita e disciplina FCFS. Por 
exemplo, a fila M/M/1 tem chegadas exponenciais, serviço com distribuição exponencial, 
um único servidor, não há limite na capacidade do sistema e o atendimento é por ordem de 
chegada. Pode parecer estranho utilizar o símbolo M para a distribuição exponencial, em 
vez do usual E. A razão é para evitar confusão com Ek, símbolo utilizado para a distribuição 
Erlang-k. O símbolo M utilizado para designar a distribuição exponencial tem origem na 
falta de memória (memoryless) dessa distribuição. 

OBJETIVO 
Utilizar o software R para estimar os parâmetros de desempenho de uma fila M/M/1, 

através de uma abordagem bayesiana.

MATERIAL E MÉTODOS

1. Filas M/M/1: Serão utilizadas distribuições exponenciais com parâmetros λ e µ 
para a taxa de chegada e taxa de atendimento, respectivamente. Considerando 
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que a fila esteja em equilíbrio, a intensidade de tráfego ρ=λ/µ é menor do que 1, 
o que implica a condição λ<µ. Caso contrário, a fila “explode”, isto é, o tamanho 
da fila cresce continuamente. Nestas condições, a distribuição do número de 
usuários no sistema é dada pela equação 1:

A equação (1) é a função de probabilidade de uma variável aleatória com distribuição 
geométrica. 

2. Inferência bayesiana: O esquema de geração de dados é consistente com a 
distribuição definida pela equação (1). Suponha uma amostra do número de 
usuários no sistema dada por x1,..., xn A função de verossimilhança é

O núcleo da função de verossimilhança é uma beta 
2.1 - Distribuições a priori e a posteriori: Neste ponto, temos duas possibilidades 

de escolha para a distribuição a priori do parâmetro p  A primeira é a priori conjugada 
natural beta (a,b), visto que 0 < p < 1  Neste caso, a posteriori tem função de probabilidade 
dada por:

ou seja,  
A segunda priori possível para p é uma uniforme. Como p Є (0,1), pode-se pensar 

em uma priori não informativa uniforme (0,1). Entretanto, em muitas situações práticas, 
verifica-se que c < p < d com 0 < c < d < 1 Assim, pode-se trabalhar com a distribuição a priori 
uniforme truncada no intervalo (c, d) Neste caso, a posteriori tem função de probabilidade 
dada por:

ou seja, 
A partir daí, todas as estimativas podem ser encontradas. Tomando-se a função de 

perda quadrática, temos que o estimador de Bayes (EB) é a esperança das distribuições. 
Temos, então, os seguintes estimadores de Bayes para a intensidade de tráfego p
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2.2 Medidas de desempenho: A partir da distribuição estacionária do número total 
de usuários dada pela equação (1), podemos obter as medidas de desempenho da fila. 
Sejam N o número de usuários no sistema e  sua média. Temos:

Sejam Nq o número de usuários na fila e  sua média. 
Temos:

Os estimadores bayesianos para L e  L q são:
1) Utilizando a distribuição conjugada natural , obtemos:

2) Utilizando a distribuição não informativa 
obtemos:

RESULTADOS E DISCUSSÃO 
Foi utilizado o software R Studio para simular dados do número de clientes no sistema 

no momento da partida, com base na equação (1) e foram feitas 5000 replicações Monte 
Carlo, com amostras de tamanho  para   As distribuições 
a priori escolhidas foram  , de acordo 
com a sugestão por Choudhury e Borthakur [2]. A figura 1 mostra as densidades a priori 
beta e uniforme truncada.
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Figura 1: Distribuições a priori beta (0.6,1.7) e uniforme truncada (0.05,0.95) para a intensidade 
de tráfego.

A título de exemplificação, a figura 2 mostra os histogramas para a  
e  .

Figura 2: Histogramas para a beta (0.6, 1.7) e uniforme truncada (0.05, 0.95) considerando p = 
0.2.

Posteriormente, foram obtidas as estimativas para L e  L q.
A tabela 2 mostra os valores teóricos e os resultados obtidos com amostras de 

tamanhos  para   para L e  L q.
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Tabela 2: Valores exatos e estimativas para o número de clientes no sistema e tamanho da fila 

O algoritmo utilizado:
####################################
##rho = 0.2  
##########################################
##CASO 1A: BETA(0.6,1.7)
##########################################
##amostras de tamanho 10
#########################
##posteriori beta(0.6+soma(dados);1.7+10)
##amostra1 recebe uma matriz de geometricas rho=0.2
##de tamanho 10
amostra10<-matrix(nrow=5000,ncol=10)
for(i in 1:5000){
amostra10[i,1:10]<- rgeom(10,0.8)}
##matriz que recebe a soma das 5000 amostras de tamanho 10
somamostra10<-matrix(nrow=10,ncol=1)
for(i in 1:5000){
somamostra10[i]<-sum(amostra10[i,1:10])}
mean(somamostra10)
##numero de clientes no sistema
lhatncA<-(0.6+mean(somamostra10))/(10+1.7)
lhatncA
##tamanho da fila
lqhatncA<-((0.6+mean(somamostra10))^2)
((0.6+mean(somamostra10)+10+1.7)*(10+1.7))
lqhatncA
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########################################
##########################################
##CASO 1B: BETA(0.6,1.7)
##########################################
##amostras de tamanho 100
#########################
##posteriori beta(0.6+soma(dados);1.7+100)
##amostra1 recebe uma matriz de geometricas rho=0.2
##de tamanho 100
amostra100<-matrix(nrow=5000,ncol=100)
for(i in 1:5000){
amostra100[i,1:100]<- rgeom(100,0.8)}
##matriz que recebe a soma das 5000 amostras de tamanho 10
somamostra100<-matrix(nrow=100,ncol=1)
for(i in 1:5000){
somamostra100[i]<-sum(amostra100[i,1:100])}
mean(somamostra100)
##numero de clientes no sistema
lhatncB<-(0.6+mean(somamostra100))/(100+1.7)
lhatncB
##tamanho da fila
l q h a t n c B < - ( ( 0 . 6 + m e a n ( s o m a m o s t r a 1 0 0 ) ) ^ 2 ) /

((0.6+mean(somamostra100)+100+1.7)*(100+1.7))
lqhatncB
##########################################
##CASO 1C: BETA(0.6,1.7)
##########################################
##amostras de tamanho 200
#########################
##posteriori beta(0.6+soma(dados);1.7+200)
##amostra1 recebe uma matriz de geometricas rho=0.2
##de tamanho 200
amostra200<-matrix(nrow=5000,ncol=200)
for(i in 1:5000){
amostra200[i,1:200]<- rgeom(200,0.8)}
##matriz que recebe a soma das 5000 amostras de tamanho 10
somamostra200<-matrix(nrow=200,ncol=1)
for(i in 1:5000){
somamostra200[i]<-sum(amostra200[i,1:200])}
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mean(somamostra200)
##numero de clientes no sistema
lhatncC<-(0.6+mean(somamostra200))/(200+1.7)
lhatncC
##tamanho da fila
l q h a t n c C < - ( ( 0 . 6 + m e a n ( s o m a m o s t r a 2 0 0 ) ) ^ 2 ) /

((0.6+mean(somamostra200)+200+1.7)*(200+1.7))
lqhatncC
####################
round(lhatncA,4)
round(lqhatncA,4)
round(lhatncB,4)
round(lqhatncB,4)
round(lhatncC,4)
round(lqhatncC,4)
##########################################
###########################
##CASO 2: posteriori beta(soma;10)
###########################
##amostras de tamanho 10
###########################
#numero de clientes no sistema
lhattu<-(mean(somamostra10)+1)/(10)
lhattu
#tamanho da fila
l q h a t t u < - ( ( m e a n ( s o m a m o s t r a 1 0 ) + 2 ) * ( m e a n ( s o m a m o s t r a 1 0 ) + 1 ) ) /

(mean(somamostra10+12)*10)
lqhattu
############################################
##amostras de tamanho 100
############################################
#numero de cientes no sistema
lhattu100<-(mean(somamostra100)+1)/(100)
lhattu100
##tamanho da fila
lqhat tu100<-((mean(somamostra100)+2)*(mean(somamostra100)+1)) /

(mean(somamostra100+102)*100)
lqhattu100
########################################
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##amostras de tamanho 200
############################################
#numero de clientes no sistema
lhattu200<-(mean(somamostra200)+1)/(200)
lhattu200
##tamanho da fila
lqhat tu200<-((mean(somamostra200)+2)*(mean(somamostra200)+1)) /

(mean(somamostra200+202)*200)
lqhattu200
round(lhattu,4)
round(lqhattu,4)
round(lhattu100,4)
round(lqhattu100,4)
round(lhattu200,4)
round(lqhattu200,4)
A partir daí, o algoritmo é recompilado substituindo rho pelos outros dois valores, 

quais sejam: 0.5 e 0.9.  

CONCLUSÃO
Foram utilizados métodos inferenciais sob uma abordagem bayesiana para estimar 

as medidas de desempenho de uma fila M/M/1. O modelo apresentado mostrou-se robusto 
para fazer predição, visto que o usuário pode atribuir seu conhecimento prévio sobre a 
operação de um sistema simples de filas. Mesmo sem o conhecimento dos valores da 
taxa de chegada e do tempo de serviço é possível inferir sobre o número de clientes no 
sistema no momento da partida, bem como do tamanho da fila. Através de simulação e 
utilizando duas formas de informação a priori foram obtidas estimativas bastante próximas 
dos valores teóricos, sobretudo quando se aumenta o tamanho da amostra. Probabilidades 
preditivas a posteriori do número de clientes no sistema e fator de Bayes estão em fase de 
estudo. Como recomendação para trabalhos futuros podem-se utilizar outras distribuições 
de probabilidade a priori, outros tipos de dados, bem como sistemas de filas mais gerais, 
tais como M/G/1.
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