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APRESENTAÇÃO

A Atena Editora apresenta o e-book “Engenharia Elétrica e de Computação: 
Atividades Relacionadas com o Setor Científico e Tecnológico 3”. O objetivo desta 
obra é mostrar aplicações tecnológicas da Engenharia Elétrica e de Computação na 
resolução de problemas práticos, com o intuito de facilitar a difusão do conhecimento 
científico produzido em várias instituições de ensino e pesquisa do país.

O e-book está organizado em dois volumes que abordam de forma 
categorizada e interdisciplinar trabalhos, pesquisas e relatos de casos que transitam 
nos vários caminhos da Engenharia Elétrica e de Computação.

O Volume III tem como foco aplicações e estudos de atividades relacionadas 
à Computação, abordando temas variados do hardware ao software, tais como 
automação e robótica, arquitetura de redes, Internet, computação em névoa, 
modelagem e simulação de sistemas, entre outros.

O Volume IV concentra atividades relacionadas ao setor elétrico e eletrônico, 
abordando trabalhos voltados para melhoria de processos, análise de desempenho 
de sistemas, aplicações na área da saúde, entre outros.

Desse modo, temas diversos e interessantes são apresentados e discutidos, 
de forma concisa e didática, tendo como base uma teoria bem fundamentada nos 
resultados práticos obtidos por professores e acadêmicos. 

Boa leitura!
Lilian Coelho de Freitas
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CAPÍTULO 14
doi

APLICAÇÃO DA TRANSFORMADA WAVELET NA 
FILTRAGEM DE DADOS PARA IDENTIFICAÇÃO DE 
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RESUMO: Neste trabalho se estudam técnicas 
de filtragem de sinais, visando preparar os dados 
coletados do processo para a identificação. 
Utilizam-se dados de uma planta de neutralização 
de pH e se aplicam filtros FIR e IIR e filtros 
usando Transformada Wavelet. Na identificação 
utilizam-se as estruturas ARMAX, ARX e OE 
para a análise comparativa entre as diferentes 
técnicas de filtragem.
PALAVRAS-CHAVE: Filtro FIR; Filtro IIR; 
Identificação de Sistemas; Transformada 
Wavelet.

APPLICATION OF WAVELET 
TRANSFORM IN FILTERING DATA TO 

IDENTIFY A PH NEUTRALIZATION PLANT
ABSTRACT: In this work, signal filtering 
techniques are studied, aiming to prepare the 
data collected from the process for identification. 
Data from a pH neutralization plant are used 
and FIR and IIR filters and filters using Wavelet 
Transform are applied. The identification uses 
ARMAX, ARX and OE structures for comparative 
analysis between different filtering techniques.
KEYWORDS: FIR filter; IIR filter; Systems 
Identification; Wavelet Transform.

1 | 	INTRODUÇÃO
Ao desenvolver projetos de controle de 

alto desempenho é importante obter modelos 
que descrevam bem o processo ou que se 
aproximem de seu comportamento dinâmico 
e que sejam de fácil implantação. Neste 
contexto, a precisão e acurácia do modelo 
obtido influem diretamente na qualidade do 
controlador projetado com base nesse modelo. 
A modelagem de uma planta pode ser obtida a 
partir de dados experimentais, esta técnica é 
conhecida como Identificação de Sistemas e visa 
reproduzir seu comportamento em torno de um 
determinado ponto de operação, possibilitando 
ao sistema trabalhar mais próximo do seu ponto 
de rendimento ótimo (AGUIRRE, 2015). Embora 
esta seja uma ferramenta valiosa, ainda é 
difícil obter modelos confiáveis e robustos, que 
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possam ser aplicados em situações reais complexas, como é o caso de processos 
industriais. Neste sentido, diversos estudos focaram no pré-processamento de sinais 
antes da etapa de identificação propriamente dita, visando gerar modelos mais 
confiáveis (ALVARADO, 2013). Neste trabalho são aplicadas técnicas de filtragem 
de sinais para identificar uma planta piloto de neutralização de pH, que consiste 
na alteração do pH do fluido de entrada pela adição de uma base até chegar ao 
pH desejado. As variáveis estimadas neste estudo são: nível e pH no reator de 
neutralização. O sinal de entrada da malha de pH é enviado a uma bomba dosadora, 
que manipula a vazão de base e o sinal de entrada da malha de nível é enviado a 
uma válvula solenoide na saída do tanque reator (ALVARADO, 2013).

Em relação à malha de pH o processo tem comportamento não-linear e linear 
em relação à malha de nível, além disso, ambas as malhas apresentam ruídos de 
medição e tempo morto.

2 | 	APRESENTAÇÃO DOS FILTROS USADOS

2.1	 Filtros IIR e FIR
Os filtros de resposta ao impulso são os mais usados em processamento 

digital de sinais, com resposta de duração finita ao impulso (FIR do Inglês Finite 
Impulse Response) e filtros de resposta infinita ao impulso (IIR do Inglês Infinite 
Impulse Response) (CHEN, 2009) e (CLOSE; FREDERICK; NEWELL, 2001)

Os filtros FIR são não-recursivos e têm função de transferência dada por:

onde b representa os coeficientes do filtro.
Os filtros FIR são recursivos e tem função de transferência dada por:

onde a e b representam os coeficientes do filtro.

2.2	 Transformada Wavelet
A Transformada Wavelet é uma ferramenta matemática criada para expandir 

o tradicional método de análise em frequência pela Transformada de Fourier, para 
possibilitar a análise temporal da decomposição espectral das variáveis. Ou seja, 
permite a análise espectral de fenômenos não estacionários ao longo do tempo, 
através do uso de “janelas” maiores (longos intervalos), quando se deseja maior 
precisão nas informações de baixa frequência e “janelas” menores (pequenos 
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intervalos) quando se quer maior precisão nas informações de alta frequência, 
decompondo o sinal em diferentes componentes de frequências bem localizadas 
no tempo (ou espaço), pela variação de escala e posição da “janela” no tempo, 
sendo que esta “janela” é a base da Transformada Wavelet, a qual possui 
tamanho finito. Através desta base compara-se o sinal com cópias deslocadas e 
redimensionadas (dilatadas ou comprimidas) de uma Wavelet base ψ(t) (também 
conhecida com Wavelet mãe). Assim, a escolha da base ψ(t) deve ser feita segundo 
as características do sinal em análise. Em termos matemáticos, a Transformada 
Wavelet é definida como (MORTTIN, 2014):

onde Ψa,b(t) representa a função Wavelet, f(t) denota a função a ser analisada, 
o fator a define o coeficiente de escala, tal que a=2-j e o fator b o instante de tempo 
a ser analisado, tal que b=k×2-j.

Por sua vez, a função Wavelet Ψa,b(t) é uma função tal que:

Em outras palavras, as funções Ψa,b(t) são dilatações (ou compressões) 
binárias e translações diáticas de uma única função Ψ, de modo a cobrir o conjunto 
dos números reais (MISITI; MISITI; OPPENHIM, 200) e (MORTTIN, 2014). 

Os coeficientes da Transformada Wavelet F(ɑ,b) representam quão bem a 
Wavelet mãe se aproxima do sinal original ƒ(t) e este é calculado a cada variação de 
escala e translação da Wavelet mãe Ψ (t). Assim, os coeficientes F(ɑ,b) associados 
a um certo sinal ƒ(t) representam a Wavelet do sinal ƒ(t) em relação à Wavelet mãe 
Ψ(t). De modo que maiores valores dos coeficientes significam maior similaridade do 
sinal com a Wavelet e o resultado vai depender da forma da Wavelet mãe escolhida.

A Wavelet mãe é a função base da Transformada Wavelet, uma forma de onda 
de curta duração com um valor médio nulo, que funciona como uma função janela 
de tamanho variável pelo fator de escala a, sendo que escalas menores implicam 
em janelas maiores e vice-versa, o que permite captar as características de um 
sinal específico (MORTTIN, 2014). Estas funções base são divididas em grupos 
conhecidos por famílias Wavelet, as quais variam em termos de várias propriedades 
como: tamanho do suporte, número de momentos nulos, regularidade e simetria 
(MISITI; MISITI; OPPENHIM, 200).

A filtragem do ruído é feita por uma operação matemática de suavização 
do sinal, intitulada limiarização (ou thresholding), que preserva as componentes 
harmônicas mais relevantes do sinal, permitindo eliminar (ou reduzir) componentes 
com baixa representatividade ante o sinal original (como p. ex. ruído). Isso 



 Engenharia Elétrica e de Computação: Atividades Relacionadas com o Setor 
Científico e Tecnológico 3

Capítulo 14 162

significa que o filtro pode ser descrito por um número pequeno de coeficientes da 
Transformada Wavelet (MORTTIN, 2014). Além disso, o sinal passa por um processo 
de decomposição, em que o sinal original é dividido em coeficientes de aproximação 
e de detalhe, pela aplicação da Transformada Wavelet Discreta (MISITI; MISITI; 
OPPENHIM, 200), em que as aproximações são associadas às componentes de 
baixa frequência e escala alta do sinal e os detalhes são as componentes de alta 
frequência do sinal e escala baixa. O sinal resultante ao aplicar a Transformada 
Wavelet discreta é dado por:

onde jo é a escala de resolução mais baixa (coarsest scale), cj,k e dj,k 
representam os coeficientes de aproximação e de detalhes da Transformada Wavelet 
discreta, respectivamente (MORTTIN, 2014). Os coeficientes de aproximação são 
representados matematicamente por:

e os coeficientes de detalhes são definidos por:

sendo que φjo,k é a função escala, ou Wavelet pai, que é uma solução da 
Equação(8).

Nessas condições, Ψ (t) pode ser obtida de φ (t) por:

onde os coeficientes lk e hk representam os coeficientes de filtros passa-
baixas (low-pass) e passa-altas (high-pass), respectivamente, (quadrature mirror 
filters), usados para calcular a Transformada Wavelet discreta (MORTTIN, 2014). 
Os coeficientes do filtro passa-baixas são definidos por:

e os coeficientes do filtro passa-altas são definidos por:
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O processo de decomposição descrito, pode ser repetido em sucessivas 
aproximações de forma iterativa, resultando em diferentes componentes de menor 
resolução do sinal original decomposto. Isso é chamado de árvore de decomposição 
Wavelet e esta pode fornecer informações importantes sobre o comportamento do 
sinal no domínio da frequência (MISITI; MISITI; OPPENHIM, 200). A escolha do 
número adequado de níveis para a decomposição é feita com base na natureza do 
sinal ou por conhecimento empírico e no número de amostras do sinal.

3 | 	IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS
A identificação de um sistema é composta por três partes principais: os dados 

experimentais, um conjunto de modelos e um critério de avaliação dos modelos, ou 
seja, selecionar o modelo de um conjunto que melhor descreva os dados, de acordo 
com um critério predefinido (AGUIRRE, 2015). Deste modo, a definição da estrutura 
do modelo é essencial para que este represente o comportamento dinâmico do 
sistema de modo confiável.

A estrutura de modelo ARX, (do Inglês AutoRegressive with eXogenous 
inputs) se refere a duas componentes: a parte autoregressiva (AR) e uma entrada 
adicional (X), conhecida como variável exógena. Essa estrutura de modelo é dada 
pela seguinte equação de diferenças:

onde q-1 é o operador de atraso,  é o tempo morto do modelo dinâmico, e(t) 
define ruídos, y(t) representa a saída do processo e os polinômios A(q)) e B(q) 
representam o denominador e o numerador do modelo dinâmico do sistema.

A estrutura ARMAX, (do Inglês AutoRegressive Moving Average with 
eXogenous inputs) em relação ao modelo ARX, permite maior flexibilidade na 
modelagem das perturbações. A equação de diferenças do modelo ARMAX é dada 
por:

onde C(q) representa o polinômio do numerador do modelo de perturbações 
do sistema.

A estrutura de modelo OE (do Inglês Output Error) é definida por:
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A técnica de validação dos modelos usada neste trabalho foi a validação 
cruzada, a qual avalia se o modelo reproduz os dados de saída do sistema para 
sinais de entrada distintos dos que foram empregados na estimação. Usando o 
índice fit é possível medir o grau de ajuste do modelo estimado em relação aos 
dados de validação, o qual é definido por (AGUIRRE, 2015):

Na modelagem de processos industriais, deve-se considerar que, em geral, 
eles são sistemas não-lineares, mas podem ser considerados lineares em uma região 
em torno do ponto de operação, portanto o modelo reproduzirá o comportamento 
dinâmico do sistema nesta região de interesse.

4 | 	METODOLOGIA
Para efetuar este trabalho, foi criado um programa em Matlab para processar 

e analisar os sinais estudados (nível de água e valor do pH). Os sinais das entradas 
(do tipo GBN) e as respectivas saídas do processo de neutralização de pH usados 
aqui são o resultado do estudo feito em (ALVARADO, 2013). Na primeira etapa 
do algoritmo, normalizam-se os sinais de entrada e saída de ambas as malhas, 
aplicando-se a técnica de normalização pelo valor máximo sem média.

No estudo dos filtros digitais IIR e FIR, o foco foi a análise do comprimento 
(para os filtros FIR) e da ordem (para os filtros IIR), visto que estes parâmetros 
mudam, quando se altera a ordem dos modelos ARMAX, ARX e OE, portanto, 
depende de análise empírica. Os filtros digitais passa-baixas analisados neste 
estudo foram:

•	 Filtros FIR: Kaiser, Hanning, Retangular, Gaussiano, Tukey e Dolph-Che-
byshev.

•	 Filtros IIR: Butterworth, Elíptico, Chebyshev Tipo I e Chebyshev Tipo II.

O estudo dos filtros Wavelet focou na análise das diferentes bases da 
Transformada Wavelet e da variação do nível de detalhamento da decomposição do 
sinal. As famílias Wavelet usadas neste estudo foram:

•	 Haar, Daubechies, Symlets, Coiflets, BiorSplines, ReverseBior e Fejer-
-Korovkin, em suas diversas estruturas.

A identificação das malhas foi feita com modelos ARMAX, ARX e OE 
abrangendo ordens na, nb, nc e nf de 1 a 4, ou seja, 4np modelos, sendo np o numero 
de polinômios da estrutura, assim, para as estruturas ARX e OE foram gerados 42  

modelos e para a estrutura ARMAX foram gerados 43 modelos para cada um dos 
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filtros estudados, resultando em um grande volume de dados para análise. Esta 
análise é importante, pois para diferentes ordens de modelo, os parâmetros ótimos 
dos filtros também são diferentes.

Usando funções do MATLAB, foi criado um algoritmo de busca, por tentativa 
e erro, dos parâmetros ótimos, como: o tempo morto nk do modelo, o comprimento 
L dos filtros FIR, a ordem N dos filtros IIR e no caso dos filtros Wavelet, o nível de 
detalhamento Ld e a base. Tal busca visou encontrar os parâmetros que geram o 
maior índice fit na validação cruzada de cada modelo, tal que, o foco da análise 
deixa de ser a identificação e passa a ser a filtragem dos sinais.

5 | 	RESULTADOS
As estratégias descritas geraram um grande volume de dados para análise 

e comparação entre os métodos de filtragem, para cada estrutura de modelo das 
malhas de nível e pH. Para garantir uma melhor apresentação dos dados, são 
aplicados dois indicadores de avaliação para cada filtro usado, sendo um qualitativo 
e o outro quantitativo.

Na avaliação qualitativa somam-se as diferenças do índice fit de cada modelo, 
com o fit do modelo sem filtro normalizado, definido por:

onde fitmf e fitms representam os índices fit dos modelos com filtro e sem filtro, 
respectivamente e IQl é o índice qualitativo normalizado.

Este índice indica a capacidade do filtro em obter melhores modelos em 
relação ao modelo não filtrado e normalizado.

Nos índices quantitativos são somados todos os casos em que o modelo com 
filtro gerou melhor desempenho que no caso sem filtro normalizado, comparando-se 
o índice fit. Em seguida, este é dividido pelo número total de modelos estudados, ou 
seja, 16 para cada filtro, descrito como:

onde Fd descreve a função de desempenho do filtro e IQn é o índice quantitativo 
normalizado. Esta análise permite verificar quão melhor é o desempenho de cada 
filtro, independentemente da ordem do modelo, ou seja, são selecionados os casos 
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em que os modelos com filtro geram fit maior que os sem filtro.
As Figuras 1, 2 e 3 exibem os resultados dos índices qualitativos e 

quantitativos para modelos ARMAX, ARX e OE (respectivamente) da malha de 
nível. Para garantir uma melhor visualização gráfica, os índices qualitativos estão 
normalizados pelo filtro com melhor desempenho.

Figura 1: Comparação entre os modelos ARMAX da malha de nível.

Figura 2: Comparação entre os modelos ARX da malha de nível.

Figura 3: Comparação entre os modelos OE da malha de nível.

As Figuras 4, 5 e 6 exibem (respectivamente) os resultados dos índices 
referentes aos modelos ARMAX, ARX e OE para a malha de pH. 
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Figura 4: Comparação entre os modelos ARMAX da malha de pH

Figura 5: Comparação entre os modelos ARX da malha de pH

Figura 6: Comparação entre os modelos OE da malha de pH.

Das Figuras de 1 à 6 nota-se que os filtros Wavelet geram resultados melhores 
(qualitativos e quantitativos), quando comparados aos filtros convencionais IIR e 
FIR. Para melhor avaliar os resultados dos filtros em relação às diferentes ordens 
dos modelos ARMAX, ARX e OE, as Tabela de 1 à 6 exibem os mapas de calor (as 
médias das diferenças) dos filtros convencionais e Wavelet de cada modelo das 
malhas de nível e de pH.
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Tabela 1: Mapa de calor dos modelos ARMAX da malha de nível.

Tabela 2: Mapa de calor dos modelos ARX da malha de nível.

Tabela 3: Mapa de calor dos modelos OE da malha de nível.

As cores mostram a comparação em relação à modelos sem filtro, em que as 
células vermelhas (mais quentes) indicam onde o sinal filtrado gerou um fit superior 
ao do modelo sem filtro e as células verdes (mais frias) onde os modelos com filtro 
resultam em fit inferior ao modelo obtido do sinal não filtrado.
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Tabela 4: Mapa de calor dos modelos ARMAX da malha de pH.

Tabela 5: Mapa de calor dos modelos ARX da malha de pH.

Tabela 6: Mapa de calor dos modelos OE da malha de pH

Verifica-se, ao analisar as Tabelas de 1 à 6, que os filtros Wavelet, em 
média, exibem melhores resultados em relação aos filtros convencionais para as 
estruturas ARMAX, ARX e OE em ambas as malhas (nível e pH). Além disso, é 
possível observar que mesmo para modelos de baixa ordem, os filtros Wavelet 
geram bons resultados, ou seja, modelos com apenas um polo, enquanto que os 
filtros tradicionais sugerem estruturas mais complexas. O uso de modelos de ordem 
mais baixa é uma característica desejada na identificação de sistemas, pois reduz 
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a chance de sobreparametrização e diminui a possibilidade de surgir oscilações 
espúrias na previsão, decorrentes de potenciais raízes imaginárias em razão do 
tamanho do polinômio do modelo.

6 | 	CONCLUSÃO
O uso de técnicas de filtragem de sinais na identificação dos sinais de uma 

planta de neutralização de pH para a análise comparativa dos filtros Wavelet em 
relação aos filtros tradicionais (IIR e FIR), gerou resultados que indicam significativa 
melhora nos índices dos modelos das malhas de nível e pH obtidos ao aplicar os 
filtros Wavelet. Ademais, os modelos ARMAX, ARX e OE criados a partir dos dados 
pré-filtrados geraram bons resultados, com modelos mais simples em todas as 
estruturas nas duas malhas estudadas, o que permite a implantação de projetos de 
controle mais simples.

No caso da malha de nível, notou-se uma melhora ainda mais significativa 
dos resultados em comparação com os filtros tradicionais (IIR e FIR). Embora os 
resultados indiquem a melhora dos modelos, deve-se destacar que o método aqui 
descrito não permite indicar de modo confiável o quanto realmente melhorou, devido 
às incertezas.

Uma continuação deste estudo consiste em usar estruturas de modelo mais 
complexas (como BJ), para comparar o efeito do uso de filtros convencionais e filtros 
Wavelet.
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