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APRESENTACAO

Diante do cenéario em que se encontra a educacéo brasileira, € comum a resisténcia
a escolha da docéncia enquanto profisséo. Os baixos salarios oferecidos, as péssimas
condi¢bes de trabalho, a falta de materiais diversos, o desestimulo dos estudantes e a
falta de apoio familiar sé@o alguns dos motivos que inibem a escolha por essa profisséo.
Os reflexos dessa realidade s@o percebidos pela baixa procura por alguns cursos de
licenciatura no pais, como por exemplo, o curso de Matemética.

Para além do que apontamos, a formacéao de professores que ensinam Matematica
vem sofrendo, ao longo dos Ultimos anos, inUmeras criticas acerca das limitagGes
apresentadas para a constituicao de professores. Aforma como muitos cursos se organizam
curricularmente, se olharmos para algumas licenciaturas, impossibilita experiéncias de
formacéo que aproximem o futuro professor das diversas e plurais realidades escolares.
Somada a essas limitagdes esta o descuido com a formagéo de professores reflexivos e
pesquisadores.

O contexto social, politico e cultural tem demandado questdes muito particulares
para a escola e, sobretudo, para a formacao, trabalho e pratica docente. Isso, de certa
forma, tem levado os gestores educacionais a olharem para os cursos de licenciatura e
para a Educacao Béasica com outros olhos. A sociedade mudou, nesse contexto de incluséo,
tecnologia e de um “novo normal”; com isso, € importante olhar mais atentamente para os
espacos formativos, em um movimento dialégico e pendular de (re)pensar as diversas
formas de se fazer ciéncias no pais. A pesquisa, nesse interim, tem se constituido como um
importante lugar de ampliar o olhar acerca das inUmeras probleméticas, sobretudo no que
tange ao conhecimento matematico.

E nessa sociedade complexa e plural que a Matematica subsidia as bases do
raciocinio e as ferramentas para se trabalhar em outras areas; € percebida enquanto parte
de um movimento de constru¢do humana e histérica e constitui-se importante e auxiliar
na compreensao das diversas situagdes que nos cerca e das inUmeras problematicas que
se desencadeiam diuturnamente. E importante refletir sobre tudo isso e entender como
acontece o ensino desta ciéncia e 0 movimento humanistico possibilitado pelo seu trabalho.

Ensinar Matematica vai muito além de aplicar formulas e regras. Existe uma dindmica
em sua construcdo que precisa ser percebida. Importante, nos processos de ensino e
aprendizagem matematica, priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo
peculiar e importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico e sobre isso, de
uma forma muito particular, abordaremos nesta obra.

E neste sentido, que o livro “Incompletudes e Contradigcdes para os Avancgos da
Pesquisa em Matematica’, nasceu, como forma de permitir que as diferentes experiéncias
do professor pesquisador que ensina Matematica sejam apresentadas e constituam-se



enquanto canal de formagdo para professores da Educacdo Béasica e outros sujeitos.
Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de experiéncias de diferentes praticas que
surgiram no interior da universidade e escola, por estudantes e professores pesquisadores
de diferentes institui¢des do pais.

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores
provocagoes, inquietacdes, reflexdes e o (re)pensar da propria pratica docente, para quem
ja édocente, e das trajetorias de suas formagdes iniciais para quem encontra-se matriculado
em algum curso de licenciatura. Que, apds esta leitura, possamos olhar para a sala de aula
e para o ensino de Matematica com outros olhos, contribuindo de forma mais significativa

com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma 6tima leitura a todos e a todas.

Ameérico Junior Nunes da Silva
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CAPITULO 8

DERIVABILIDADE E DIFERENCIABILIDADE NO
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RESUMO: Discute-se o uso dos termos derivada
de uma fungdo num ponto, diferencial de uma
funcdo num ponto, funcdo derivada e fungéo
diferencial no contexto das disciplinas de Calculo.
Constata-se que as definicbes nem sempre
correspondem ao quadro tedrico que a Andlise
oferece e como os abusos de linguagem e de
notacdo escondem ou distorcem a verdadeira
natureza destes objetos.

PALAVRAS - CHAVE: Calculo, Derivabilidade,
Diferenciabilidade.

DERIVABILITY AND DIFFERENTIABILITY
IN THE TEACHING OF CALCULUS

ABSTRACT: The use of the terms derivative of
a function at a point, differential of a function at a
point, derived function and differential function is
discussed in the context of Calculus disciplines.
It turns out that the definitions do not always
correspond to the theoretical framework that the
Analysis offers and how abuses of language and
of notation hide or distort the true nature of these
objects.
KEYWORDS:
Differentiability.

Calculus; Derivability;
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ENSINO DO CALCULO

11 INTRODUGAO

Nas disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral ministradas nos cursos de graduacéo
de Ciéncia e Tecnologia estudam-se os
conceitos, propriedades e aplicagdes das
derivadas de funcgbes reais de variavel real.
Pretende-se, através da leitura de alguns textos
de frequénte uso, se constatar se as definicoes
se correspondem com as dadas nos textos
de Analise. A Secado 1 trata dos conceitos de
Derivada e Diferencial. A Segao 2 trata acerca
da derivada de uma fungcdo num ponto e da
fungdo derivada. Finalmente, na Secado 3,
define-se a diferencial de uma funcdo num

ponto e a diferencial de uma fungéo.

21 DERIVADA E DIFERENCIAL

A derivabilidade e a diferenciabilidade,
sdo conceitos fundamentais no Célculo e por
isso formam parte do contetdo das disciplinas
do Calculo Diferencial e Integral ministradas nos
cursos de graduacao de Ciéncias e Engenharia.
Trata-se entdo de verificar se as definicoes
dadas no ensino, particularmente nos textos, se
correspondem com as dadas num marco teorico
de um nivel aceitavel na matematica. Iniciemos
esta tarefa comentando definicdes encontradas
em dois textos.

Capitulo 8


http://lattes.cnpq.br/6562031070856171

1.3 A Derivada

Suponha que uma curva seja o grafico de uma fungéof(x). Geralmente é
possivel obter a férmula que fornece a inclinagdo da curva y :f(x) em cada
ponto. Esta férmula para a inclinacédo é chamada de derivada def(x) eé
escrita . Para cada valor de x,f‘ (x) fornece a inclinacéo da curvaf' (x) no
ponto com primeira coordenada x. (...). O processo de obterf‘ (x) para uma
dada fungéof(x) é chamado de diferenciagao.

(GOLDSTEIN, 2000, P.70)

Aqui, derivada é uma férmula para a inclinacéo (da curva y = f(x)) e diferenciagéo
(talvez deviesse se disser derivacdo) € o processo de obter f (x), isto é, de aplicar a
formula. E compreensivel a necessidade de orientar-se pelo desejo de uma aplicagdo
“pratica” imediata do conceito, porém isto ndo deveria fazer-se dando definicbes que néo
caracterizam de forma precisa os objetos. A seguir extraimos também de um texto de
célculo a definigdo de diferencial. Neste texto define-se primeiro a diferencial da variavel
dependente e logo a diferencial da variavel independente.

4.20.2 Diferencial.
Sejamy :f(x) uma funcéo derivavel e Ax um acréscimo de x. Definimos:
(a) a diferencial da variavel independente x, denotada por dx, como dx = Ax
(b) a diferencial da variavel dependente y, denotada por dy, como

dy = f'(x) - Ax.

De acordo com a definicdo anterior, podemos escrever
. dy _
dy = f'(x) - dx ou dx_f (x).

. L dy . )
Assim, a notacdo % ja usada paraf (x), pode agora ser considerada um
quociente de diferenciais.

(FLEMMING, 2008, p.174).

Das definicbes dadas, se deduz a interpretacéo de derivada como quociente de
diferenciais. Isto é, derivada é quociente de diferenciais.

Se considerarmos que a Analise, de alguma forma, € fundamentagéo do Célculo,
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registremos algumas definicbes dadas em textos desta disciplina. Vejamos primeiro a
seguinte definicdo de funcéo diferenciavel num ponto.

Definition.

On dit qu’une fonction fest différentiable au point xq s'il existe une application
linéaire h — lh et une fonction h — a (h) définie sur une intervalle I de centre
zéro telles que

(Yh € I): f(xg + h) = f(xo) + lh + ha(h) (1

avec lima.

h—0

L’application: h — Ih est alors appelée fonction linéaire tangente a la fontion
fau point x, ou encore différentielle de fau point x,. On la note df ;. Le nombre
I's’appelle le coefficient de la différentielle de fau point x.

On a donc pour tout hreel, df (k) = Ih.

GOURION, 1971, p.50).

Observe-se que é a fungédo a que tem diferencial num ponto e ndo a sua variavel
dependente e a sua variavel independente. Observe também que a diferencial de uma
funcao num ponto é uma funcao linear e ndo um nimero.

Definicao 1. fé diferenciavel no ponto x, se existe umafungéolinear R — R; h — ah
e uma funcédo h — ¢ (h)) definida num intervalo / de centro 0 tais que

Vhel: f(xq+h) = f(xy) + ah + he(h) com J]in}lc,o(h) =0
1—
A fungéo linear h — ah chama-se a diferencial da fungdo f no ponto x , denota-se
daf .. Assim,
dfy,:R = B dfy, (h) = ah

Théoréme et définitions

Dire que fest différentiable au point x, est équivalent a dire que la fonction:

. f(xg +h) — fxq)

" h

a une limite au point h = 0. Cette limite, quand elle existe, est le coefficient
de la differentielle de f au point x . Cette limite, quand elle existe, s'appelle

dérivée de f au point x_ et on dit que f est dérivable au point x . (GOURION,
1971, p.50).
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Definicéo 2. f & derivavel no ponto x se a fungdo h w definida num
intervalo I de centro 0 tem limite em h = 0. Isto &,

JgeR: mlde M =G0 _
h—0 h

O numero real a chama-se a derivada da fungdo f no ponto x e denota-se f'(x).
Assim,

f(xo +h) — flxo)

f'(xp) = lim h

Teorema 3. Sejam f uma fungdo definida num Intervalo aberto | e x . Entdo

f éderivavel em x, & f é deferenciavel em x,

Demonstracéo.

(<) fé derivavel em x . Entdo
g+ ) = flx)
m— =g

li < lim

=0
h—0 h h—0

(f(xu+h)—f(xc) )
- “

Fazendo @(h) = w — a. Temos que

f(xy + h) = f(x,) + ah + he(h) com }lin’[l){p(h) =0
Logo, f é diferenciavel em x .

(<=) f é diferenciavel em x . Entao

flxy +h) = f(xy) + ah + ho(h) com }Er(l)qu(h) =0

Donde,
@(h) :w_a e }li_l.%(p(h) =0
Assim,
. fxg+h) = f(xo) _
m-—-=4a
h—0 h

Logo f é derivavel em x,.
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31 DERIVADA DE UMA FUNGCAO NUM PONTO E FUNCAO DERIVADA.

No texto citado a seguir definem-se fungéo derivavel num ponto, fun¢do derivavel

num intervalo e fungao derivada.
DEFINITION 16.1

e Soient I unintervalle ouvert, x_un élément de I et fune application définie

sur I. On dit que fest dérivable en x sila quantité

flxg+h) = fxg)

Ax[. (h) = h

admet une limite quand h tend vers 0. Cette limite, note f'(x,), est appelée
dérivée de fen x,.

e Ondit que f est dérivable sur un intervalle ouvert J =1 si pour tout x €J
, f est dérivable en x. On appelle dans ce cas dérivée de fet on note f’
I'application de J dans R qui a x € J associe f’(x) la dérivée de fen x.

(BALAC, 2009, p.747)

A seguir se enuncia o teorema que liga os conceitos de fungao derivavel num ponto

e fungéo diferenciavel num ponto. Nele afirma-se também sua equivaléncia.

Le théoreme fondamental de la dérivation en un point
a) Le téoreme:

Soit fune fonction définie sur un intervalle I et x, un élément de I. Les énoncés
suivants sont équivalents :

1. Pour tout h tel que x,+ h appartienne a I, on peut écrire :

f(xy + h) = f(xy) + ah + ho(h) com }[igr‘lj o(h) =0

lim J(xo+h)—f(xo) =a

2.
h—=0

(le taux d’accroissement de fau point x; admet a por limite en zéro).(...).
b) Définitions :

Pour exprimer qu’une fonction satisfait 1. ou 2. du théoreme fondamental, on
dit que f est dérivable au point x, De plus, le nombre réel a est appelé nombre
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dérive de f au point x,. L'écriture f(x, + h) = f (x;) + ah +he (h) est appelée
développement limité a I'ordre 1 de fau point .

(TERRACHER, 1987, p.285)

Demonstragéo’. Seja a um numero real qualquer. Consideremos a fungéo ¢ definida

por:

[ +h) = f(x)

@0)=0e @)= A

—a quandoxo+h€l e h#0

Ent&o, para todo h tal que x, (incluindo h = 0):

f(xq +h) = f(x) + ah + he(h)

Da definicdo de limite de uma funcao em zero segue que

flxo +h) = Flxg)
ACRAD R (DN

lm o) =0 = i
Anotemos aqui algumas observacdes:
1. f'(xg) ER e df,, € L(R,R).

2. O teorema fundamental diz que

f é derivavel no ponto x, < fédiferencidvel no ponto x,

3. Pode-se observar que ser derivavel num ponto ndo € o mesmo que ser
diferenciavel num ponto. Sdo sim equivalentes. De forma natural, a derivabilidade
deveria significar a existéncia da derivada enquanto que a diferenciabilidade teria que
significar a existéncia da diferencial.

4. Também a derivada de f no ponto x, f' (x), & o coeficiente da diferencial de f no
ponto x:

dfe:R» R;dfy(h) = f'(x)-h

5. A escrita f (x, + h) = f (x,) + ah + he (h) chama-se desenvolvimento limite de
ordem 1 de fno ponto x,.

Em muitos textos de célculo os autores associam a diferenciabilidade com a
existéncia da derivada. Além dos citados anteriormente, temos, por exemplo:

We recall that a function fis differentiable at a point x, if it has a derivative at x;.
When we say that fis differentiable, we mean that it has a derivative at every

1 Traduzido pelo autor deste artigo do texto original de TERRACHER.
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point of its domain.

(MOISE, 1972, p.89)

Aqui, o autor lembra definicdes dadas: uma fungéo f é diferenciavel em um ponto
x, se tiver derivada em x,. Quando dizemos que f é diferenciavel, queremos dizer que ela
tem derivada em cada ponto de seu dominio.?

A seguir uma definicao de fungdo derivada f:

Para qualquer funcao f, definimos a funcao derivada f' por

flat+h)—f(a)

r@ =

desde que este limite exista. Dizemos que a funcdo é diferenciavel ou
derivavel em qualquer ponto a em que a fungéo derivada exista. (HUGHES-
HALLETT, 1999, p.109)
Nesta definicao resulta pouco claro qual é o dominio da fungao derivada f'. Tentemos
reescrever esta defini¢ao:
Seja A= Dom f N{alf’(a) existe}, entéo, definimos f como sendo f:A = R;a - f'(a)
Finalmente, damos uma definicdo de funcéo derivada de uma funcgéo f.

Definicao 4. Seja f uma funcéo definida num intervalo I. Diz-se que f é derivavel
num intervalo J © I, quando € derivavel em todo ponto deste intervalo. A fungdo de Jem R
que a todo numero real x de J associa a derivada de f no ponto x, chama-se derivada de f
e denota-se f'. Assim,

fx+h)—-Ff)

] R f'(x):}li_l}a A

41 DIFERENCIAL DE UMA FUNGAO NUM PONTO E DIFERENCIAL

O primeiro paragrafo da seguinte citacéo textual merece um comentéario. Nele se
observa o fato que a definicao da derivada dada nao permite generalizar de forma natural
a nocao de derivada as fungbes de varias variaveis. Para verificar este fato é suficiente
constatar que a expressao

JS(xo +h)—f(Xo) | nao tem sentido para h € R, se n > 1.
h

La définition de la dérivée donnée a la définition 16.1, page 747, ne permet
pas de généraliser de maniere naturelle la notion de dérivée aux fonctions de

2 O sublimado e a tradugédo sdo do autor deste artigo.
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plusieurs variables. Cette généralisation passe par la notion de différentielle
que nous allons étudier dans le cas des fonctions d’une variable réelle.(...)

DEFINITION 16.3 Soient I un intervalle ouvert de R et fune application de I

dans R. On dit que f est différentiable en x, € I 8'il existe une application €
définie dans un voisinage V de 0 et un réel a tel que

(Vh e V): f(x, + h) — f(x,) = ah + he(h) avec LILIS e(h)=10
L'application linéaire dfy, € L(R,R) définie par
dfy,;h€ R— ah

est appelée différentielle de fen x;. (BALAC, 2009, p.758)

Para superar esta limitagéo, podemos tomar em consideracao que:

lim L&~ S+ h) - ()
m—— =g < lim— —M——

h—0 h h—0 h a=0

 fx+h)—fx) If(x +h) — f(x) —ah| _
m—-=a =

}11—»0 h g Ll_% |h| ’
Donde
+h) - —a-h + h) — —a(h
lim IFCx )~ f&)—a-hl =0« lim Ifx )~ /)~ ah)] =0coma(h)=a-h
hes0 |h| h=0 Ihl

Aparece assim a diferencial de f no ponto X como a funcéo linear a definida por
a (h) =a - h. No caso de uma fungdo f:4 c R» — R™ poderia considerar-se as normas e
a expressao:
lf(a+h) = f(a) —a®)l

Li:r}) Tl = 0 onde a(h) = a-hcoma € My(m,n).

A seguinte citacdo textual enuncia a equivaléncia de ser derivavel num ponto e ser
diferenciavel num ponto e que a diferencial de f em x éafuncdoh  f'(xy)h.
PROPOSITION 16.6 Soient I un intervalle ouvert de R, x un élémentde I et f

0
une fonction application de I dans R. fest différentiable en x si et seulement
si fest dérivable en x. De plus, la différentielle de fen x est

dfe, h €ER W f1(xo) h

(BALAC, 2009, p.759)
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A seguinte definicao, extraida de um texto de Analise, assim como a defini¢cdo citada
acima, ndo revela de forma imediata a natureza da diferencial de uma fung&o num ponto.
S6 mais na frente fala da funcéo linear correspondente e a define como a diferencial da
fung@o no ponto.

6°) Différentielle.-a) On dit que la fonction f définie sur C est différentiable au
point x de C g'il existe un nombre a tel que la fonction € définie, pour h = 0,
par la formule

() flxg+h) —f(x) =a-h+]|h|-eh)

admette la limite O quand h tend vers 0. (On suppose |h| assez petit pour que
X+ h€ C).

(CANAG, 1972, p.120).

Observe-se que nesta definicdo, assim como na definicdo 16.3 citada anteriormente,
se diz que existe um nimero a e na expressao (3) aparece o termo a - h. Pode-se de uma
forma natural identificar o numero real a com a funcéo linear h — a - h. Esta identificacéo &
possivel pela bijecao:

R L(RR); ar Y,,onde,: ReoR; av P, (h) =a-h

Proposicao 5. Uma fungdo ¢ de R em R é linear se, e somente se, existe a € R
tal que

Y(h)=a-h

Demonstragado. Seja a um nimero real e seja a fungéo ¢: R —R; ¢ (h) = a-h. Temos
que

Yh € R, Vk € R: (h+k) = alh+ k) = ah + ak = (h) + (k)

Também,

VhERVAER: p(A-h)=a-(A-h) =21-(a-h) =1-p(h)

Logo g é linear. Suponhamos agora que ¢: R —R é linear. Entao

VheR: Y(R) =y(h-1) =h- (1) =¢(1)-h
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Fazendo a = ¢ (1), temos que existe a tal que ¢ (h) = a-h.
Donde, pode-se expressar a definicdo acima da forma seguinte: a fungéo f definida
sobre C € diferenciavel num ponto x, de C se existe uma funcao linear ¢ definida por ¢ (h)=

a-h tal que a fungéo € definida para h # 0, pela formula

3) [ +h)—f(xo) =¢(h) + |h]-e(h)
admite limite 0 quando h tende para 0.
Prova-se que
- flro+h)—fx) _
m — —

li
h—0 h

a = f'(x)

Finalmente, dizer que uma fungéo f é diferenciavel em x equivale a dizer que existe
uma funcgéao linear  definida por ¢ (h) = f' (x0)~h. Esta funcao linear ¢ é a diferencial da
funcéo f no ponto x que pode ser denotado por df,, para envolver na notagéo a fungéo fe

o ponto X isto &, Y = df,,.

b) La forme linéaire £, sur R, telle que £ (h) = f'(x)-h est dite application

différentielle de f au point x. De la méme fagon que I'on designe par y I'image
par f de I'élément générique de C, on désigne par dy I'image par I'application
linéaire £ de I'élément générique de IR, que I'on conveint d’écrire dx au lieu

de h. On a ainsi, au point considéré x de C
@) dy=f'(x)dx

Par abus de langage, on dit que dy est la différentielle de fau point x.

On peut écrire aussi d[ f (x)] = f'(x) dx, ou, par abus d’écriture, d f=f'(x) dx.

(CANAG, 1972, p.120).

Aforma linear £, sobre R, tal que £ (h) = f'(x) - h diz-se aplicagéo diferencial de f no
ponto x. Do mesmo modo que se designa por y a imagem por f do elemento genérico de
C, se designa por dy a imagem pela aplicagéo linear £ do elemento genérico de R, resulta
conveniente escrever dx em lugar de h. Se tem assim que no ponto considerado x de C:

(4)  dy = f'(x)dx.
Por abuso de linguagem, se diz que dy é a diferencial de f no ponto x.
Pode-se escrever também d[ f(x)] = f'(x)dx, ou, por abuso de escrita, d f=f" (x) dx.®

Aqui se caracteriza a diferencial de uma fun¢ao fnum ponto x como uma aplicagdo
linear £ sobre R. Assim,

LR PpRhAe 2h)=f(x)h

3 y=f(x),x € C com x € C (Intervalo de definicdo de f).Traduzido do texto original em francés pelo autor deste artigo.

Incompletudes e Contradi¢cdes para os Avancos da Pesquisa em Matematica Capitulo 8



Das definicbes dadas na sec¢éo anterior e do Teorema Fundamental, temos que

L=dfi:R »R;h »df,(h)=f"(x)-h

A notagéo proposta nos diz que dy = f'(x) - h, isto €, a imagem de h pela aplicagédo
linear df,. Aplicando a propria definigdo a fungéo idr: R — R; idr(x) = x, temos que

dlidgly: R R;h o idg(x)-h=1- h=h=idg(h)

Assim, d[idg], = idy. Fazendo o abuso de notagdo pelo qual se identifica uma
funcdo g com sua imagem g(x), temos idr(x) = x e idgr(h) = h. Logo, por detras da
expressao de que resulta convenente escrever dx em lugar de h, se esconde um abuso de
notacgdo, dx = h. Isto justifica também a notagdo dy = f '(x)dx.

Examinemos as definicbes de diferencial dadas em alguns textos de calculo
freqUentemente usados nos cursos de graduagéo.

4.9.1. DEFINICAO

Se a fungé&o ffor definida por y = f(x), entdo a diferencial de y, denotada por
dy, sera dada por

dy = f'(x)Ax (3)
onde x esta no dominio de f ' e Ax é um incremento arbitrario de x. (...).

4.9.2. DEFINICAO

Se a fungéo f for definida por y = f(x), entéo a diferencial de x, denotada
por dx, seré dada por dx = Ax, onde Ax &€ um incremento arbitrario de x e x é

qualquer nimero no dominio de f'.
Das definicdes 4.9.1 e 4.9.2,
dy = f'(x)dx (5)
Dividindo ambos os membros de (5) por dx, temos
d—yzf'(x)sedx +0
dx
Essa relagdo expressa a derivada como o quociente de dois diferenciais.

(LEITHOLD, 1994, p.269-270).
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Aqui se define primeiro a diferencial de y em seguida a diferencial de x, deduz que
dy = f'(x)dx , finalmente que esta relagé@o expressa a derivada como o quociente de dois
diferenciais. Aceitando os abusos de linguagem e de notagéo contidos nesta definicao, a
definicdo da “diferencial da variavel dependente” se faz desnecessaria, pois se pode obter
a partir da definicao da “difenrencial da variavel independente”: pondo g(x) = x, temos g’(x)
=1 paratodo x € R. Entéo

dx = g'(x)Ax = 1Ax = Ax.

Até aqui % tem sido visto como uma simplesd notacéo para a derivada de y
= f(x). O que faremos a seguir é interpretar 2z Como um quociente de dois
acréscimos. Inicialmente, vamos olhar dx como um acréscimo em x €, em
seguida, procuraremos uma interpretacdo para o acréscimo dy. (...).

Fixado x, podemos olhar para a fungdo linear que a cada dxe IR, associa dy

e R, onde

dy = f'(x)Ax.

Tal fungcdo denomina-se diferencial de f em x, ou, simplesmente, diferencial
dey=f(x).

(GUIDORIZZI, 2008, p.192)

O dltimo paréagrafo do texto acima citado menciona o fato de que a fungdo de R
em R;
dx = dy = f'(x)dx
€ linear e define como diferencial de f em x. Nao se explica como é que dx resulta

variavel independente.

8.1 DERIVADA DE UNA FUNCION. Sea y = f(x), una funcién definida en cada
punto del intervalo abierto I. Decimos que f(x) es diferenciable (o derivable)
en un punto x de I si existe

I flx+h) —fx)
m-——-

h=0 h

En este caso, dicho limite se designa por %-f’(x),%(x) o Dif(x)y se
llama la derivada de f(x) en el punto x. (KONG, 2001, p.199)

A definicdo citada acima, eliminando os abusos de notagéo, diz: Seja f uma funcédo
definida por y = f (x) em cada ponto x do intervalo I. Diz-se que f é diferenciavel (ou
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derivavel) num ponto x de I se existe

I flx+h)—f(x)
m—
h—=0 h

Assim, se associa a derivabilidade com a existéncia da derivada.
Tratando-se da diferencial, temos:

9.8 DIFERENCIALES.

9.8.1 DEFINICION

Sea y = f (x) una funcion diferenciable en el punto x. La diferencial de y (en el

punto x, ¥ para un incremento Ax) es dada por
dy = f'(x)-Ax
donde Ax es un incremento arbitrario de x.

9.8.2 OBSERVACIONES. (...).

2) La diferencial d f es una funcién de las dos variables xy Ax, donde x es

cualquier punto donde existe f'(x) y Ax es un numero real arbitrario. Asi, con
propiedad deberia escribirse

dy =df(x,Ax) = f'(x) - Ax.

(KONG, 2001, p.310).

Nesta definicao destacamos a expresséao “diferencial de y (no ponto x, y para
um acréscimo Ax) é dada por dy = f'(x)-Ax". Aqui, podemos entender de forma
implicita que hd uma fungéo que mantém constante x, considera Ax variavel e cujo valor
funcional (imagem) é dada por f'(x)-Ax. A segunda observagéo do texto acima citado &
importante pois caracteriza a diferencial df da fungéo fcomo uma funcédo de duas variaveis:
df:(x,y) » f'(x)-Ax. Como Ax é arbitrario, pode-se escrever df:(x,h) ~ f'(x)-h.
Fixando x temos df (x,h) = df,(h) = f'(x) - h. Assim, chegamos facilmente ao conceito de
diferencial da fungéo f no ponto x.

Examinemos agora como o autor obtém a diferencial dx a partir da definicdo 9.8.1:

9.8.4 LA DIFERENCIAL dx

(1) Para la funcién I (x) = x la diferencial es, de acuerdo a la definicién 9.8.1,
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d
=—(x) Ax=1-Ax=A
dx dx(x) X X X
dx = Ax

Donde Ax es un incremento arbitrario de x.

(2) Si y = f (x) es una funcion diferenciable en el punto x, entonces df se
expresa como un multiplo de la diferencial dx. En efecto,

dy = f'(x)-Ax = f'(x) - dx (pues dx = Ax por (1))
dy = f'(x) - dx

dy
(3) Observemos que tenemos dx = f'(x) en la notaciéon de derivada) si y sélo

si dy = f'(x) (en la notacion de diferenciales). (KONG, 2001, p.312)

De forma natural aparece dx = Ax no caso particular da diferencial da funcao definida
por I (x) = x. Donde também deduz que a derivada f '(x) & o quociente dos valores das
diferenciais correspondentes.

Supongamos que la funcién y = f (x) es derivable sobre el segmento [a,b] la
derivada de esta funcion se determina por la igualdad

. Ay
lim 2 = £(x).

Ay
Cuando Ax — 0, la razén ar tiende a um numero determinado f '(x) v,

por tanto, se diferencia de la derivada f '(x) en una magnitud infinitamente
pequena:

Ay _ o
=) +a
donde a — 0, cuando Ax — 0.

Multiplicando todos los términos de la ultima igualdad por Ax, obtenemos:

Ay = f'(x)Ax + alx (D

Dado que en el caso general f'(x) = 0, entonces, cuando X es constante y Ax
— 0, el producto f'(x) Ax es una magnitud infinitamente pequefa de primer
orden respecto a Ax. El producto a Ax es siempre una magnitud infinitamente

~ . . A i — .
pequefia de orden superior a Ax ya que Ahmo% = lim @ =0 Asf, pues, el
. .z X
incremento Ay de la funcion se compone de dos sumandos, de los cuales el
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primero recibe el nonbre [cuando f'(x) = 0] de parte principal del incremento,

que es lineal con relacion a Ax. El producto f'(x) Ax) se denomina diferencial
de la funcién y se designa por dy ou dfix). (PISKUNOV, 1977, p.115)

O paragrafo final desta citagdo, a partir da igualdade (1) que caracteriza a
diferenciabilidade, diz que Ay esta composto como soma de dois termos, o primeiro dos
quais € linear com relagéo a Ax e se denomina a diferencial da fungdo. Como em outros, o
conceito de diferencial de uma fungdo num ponto ndo se explicita e fica escondida detras
dos abusos de linguagem e de notacao.

DIFERENCIAIS

Os simbolos dy e dx que apareceram na derivada sdo chamados diferenciais,
€ nosso proximo objetivo é definir estes simbolos, de tal forma que se possa
tratar dy /dx como uma razdo. Com esta finalidade, vamos considerar x como
fixo e definir como uma variavel independente, para a qual possa ser atribuido
um valor arbitrario. Se f for diferenciavel em x, entdo definimos pela féormula:

dy = f'(x)dx

Se dx = 0, entdo podemos dividir ambos os lados de (5) por dx para obter

Z=r'®

dx

Assim sendo atingimos a nossa meta definindo dy e dx de tal forma que sua
razéo seja f'(x).

(HOWARD, 2000, p.212)

Segundo isto, dx e dy sdo simbolos que apareceram na derivada. Para tratar a

. d
derivada =
dx

como uma razao, fixa x e define dx como variavel independente (muito dificil
de explicar!). Na sequéncia define dy pela formula dy =f'(x) dx . Assim, dx e dy s&o nimeros
e se dx =0, tem-se que dy/dx & uma razao (quociente). Tentemos reescrever esta definigao:
se x € fixo e f € derivavel em x, f'(x) € fixo (constante). Logo temos uma fungdo de R em R
:h & f'(x) - h. Se fé definida por y = f (x), denotemos dy = f'(x) - h. Para a fungéo definida
por g (x) = x, tem-se dx = g'(x) - h. Assim, dx = h, dai

dy _ f'rh 4
i =f'(x) seh#0.

Finalmente, vejamos a definicao de diferencial de uma funcéo:
DEFINITION 16.4 Soient I un intervalle ouvert de R et fune application de I

dans R admettant une différentielle d f,; en tout x € I. On appelle différentielle
de f, et on note d f, I'application de I dans £ (R, R) définie par
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df:xy €1 = df, €L(R,R).

(BALAC, 2009, p.760)

Conforme a defini¢c@o acima citada a diferencial de uma fungéo f, df, € uma aplicacao
delem L(R, R), isto &, df€ F(I, L (R, R)). Assim,

df:1 » L(R,R);

x = [df](x) =df,: R » R;
hwdf,(h)=f'(x)-h
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