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APRESENTAÇÃO

O contexto social, histórico e cultural contemporâneo, fortemente marcado 
pela presença das Tecnologias Digitais de Informação e Comunicação – TDIC, 
entendidas como aquelas que têm o computador e a internet como instrumentos 
principais, gera demandas sobre a escola e sobre o trabalho docente. Não se trata 
de afirmar que a presença das tecnologias na sociedade, por si só, justifica sua 
integração à educação, mas de considerar que os nascidos na era digital têm um 
perfil diferenciado e aprendem a partir do contexto em que vivem, inclusive fora da 
escola, no qual estão presentes as tecnologias.

É nesta sociedade altamente complexa em termos técnico-científicos, que 
a presença da Matemática, alicerçada em bases e contextos históricos, é uma 
chave que abre portas de uma compreensão peculiar e inerente à pessoa humana 
como ser único em sua individualidade e complexidade, e também sobre os mais 
diversos aspectos e emaranhados enigmáticos de convivência em sociedade. 
Convém salientar que a Matemática fornece as bases do raciocínio e as ferramentas 
para se trabalhar em outras ciências. Faz-se necessário, portanto, compreender 
a importância de se refletir sobre as estratégias pedagógicas utilizadas no ensino 
desta ciência. 

Ensinar Matemática não se limita em aplicação de fórmulas e regras, 
memorização, aulas expositivas, livros didáticos e exercícios no quadro ou atividades 
de fixação, mas necessita buscar superar o senso comum através do conhecimento 
científico e tecnológico. Importante, nos processos de ensino e aprendizagem 
matemática priorizar e não perder de vista o prazer da descoberta, algo peculiar e 
importante no processo de matematizar. Isso, a que nos referimos anteriormente, 
configura-se como um dos principais desafios do educador matemático.

A prática pedagógica intrínseca ao trabalho do professor é complexa, e 
buscar o “novo” exige o enfrentamento de situações inusitadas. Como a formação 
inicial representa a instância formadora dos esquemas básicos, a partir dos quais 
são desenvolvidas outras formas de atuação docente, urge analisá-la a fundo 
para identificar as problemáticas que implicam diretamente no movimento de 
profissionalização do professor que ensina matemática. 

É neste sentido, que o livro “Prospecção de problemas e soluções 
nas ciências matemáticas”, em seu volume 2, reúne trabalhos de pesquisa e 
experiências em diversos espaços, como a escola por exemplo, com o intuito de 
promover um amplo debate acerca das variadas áreas que o compõe.

Por fim, ao levar em consideração todos esses elementos, a importância 
desta obra, que aborda de forma interdisciplinar pesquisas, relatos de casos e/



ou revisões, refletem-se nas evidências que emergem de suas páginas através de 
diversos temas que suscitam não apenas bases teóricas, mas a vivência prática 
dessas pesquisas.

Nessa direção, portanto, desejamos a todos e a todas uma boa leitura!
Américo Junior Nunes da Silva

André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMO: Muitos problemas do mundo 
real podem ser representados por modelos 
matemáticos. A modelagem matemática consiste 
na capacidade de tomar um problema definido 
em alguma situação prática relativamente 
complexa, transformá-lo em um modelo 
matemático e procurar uma solução que possa 
ser reinterpretada em termos da situação 
original. Neste trabalho foram revisados dois 
modelos matemáticos voltados ao problema 
de determinar o número de peixes da espécie 
tilápia-do-nilo (Oreochromis niloticus) em um 
determinado estágio de tempo considerando 
um ambiente controlado. Os modelos aplicam 
técnicas de equações de diferenças finitas, 

também chamadas de recorrências lineares, 
para descreverem o problema matematicamente. 
Este problema está presente no campo, mais 
especificamente na Aquacultura, e seu estudo 
é importante pois permite explorar conceitos 
abstratos, melhorar a produção de peixes para 
consumo, reduzir gastos na cultura de peixes 
desta espécie, etc. Este trabalho também 
apresenta os principais conceitos envolvidos 
nos estudos abordados e faz uma discussão 
a respeito da importância desses temas em 
aplicações no mundo real.
PALAVRAS-CHAVE: Modelagem matemática, 
recorrência linear, equação de diferenças, 
dinâmica populacional, tilápia-do-nilo.

MATHEMATICAL MODELING IN THE 
FIELD

ABSTRACT: Many real-world problems can 
be represented by mathematical models. 
Mathematical modeling consists of the ability 
to take a defined problem in some relatively 
complex practical situation, transform it into a 
mathematical model and look for a solution that 
can be reinterpreted in terms of the original 
situation. In this work, two mathematical models 
were revised on the problem of determining 
the number of fish of the species Nile tilapia 
(Oreochromis niloticus) at a given time stage 
considering a controlled environment. The models 
apply finite difference equation techniques, also 
called linear recurrences, to describe the problem 
mathematically. This problem is present in the 
field, more specifically in Aquaculture, and its 
study is important because it allows to explore 
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abstract concepts, to improve the production of fish for consumption, to reduce 
expenses in the culture of fish of this species, etc. This work also presents the main 
concepts involved in the studies addressed and discusses the importance of these 
topics in real-world applications.
KEYWORDS: Mathematical modeling, linear recurrence, difference equation, 
population dynamics, Nile tilapia.

1 |  INTRODUÇÃO
Muitas ideias em matemática surgiram a partir de problemas práticos, sendo 

que as mesmas foram desenvolvidas a partir da necessidade de se obter uma 
solução a partir de um modelo matemático, que nada mais é do que a interpretação 
do problema real para a linguagem matemática. De acordo com Bassanezi (2002), 
a modelagem matemática consiste na capacidade de tomar um problema definido 
em alguma situação prática relativamente complexa, transformá-lo em um modelo 
matemático e procurar uma solução que possa ser reinterpretada em termos da 
situação original. De acordo com Giordano et al. (2013), um modelo matemático 
permite que conclusões matemáticas sejam obtidas a respeito de um sistema ou 
comportamento do mundo real. Essas conclusões podem servir de base para que 
sejam feitas tomadas de decisão que tenham um impacto positivo no futuro. Veja na 
Fig. 1 um fluxo representativo do processo de modelagem matemática.

Figura 1: Fluxo representativo do processo de modelagem matemática.

Fonte: Elaborada pelos autores (2020).
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Muitos estudos possuem o foco na cultura de peixes em reservas controladas. 
Em particular, estudos relacionados à cultura de tilápias-do-nilo (Oreochromis 
niloticus) possuem finalidades diversas, como explorar conceitos abstratos, 
melhorar a produção de peixes para consumo, reduzir gastos na cultura de peixes 
desta espécie, etc. Júnior et al. (2014) apresenta um estudo envolvendo a aplicação 
de modelos matemáticos ao crescimento de tilápias-do-nilo criadas em tanques-
rede no Submédio do São Francisco, de modo a determinar quais deles melhor 
representam as condições de criação para a região. Yi (1998) apresenta um modelo 
de crescimento bioenergético para as tilápias-do-nilo em tanques fertilizados, 
envolvendo seis variáveis-chave que afetam o crescimento dessa espécie nesse 
tipo de ambiente. Giordano et al. (2013) apresenta um modelo matemático para 
predizer o peso de um determinado peixe da espécie robalo (bass) tendo como 
informações a densidade média de peso de peixes desta espécie e o tamanho do 
peixe considerado. Bassanezi (2002) apresenta dois estudos acerca da dinâmica 
populacional das tilápias-do-nilo. Em um deles, é estabelecida uma maneira de 
determinar o número de peixes após um determinado período, considerando dois 
estágios: alevinos (jovens) e adultos. No outro, taxas de sobrevivência são incluídas 
no modelo e três estágios distintos são considerados: ovos, alevinos e adultos. 

Outros modelos mais complexos podem ser elaborados considerando-se a 
presença de outros ambientes. Tais ambientes podem, por exemplo, ter a população 
dividida em predadores e presas (MURRAY, 2002). Em Raymond et al. (2019), um 
modelo predador-presa é apresentado envolvendo três espécies de peixes: perca-
do-nilo, ciclídeos e tilápias. A perca-do-nilo foi considerada a espécie predadora, e 
as demais foram consideradas as presas do sistema.

Neste trabalho é feita uma revisão bibliográfica a respeito de estudos 
matemáticos relacionados à dinâmica populacional de peixes tilápias-do-nilo 
apresentados em Bassanezi (2002). O trabalho está assim organizado: a Seção 2 
apresenta uma introdução ao conceito de recorrências; as Seções 3 e 4 descrevem 
as recorrências lineares de primeira e segunda ordem, respectivamente; as Seções 
5 e 6 apresentam os modelos matemáticos referentes ao estudo da dinâmica 
populacional das tilápias-do-nilo, sendo que nesta última há a inclusão de taxas de 
sobrevivência; a Seção 7 apresenta as considerações finais deste trabalho.

2 |  RELAÇÕES DE RECORRÊNCIA
Algumas sequências podem ser definidas por regras que permitem calcular 

qualquer termo em função dos anteriores, usualmente do antecessor imediato ou 
de uma quantidade pequena de antecessores imediatos. Esse tipo de construção é 
dita ser uma construção por recorrência e, para que a sequência possa ser gerada, 
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é necessário o fornecimento do(s) primeiro(s) termo(s) que a compõe. De acordo 
com Bassanezi (2002), essas construções também são chamadas de equações de 
diferenças finitas e fórmulas aritméticas. 

Para algumas relações de recorrência é possível obter uma fórmula fechada. 
Essa fórmula permite calcular o enésimo termo da sequência descrita pela relação 
de recorrência, sem a necessidade de realizar os cálculos recursivos auxiliares. 
Por outro lado, de acordo com Bassanezi (2002), quando se trata de uma equação 
de diferenças não-linear, geralmente não é possível obter tal solução diretamente, 
sendo necessário analisá-la através de seus pontos de equilíbrio. De acordo com 
Elaydi (2005), um ponto x* no domínio de uma função ƒ é dito ser um ponto de 
equilíbrio se é um ponto fixo de ƒ, isto é, ƒ(x*) = x*. Em outras palavras, este ponto 
indica onde a função permanece constante, não havendo variação de um termo t 
para um termo t + 1 da sequência que ela gera. Neste trabalho foram estudadas as 
relações de recorrências lineares de primeira e de segunda ordem. 

3 |  RECORRÊNCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
De acordo com Elaydi (2005), uma recorrência linear de primeira ordem 

define uma sequência por meio de uma função do primeiro grau. Cada um de seus 
termos, com exceção do primeiro, são dependentes do termo imediatamente anterior. 
Matematicamente, considerando ɑ, b ϵ �, e C ϵ � uma constante previamente 
definida,

Uma fórmula fechada pode ser encontrada para relações de recorrência que 
podem ser descritas pelo Sistema 1. Em geral, o enésimo termo pode ser obtido 
pela Equação 2:

Note que se for conhecido o valor de x0, é possível calcular qualquer termo de 
uma sequência definida por uma relação de recorrência do tipo descrito no Sistema 
1 com apenas um cálculo direto.

4 |  RECORRÊNCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM
De acordo com Pereira (2014), uma recorrência linear de segunda ordem 

define uma sequência por meio de uma função do segundo grau. Cada um de 
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seus termos, com exceção dos dois primeiros, são dependentes de dois termos 
imediatamente anteriores. Matematicamente, considerando ɑ, b, c ϵ � , e C1, C2 ϵ �  
constantes previamente definidas,

Do Sistema 3, quando c = 0 , a relação de recorrência pode ser escrita como:

A cada relação de recorrência da forma acima (Equação 4), pode-se associar 
uma equação do segundo grau, chamada equação característica (PEREIRA, 2014). 
A equação característica está representada na Equação 7 e é equivalente à Equação 
6 (WEISSTEIN, 2020?), onde I é a matriz identidade e A é a matriz associada aos 
coeficientes dos termos à direita da igualdade do Sistema 5. Este sistema consiste 
de duas equações de primeira ordem e é uma representação equivalente de uma 
relação de recorrência de segunda ordem semelhante à Equação 4. Para construir o 
Sistema 5, faz-se uma mudança de variáveis xn+1 = zn (BASSANEZI, 2002).

              (6)
A é uma matriz quadrada k x k e I é a matriz identidade k x k

A partir das raízes dessa equação característica e do princípio da superposição 
(BASSANEZI, 2002) é possível determinar uma fórmula fechada para a relação de 
recorrência do Sistema 3. Se t1 et2 são raízes dessa equação característica, então a 
Equação 8 é solução da recorrência do Sistema 3, para A1 e A2 determinados pelo 
Sistema 9, que admite como soluções as Equações 10 e 11 (BASSANEZI, 2002).
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Um exemplo clássico em que a Equação 8 se aplica é a Sequência de 
Fibonacci. Ela é definida pela relação de recorrência de segunda ordem abaixo.

Pelas Equações 8, 10 e 11, o enésimo termo da sequência de Fibonacci pode 
ser calculado pela fórmula fechada abaixo:

Note que a partir da Equação 13, fica fácil calcular o 50º termo da sequência 
de Fibonacci sem a necessidade de se calcular os termos anteriores, isto é (note que 
o 50º termo corresponde a n =49 , pois o primeiro termo da sequência corresponde 
a n =0, o segundo corresponde a n =1, e assim por diante):

5 |  DINÂMICA POPULACIONAL DA TILÁPIA-DO-NILO
A tilápia-do-nilo (Oreochromis niloticus) é uma das espécies de peixes mais 

populares em muitos países tropicais (YI, 1998). O cultivo desta espécie está 
presente em todos os estados brasileiros para fins comerciais (JÚNIOR et al., 2014). 

De acordo com Bassanezi (2002), as tilápias apresentam três estágios em 
seu ciclo de vida: ovos, jovens e adultos. São considerados adultos aqueles que 
têm a capacidade de se reproduzirem, o que ocorre aproximadamente aos 4 meses 
de idade. Em condições naturais, quando a temperatura da água permanece acima 
de 20ºC, a desova pode ocorrer a cada 2 meses. A eclosão dos ovos ocorre em 
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aproximadamente 72 horas após a fecundação por algum macho e pode gerar de 
100 a 600 alevinos a depender do tamanho da fêmea. A taxa de mortalidade dos 
recém-nascidos é igual a 50%. Recomenda-se que, no processo de criação dessa 
espécie, exista um macho para cada duas fêmeas.

Tabela 1: Dinâmica populacional das tilápias-do-nilo jovens e adultas.

Fonte: Retirada de Bassanezi (2002, p. 100). 

De modo a simplificar o modelo, considere At , Pt e yt o número de alevinos, o 
número de tilápias adultas e o número total de tilápias num estágio t, respectivamente. 
O estágio t corresponde ao tempo de desova, ou seja, 2 meses. Como as tilápias 
fêmeas adultas estão sendo consideradas na contabilização de Pt , a quantidade 
de alevinos no estágio t +1 pode ser calculada como uma proporção do número de 
adultos do estágio anterior, isto é, At = ɑ Pt-1 , para algum ɑ ϵ (0,1). Considerou-se 
também que os peixes estão inseridos em um ambiente controlado, isto é, sem a 
presença de predadores e em condições ideais.

Observando o comportamento da população das tilápias-do-nilo na Tabela 1, 
é possível construir uma fórmula de recorrência de segunda ordem para determinar 
a quantidade de adultos em um determinado período t:

A Equação 15 diz que a população de tilápias adultas no estágio t corresponde 
às tilápias adultas do estágio anterior mais os alevinos do estágio anterior que 
se tornaram adultos. Note que At-1 = ɑ Pt-2 corresponde ao número de alevinos 
amadurecidos no estágio t. Ainda, pela Tabela 1, observa-se que a quantidade de 
peixes adultos pode ser calculada a partir da última coluna da tabela correspondente 
ao número total de peixes em cada estágio, isto é,
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Pela Equação 17 é possível obter o número total de tilápias em um 
determinado tempo t. Além disso, pela Equação 16, obtém-se o número de tilápias 
adultas no estágio t + 1. É importante notar que a Equação 17 só é possível de 
ser calculada se forem conhecidos seus valores em dois estágios imediatamente 
anteriores.

As Equações 15 e 17 são denominadas fórmulas recursivas (ou equações de 
diferenças finitas) de segunda ordem (BASSANEZI, 2002). Uma fórmula recursiva 
de segunda ordem pode ser reduzida a uma fórmula fechada para o cálculo do 
t-ésimo termo da sequência que ela descreve, conforme apresentada na Seção 
4. A fórmula fechada é importante quando se deseja saber a população em um 
determinado estágio t, sendo necessário que apenas um cálculo seja feito. Neste 
modelo, determinar o número de peixes em um determinado tempo t pode ter 
aplicações comerciais, promover estudos científicos ou para controle de um 
determinado ecossistema, por exemplo. Desta forma, para este modelo o número 
de peixes adultos em um estágio t pode ser calculado diretamente pela Equação 19, 
obtida pela resolução do Sistema 18.

Esse tipo de estudo se faz importante uma vez que o controle populacional das 
tilápias implica diretamente na qualidade do produto final. De acordo com Schulter e 
Filho (2017), a tilapicultura no Brasil, na década de 1980, passou de uma atividade 
voltada para o repovoamento e complemento de renda a pequenos produtores para 
uma atividade explorada comercialmente, com o surgimento dos empreendimentos 
pioneiros. Esses primeiros empreendimentos não obtiveram muito sucesso devido 
ao pouco conhecimento das técnicas de cultivo, a inexistência de rações adequadas 
e a baixa qualidade de alevinos. 

As tilápias se multiplicavam intensamente nas psiculturas, nos 
grandes reservatórios e em açudes particulares, resultando na 
produção de um grande número de peixes pequenos e sem grande 
valor comercial. Com isso, elas ganharam, no Brasil, a fama de peixe 
pequeno, cheio de espinho e com gosto de barro, que dava em 
qualquer lagoa (SCHULTER e FILHO, 2017, p. 15).

A Equação 19 pode ser usada para predizer o número de peixes adultos em 
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uma determinada época do ano. Com isso, os produtores podem tomar decisões 
acerca da alimentação e do controle populacional das tilápias de modo a prezar 
pela qualidade do produto. Outros modelos, como o apresentado na próxima 
seção e os apresentados por Yi (1998) e Júnior et al. (2014), por incluírem mais 
considerações são mais complexos e representam melhor o mundo real, e podem 
ser mais adequados para servirem de base para tomadas de decisão. 

6 |  DINÂMICA POPULACIONAL DA TILÁPIA-DO-NILO COM TAXAS DE 
SOBREVIVÊNCIA

Uma variação do modelo anterior, considerando taxas de sobrevivência e as 
dinâmicas das três fases distintas: ovos, alevinos e adultos (BASSANEZI, 2002), 
é apresentada a seguir. Este modelo visa ter uma representação mais próxima do 
mundo real do que o modelo anterior.

Sejam bn, ɑn e cn a quantidade de jovens (alevinos), a quantidade de adultos e 
a quantidade de ovos viáveis em cada estágio, respectivamente. As taxas   
correspondem à taxa de sobrevivência da população de ovos, a taxa de conversão 
para adultos e a taxa de sobrevivência da população de adultos, respectivamente.

Figura 2: Fluxo de um estágio para outro referente à modelagem da dinâmica 
populacional das tilápias-do-nilo com três fases e taxas de sobrevivência. 

Fonte: Adaptada de Bassanezi (2002, p. 111).

Considerando as taxas de mortalidade, elas podem ser representadas por 
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,  e  e correspondem às taxas de mortalidade de adultos,  
mortalidade de alevinos e perda de ovos, respectivamente.

A Fig. 2 representa o fluxo de um estágio n para um estágio n+1. A partir 
dessa figura, o modelo pode ser representado pelo Sistema 20 abaixo:

Utilizando a Equação 6, é possível encontrar a equação característica do 
Sistema 20: 

Se os valores dos parâmetros ,  e  são conhecidos, então o cálculo 
das raízes da Equação 21 pode ser feito por métodos numéricos (BASSANEZI, 
2002). Com essas raízes, é possível obter uma fórmula fechada para o cálculo de 
ɑn, por exemplo. O método para a obtenção desta fórmula pode ser encontrado 
em Jensen (2011, p. 28-31). Em suma, utiliza-se o princípio da superposição com 
algumas considerações a respeito das raízes obtidas como, por exemplo, o domínio 
de cada uma delas.

De acordo com Bassanezi (2002), nem sempre a solução explícita é a mais 
conveniente. Outros métodos como tabela de dados, gráficos e análise dos pontos 
de equilíbrio podem ser úteis para uma análise mais completa.

7 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS
A modelagem matemática é uma importante ferramenta para resolver diversos 

problemas do mundo real. Neste trabalho foram revisados dois modelos matemáticos 
voltados a um problema do campo, mais especificamente da Aquacultura. O 
problema consistia em determinar o número de peixes da espécie tilápia-do-nilo 
(Oreochromis niloticus) em um determinado estágio de tempo considerando um 
ambiente controlado. Ambos os modelos estudados representam o problema como 
um sistema de equações de diferenças finitas. O primeiro modelo faz uma divisão 
da população de peixes em adultos e alevinos (jovens). O segundo modelo, similar 
ao primeiro, considerou também a população de ovos e taxas de sobrevivência, 
tornando-o mais próximo de uma representação realística.

Neste trabalho também foram apresentados os principais conceitos envolvidos 
nos estudos abordados. Foi feita também uma discussão a respeito da importância 
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desses estudos em aplicações no mundo real. O problema da dinâmica populacional 
da espécie tilápia-do-nilo ilustra uma das situações que podem estar presentes em 
problemas do campo. Este estudo reforça que a modelagem matemática pode 
ser importante para a obtenção de resultados acerca desse tipo de problema. 
Tais resultados podem ser úteis para tomadas de decisão quanto a controles 
populacionais, equilíbrios de ecossistemas e previsões sobre o comportamento 
futuro das populações, por exemplo.
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