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APRESENTAÇÃO

A Engenharia Mecânica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica 
os princípios de física e ciência dos materiais para a concepção, análise, fabricação e 
manutenção de sistemas mecânicos. Nos dias atuais a busca pela redução de custos, aliado 
a qualidade final dos produtos é um marco na sobrevivência das empresas. Nesta obra é 
conciliada duas atividades essenciais a um engenheiro mecânico: Projetos e Simulação.

A área de projetos, simulação bem como o desenvolvimento de novo materiais 
vem ganhando amplo destaque, pois através de simulações pode-se otimizar os projetos 
realizados, reduzindo o tempo de execução, a utilização de materiais e os custos finais. 

Outra área de grande importância é o estudo das naturezas térmicas, pois devido 
a mudanças significativas no meio ambiente, gradientes cada vez maiores de amplitude 
térmica vêm sendo registrados. Estes afetem diretamente a processos, previsões de para 
projetos e ainda aos custos finais de produtos.

Dessa forma, são apresentados trabalhos teóricos e resultados práticos de diferentes 
formas de aplicação e abordagens nos projetos dentro da grande área das engenharias. 
Trabalhos envolvendo simulações devido a inserção de novos softwares dedicados a áreas 
específicas, auxiliando o projetista em suas funções. Sabe-los utilizar de uma maneira 
eficaz e eficiente é um dos desafios dos novos engenheiros.

Neste livro são apresentados vários trabalhos, alguns com resultados práticos, 
sobre simulações em vários campos da engenharia industrial, elementos de maquinas e 
projetos de bancadas práticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento de 
profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecânicos e industriais.

De abordagem objetiva, a obra se mostra de grande relevância para graduandos, 
alunos de pós-graduação, docentes e profissionais, apresentando temáticas e metodologias 
diversificadas, em situações reais.

Boa leitura!
Henrique Ajuz Holzmann

João Dallamuta
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RESUMO: No presente trabalho os tradicionais 
Algoritmos Genéticos (AG) são empregados para 
a solução de Problemas de Controle Ótimo (PCO). 
Neste caso, o problema original é transformado 
em um equivalente de Programação Não Linear 
(PNL) via discretização da variável de controle. 
Para validar a metodologia proposta, estudos de 
caso com diferentes níveis de complexidade são 
avaliados. Os resultados obtidos demonstram 
que a metodologia proposta configura-se como 
uma interessante estratégia para a resolução de 
PCOs.
PALAVRAS-CHAVE: Controle Ótimo, Algoritmos 
Genéticos, Aplicações Matemáticas e de 
Engenharia.

SOLVING OPTIMAL CONTROL 
PROBLEMS USING GENETIC 

ALGORITHMS
ABSTRACT: This work proposes the use of 
traditional Genetic Algorithms (GA) to solve 
Optimal Control Problems (OCP). In this case, the 
original problem is transformed into equivalent of 
Nonlinear Programming Problem (NLP) through 
the discretization of control variable. To validate 
the method, case studies with different levels of 
complexity are evaluated. The obtained results 
demonstrate that the proposed methodology is 
configured as an interesting strategy to solve 
OCPs.
KEYWORDS: Optimal Control, Genetic 
Algorithms, Mathematical and Engineering 
Applications.

1 |  INTRODUÇÃO
O Problema de Controle Ótimo (PCO) 

consiste na determinação do perfil da variável 
de controle de modo a minimizar/maximizar um 
determinado índice de desempenho (função 
objetivo) (Bryson e Ho, 1975). Este caracteriza-
se por apresentar flutuação do índice diferencial 
durante a integração do sistema algébrico-
diferencial. Esta dificuldade ao mesmo que 
tempo que o torna um problema de difícil 
resolução também representa um grande 
desafio para pesquisadores de diversas áreas 
da ciência e da engenharia. As restrições 
algébrico-diferenciais a que este problema está 
sujeito representam os balanços de massa, 
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energia e quantidade de movimento, enquanto as restrições algébricas estão relacionadas 
a limitações físicas, ambientais e de projeto (Logsdon e Biegler, 1989; Brenan et al., 1996).

Os métodos clássicos para projeto de controladores não são eficazes no tratamento 
de sistemas complexos, com múltiplas entradas e múltiplas saídas, ou que apresentem 
dinâmica não linear e variante no tempo. Além disso, sistemas de controle modernos 
tendem a demandar o atendimento de critérios de desempenho relacionados, por exemplo, 
ao gasto de combustível ou energia, ao tempo despendido na execução de uma dada 
tarefa, ou à quantidade de produto gerada por um dado processo (Kirk, 1970). 

Considere o controle de atitude de uma aeronave realizado com base na minimização 
do seu gasto de combustível, ou a regulação de um processo químico fundamentado na 
maximização do volume de produtos gerado. A teoria do Controle Ótimo foi desenvolvida 
tendo em vista a solução de problemas deste tipo (Kirk, 1970).

Tradicionalmente, o PCO tem sido resolvido via aplicação de Métodos Diretos, 
Métodos Indiretos e Métodos Híbridos (Bryson e Ho, 1975; Logsdon e Biegler, 1989; 
Brenan et al., 1996; Lobato, 2004). Nos Métodos Diretos, o vetor de variáveis de controle 
e de variáveis de estado são discretizados, transformando o problema original em um 
equivalente de Programação Não Linear (PNL). Na abordagem Indireta, através da 
aplicação do Princípio Máximo de Pontriagyn, o PCO original é convertido em um sistema 
de equações algébrico-diferenciais de valor no contorno. Já os Métodos Híbridos consistem 
na reunião das melhores características dos Métodos Diretos e do Método Indireto para 
aumentar a precisão dos resultados sem onerar grande esforço computacional. 

Alternativamente à linha de otimização clássica, que faz uso de informações sobre 
o gradiente da função objetivo e das restrições para atualizar o projeto inicial, observa-
se grande interesse da comunidade científica no uso de algoritmos não-determinísticos 
para a resolução do PCO. Em geral, estes se diferem de outras técnicas de otimização 
por dispensarem o uso de derivadas da função objetivo e das restrições para determinar 
a direção de busca. Além disso, tais métodos não investem todo o esforço computacional 
num único ponto, mas sim operam sobre uma população de pontos. Entretanto, como estes 
são estocásticos, seu desempenho varia de execução para execução, a menos que seja 
utilizado o mesmo gerador de números aleatórios com a mesma semente (Deb, 2001).

Neste cenário, inúmeros métodos (clássicos ou heurísticos) têm sido propostos para 
a resolução dos PNLs obtidos a partir do emprego de Métodos Diretos (Nascentes, 2012). 
O interesse por técnicas heurísticas se deve à sua capacidade de escapar de ótimos locais, 
e à simplicidade de sua implementação e concepção conceitual (Nascentes, 2012). 

Diante do que foi apresentado, o presente trabalho tem por objetivo utilizar os 
tradicionais Algoritmos Genéticos (AG) como metodologia para a resolução de PCOs, e 
realizar a comparação dos resultados obtidos àqueles encontrados por meio de outras 
abordagens.
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2 |  O PROBLEMA DE CONTROLE ÓTIMO
O PCO pode ser definido como (Becerra, 2008):

                        (1)
sujeito à:

em que x(t) é o vetor de estados, u(t) o vetor de controles, e j a função objetivo 
a ser minimizada. A dinâmica do sistema, que pode ser não linear e variante no tempo, 
é descrita pela equação , enquanto as restrições algébricas, de 
igualdade e desigualdade, associadas ao problema, são descritas respectivamente por 

. Os sobrescritos L e U representam, 
respectivamente, os limites superior e inferior das variáveis de estado e controle, enquanto 
x0  é o estado inicial do sistema. 

Observe que a função objetivo é dividida em duas parcelas. A primeira delas, 
, viabiliza a avaliação do estado final alcançado pelo sistema, enquanto a 

segunda, , possibilita que a evolução dos estados e controles seja 
levada em consideração na computação de j.

Cabe ressaltar que, no entanto, a solução de um PCO não depende somente da 
variável de controle, mas também da computação dos estados, uma vez que o valor da 
função objetivo geralmente está associado à evolução de x(t). No presente trabalho, adotou-
se a ação de controle constante por partes para que os estados pudessem ser determinados 
a partir da solução do conjunto de equações diferenciais  que 
descreve a dinâmica do sistema. O Método de Runge-Kutta-Fehlberg com passo variável 
foi empregado na computação de  a partir da utilização da função ode45(), nativa do 
Matlab®.
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3 |  ALGORITMOS GENÉTICOS
Os tradicionais AG configuram-se como uma técnica de busca baseada nos 

princípios da genética e da seleção natural, e são fundamentados na evolução de uma dada 
população inicial, gerada aleatoriamente, a partir da aplicação dos operadores de seleção, 
cruzamento e mutação. A população é composta por indivíduos que representam possíveis 
soluções para o problema de otimização (Haupt, 2012). Na Figura 1 é apresentado um 
fluxograma em que são introduzidas as principais etapas de um AG. 

Figura 1: Fluxograma em que são introduzidas as principais etapas de um AG.

Inicialmente, os parâmetros de entrada do algoritmo devem ser definidos pelo usuário. 
São eles: o tamanho da população, N, o número máximo de gerações (ou iterações) ng, a 
probabilidade de cruzamento ps, e a probabilidade de mutação pm. Além disso, é necessário 
que a função objetivo seja definida (Haupt, 2012).

Em seguida, uma população de indivíduos é gerada, aleatoriamente, de forma a 
preencher o espaço de busca delimitado pelo usuário. No presente trabalho optou-se por 
representar os indivíduos como vetores, nos quais estão contidas as variáveis de decisão 
cujo valor será determinado ao longo do processo de otimização.

A população gerada é então atualizada a partir da aplicação dos operados genéticos 
de modo que seja observado, ao fim de cada geração, um aumento nos valores de função 
objetivo (ou fitness) atribuídos a cada um dos indivíduos (Haupt, 2012).
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Na etapa de seleção, Nps indivíduos da população corrente são selecionados para o 
cruzamento. Deve-se proceder nesta etapa de forma que os indivíduos mais aptos tenham 
maior chance de serem selecionados. A seleção pode ser realizada, por exemplo, a partir 
do emprego do Método da Roleta ou do Método do Torneio (Haupt, 2012).

Já na etapa de cruzamento, os indivíduos selecionados devem ser combinados. 
Adotou-se no presente trabalho o emprego da combinação linear, Equação 2, para geração 
dos novos indivíduos ps1 e ps2 a partir da combinação depp1 e pp2, selecionados na etapa 
anterior. As variáveis  são números aleatórios gerados em cada combinação (Haupt, 
2012).

                                      (2)
Por fim, na etapa de mutação, é atribuído um número aleatório  a cada um dos 

indivíduos gerados no cruzamento. Caso r < pm um dos elementos que compõe o vetor 
que representa o respectivo individuo é modificado. O elemento em questão é escolhido 
aleatoriamente e o valor a ele acrescido é normalmente pequeno (Haupt, 2012).

Por fim, visando a manutenção do número de indivíduos na população, os N 
indivíduos mais aptos dentre aqueles presentes na população inicial e aqueles gerados 
na etapa de cruzamento, são escolhidos para a construção de uma nova população. Na 
iteração (ou geração) seguinte, o processo se repete com a aplicação dos operadores 
genéticos nesta nova população (Haupt, 2012).

4 |  METODOLOGIA
Para que seja possível resolver o PCO a partir do emprego dos AG, é necessário 

reescrevê-lo como um PNL a partir da discretização da variável de controle em  elementos 
(ou fases). O novo problema consistirá, portanto, na determinação dos vetores ui e tj 

 (Nascentes, 2012), conforme ilustrado na Figura 2.

Figura 2 – Discretização da variável de controle.
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5 |   ESTUDOS DE CASO

5.1 Problemas Singulares
Em um primeiro momento, consideram-se como estudos de caso dois PCOs 

singulares propostos por Jacobson (1970). O primeiro deles é definido como:
min x3  (tf)

sujeito à:

                                        (3)
Já o segundo difere do primeiro apenas no cálculo de , que passa a ser definido 

como .
Foram adotados: N = 100, ng= 100, ps = 0,7 e pm = 0,6. A seleção foi realizada 

pelo emprego do Método do Torneio (Haupt, 2012) e o cruzamento entre os indivíduos 
da população para geração de novas soluções se deu através da implementação da 
combinação linear (Haupt, 2012), com os coeficientes  escolhidos aleatoriamente no 
intervalo [0,3] a cada cruzamento. Na etapa de mutação, foi aplicada a uma das variáveis 
de projeto associadas a alguns dos indivíduos da população, um acréscimo igual a um 
décimo do limite superior atribuído à respectiva variável.

Na Tabela 1 os resultados obtidos pela implementação dos AG são comparados 
àqueles advindos do emprego de outras abordagens. 

Referência
Primeiro caso Segundo caso

J* n N J* n N
Jacobson (1970) 0,828500 * * 0,277100 * *

Dadebo e McAuley (1995) 0,754016 80 * 0,269000 80 *
Luus (1995) 0,753984 4 * 0,268395 4 *
Luus (2001) 0,753985 5 200000 0,268394 5 200000

Nascentes (2012) 0,754856 5 10100 0,268512 5 10100
Algoritmo Genético 0,752200 5 10100 0,268420 5 10100

Tabela 1: Resultados obtidos pelo emprego dos AG, e de outras abordagens, na solução dos 
problemas singulares em análise. O valor ótimo da função objetivo, o número de elementos de 
controle utilizados, e o número de iterações, são representados, respectivamente, por J*, n e N.   

* Informações não fornecidas
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De forma geral observa-se que as soluções advindas da utilização dos AG estão em 
concordância com aquelas reportadas pela literatura especializada. Além disso, o uso dos 
AG possibilitou que fosse empregado um número bem menor de elementos de controle e de 
avaliações da função objetivo em comparação com as demais abordagens, demonstrando 
a capacidade da metodologia proposta. Os perfis de controle obtidos para cada um dos 
estudos de caso avaliados são apresentados nas Figuras 3 e 4.

Figura 3: Perfil da variável de controle obtido, pelo emprego dos AG, para o primeiro problema 
singular em análise.

Figura 4: Perfil da variável de controle obtido, pelo emprego dos AG, para o segundo problema 
singular em análise.
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5.2 Problema da mistura de catalisadores
Uma vez avaliados os resultados obtidos a partir do emprego dos AG na solução de 

problemas puramente matemáticos, considera-se o problema da mistura de catalisadores. 
Este problema clássico da área de controle ótimo tem como objetivo determinar a melhor 
mistura entre dois catalisadores u ao longo do comprimento fixo de um reator PFR (Plug 
Flow Reactor) onde ocorre uma reação do tipo  capaz de maximizar a 
produção de S3. 

As variáveis de estado x1 e x2 representam respectivamente as concentrações de A 
e B e a variável de controle u representa a taxa de mistura dos catalisadores, e apresenta 
um segmento singular que causa sérias dificuldades na resolução do PCO (Logsdon e 
Biegler, 1989). 

A formulação matemática do problema da mistura de catalisadores é apresentada 
na Equação 4.

max 1 - x1 (tf) - x2 (tf)
sujeito à:

                                         (4)
Foram adotados: N = 30, ng= 60, ps = 0,8 e pm = 0,9. A seleção foi realizada por 

meio do Método do Torneio (Haupt, 2012) e o cruzamento entre os indivíduos da população 
para geração de novas soluções se deu através da implementação da combinação linear 
(Haupt, 2012), com os coeficientes  sendo escolhidos aleatoriamente no intervalo 
[0,3] a cada cruzamento. Na etapa de mutação, foi aplicada a uma das variáveis de projeto 
associadas a alguns dos indivíduos da população, um acréscimo igual a um décimo do 
limite superior atribuído à respectiva variável.

Nas Tabelas 2 e 3 os resultados obtidos pela implementação dos AG são comparados 
àqueles advindos do emprego de outras abordagens. 

Referência Método J* N
Vassiliadis (1993) NPSOL 0,048055 *

Bell e  Sargent (2000) SNOPT 0,048080 *
Lobato (2004) IA 0,048057 *

Lobato e Steffen (2004) MPCA 0,047732 12000
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Lobato et al. (2011)

DE 0,048080 5025

ADE (1) 0,048069 4025

ADE (2) 0,047990 3850

IDE 0,048079 3220
Algoritmo Genético 0,048063 1830

Tabela 2: Resultados obtidos pelo emprego dos AG, e de outras abordagens, na solução 
do problema da mistura de catalisadores. O valor ótimo da função objetivo e o número de 

iterações, são representados, respectivamente, por  J* e N.

* Informações não fornecidas.

Referência Método ts1 ts2 u1 u2 u3

Lobato (2004) IA 0,128 0,737 1 0,226 0,000 
Lobato e Steffen (2004) MPCA 0,129 0,732 1 0,227 0,000 

Lobato et al. (2011)

DE 0,128 0,733 1 0,227 0,000 

ADE (1) 0,128 0,734 1 0,226 0,000 

ADE (2) 0,127 0,734 1 0,227 0,001 

IDE 0,128 0,733 1 0,226 0,000 

Algoritmo Genético 0,134 0,703 1 0,235 0,000 

Tabela 3: Valores u1, u2 e u3 assumidos pela variável de controle, e pontos no tempo, ts1 e ts2 , 
em que ocorrem as transições entre estes valores. 

Primeiramente cabe ressaltar que as soluções advindas da utilização dos AG estão 
em concordância com aquelas reportadas pela literatura especializada. Além disso, o 
uso dos AG possibilitou que fosse empregado um número bem menor de avaliações da 
função objetivo em comparação com as demais abordagens, demonstrando a capacidade 
da metodologia proposta. O perfil de controle e a evolução dos estados x1 e x2 são 
apresentados, respectivamente, nas Figuras 5 e 6.
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Figura 5: Perfil da variável de controle obtido na solução do problema da mistura de 
catalisadores pelo emprego dos AG.

Figura 6: Evolução dos estados obtidos na solução do problema da mistura de catalisadores 
pelo emprego dos AG.

6 |  CONCLUSÃO
Neste trabalho foi proposto o emprego dos tradicionais AG na solução de PCOs. 

Visando a validação desta abordagem três estudos de caso foram propostos. A partir dos 
resultados obtidos foi possível verificar a eficácia da metodologia em análise, visto que 
soluções bem próximas àquelas apresentadas na literatura foram encontradas às custas de 
um menor número de elementos de controle e de avaliações da função objetivo.
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