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APRESENTAÇÃO

A Engenharia Mecânica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica 
os princípios de física e ciência dos materiais para a concepção, análise, fabricação e 
manutenção de sistemas mecânicos. Nos dias atuais a busca pela redução de custos, aliado 
a qualidade final dos produtos é um marco na sobrevivência das empresas. Nesta obra é 
conciliada duas atividades essenciais a um engenheiro mecânico: Projetos e Simulação.

A área de projetos, simulação bem como o desenvolvimento de novo materiais 
vem ganhando amplo destaque, pois através de simulações pode-se otimizar os projetos 
realizados, reduzindo o tempo de execução, a utilização de materiais e os custos finais. 

Outra área de grande importância é o estudo das naturezas térmicas, pois devido 
a mudanças significativas no meio ambiente, gradientes cada vez maiores de amplitude 
térmica vêm sendo registrados. Estes afetem diretamente a processos, previsões de para 
projetos e ainda aos custos finais de produtos.

Dessa forma, são apresentados trabalhos teóricos e resultados práticos de diferentes 
formas de aplicação e abordagens nos projetos dentro da grande área das engenharias. 
Trabalhos envolvendo simulações devido a inserção de novos softwares dedicados a áreas 
específicas, auxiliando o projetista em suas funções. Sabe-los utilizar de uma maneira 
eficaz e eficiente é um dos desafios dos novos engenheiros.

Neste livro são apresentados vários trabalhos, alguns com resultados práticos, 
sobre simulações em vários campos da engenharia industrial, elementos de maquinas e 
projetos de bancadas práticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento de 
profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecânicos e industriais.

De abordagem objetiva, a obra se mostra de grande relevância para graduandos, 
alunos de pós-graduação, docentes e profissionais, apresentando temáticas e metodologias 
diversificadas, em situações reais.

Boa leitura!
Henrique Ajuz Holzmann

João Dallamuta
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RESUMO: Estruturas compósitas em engenharia 
contendo elementos piezelétricos acoplados a 
circuitos elétricos shunt, para fins de atenuação 
passiva dos níveis de vibração, apresentam 
incertezas inerentes em seus parâmetros de 
projeto, as quais, podem afetar significativamente 
a eficiência dos circuitos elétricos passivos. 
Neste contexto, este trabalho apresenta a 
modelagem por elementos finitos estocásticos 
de uma estrutura em material compósito 
laminado contendo elemento piezelétrico 
acoplado a circuitos elétricos shunt, de modo 
que, parâmetros incertos, como direções das 
fibras, espessuras das camadas e a resistência 
e indutância do circuito shunt, são assumidos 
como sendo variáveis aleatórias e, a dispersão 
destas variáveis, é caracterizada nas respostas 

estocásticas obtidas após a propagação das 
incertezas no modelo. Os resultados obtidos, 
em termos dos envelopes das respostas em 
frequência para uma viga compósita contendo 
elemento piezelétrico mais circuito shunt, 
evidenciam a importância de se considerar 
as incertezas durante as fases de concepção 
inicial e/ou pré-projeto de sistemas dinâmicos 
incorporando circuitos shunt para o controle 
passivo de vibrações.
PALAVRAS-CHAVE: Modelagem estocástica, 
Controle passivo de vibrações, Material 
compósito, Propagação de incertezas, Circuitos 
shunt piezelétricos

ROBUST DESIGN OF RESONANT SHUNT 
CIRCUIT FOR PASSIVE VIBRATIONS 
ATTENUATION IN COMPOSITE BEAM

ABSTRACT: Engineering composite structures 
containing piezoelectric elements coupled with 
the so-named shunt circuits, with the aim of 
passive vibration attenuation, are characterized 
by inherent uncertainties in their parameters, 
which can affect significantly performance of the 
passive shunt circuit. In this context, this work 
presents the stochastic finite element modeling 
of a composite structure containing piezoelectric 
element to be coupled with a shunt circuit, in 
such a way, that uncertain parameters such as 
the fiber’s orientation, layer thicknesses and the 
resistance and inductance in the shunt circuit 
are assumed as uncertain variables and, their 
corresponding dispersion, is characterized in 
the stochastic response by propagating the 
uncertainties into the model. The obtained results 
for a composite beam incorporating piezoelectric 



 
A Aplicação do Conhecimento Científico na Engenharia Mecânica 2 Capítulo 9 82

material and shunt circuit, in terms of the stochastic envelopes of the frequency response 
functions, demonstrate the interest in considering the uncertainties in the preliminary design 
phase of the shunt circuits to control the undesired vibrations.
KEYWORDS: Stochastic modeling, Passive vibration control, Composite material, Uncertainty 
propagation, Piezoelectric shunt circuits

1 | 	INTRODUÇÃO
Nos últimos anos, os materiais compósitos têm sido cada vez mais utilizados na 

engenharia. Esse fato ocorre principalmente devido às melhores propriedades mecânicas 
que podem ser alcançadas ao se realizar um projeto utilizando-se de um material compósito. 
(REDDY, 1997; GAY et al., 2003).

Estruturas compósitas são frequentemente expostas a cargas dinâmicas. Portanto, 
há interesse de atenuação de vibrações nessas estruturas, pois as vibrações podem 
reduzir a vida estrutural e contribuir para falhas mecânicas. A aplicação de circuitos 
shunt monomodais, para controle de vibração de de apenas um modo de vibrar de cada 
vez, foi pioneira em Hagood e von Flotow (1991). O circuito implementado na presente 
contribuição é o shunt ressonante na topologia em série, com foco em sua aplicação para 
o amortecimento estrutural de vigas compósitas finas. O circuito ressonante se assemelha 
fisicamente de um absorvedor dinâmico de vibrações, exigindo que seja sintonizado para 
as frequências nas quais o amortecimento é desejado (HAGOOD e VON FLOTOW, 1991; 
FARIA, 2006).

Uma extensão natural do procedimento de modelagem determinística é a 
consideração de incertezas presentes nos parâmetros físicos e/ou geométricos, com o 
objetivo de avaliar o grau de influência da variabilidade nas previsões de desempenho. Essa 
análise de propagação da incerteza se torna especialmente interessante para aplicação em 
circuitos shunt, uma vez que o desempenho dessa estratégia de controle passivo depende 
de parâmetros como resistores e indutores.

Uma ferramenta muito utilizada em mecânica computacional estocástica denomina-
se Método de Elementos Finitos Estocásticos (SFEM), a qual permite uma combinação da 
análise clássica por elementos finitos e uma análise estatística. Neste trabalho, as variáveis 
de projeto são modeladas como campos Gaussianos homogêneos estocásticos e o método 
de expansão de Karhunen-Loève (KL) usado para discretizar esses campos (GHANEM e 
SPANOS, 1991; RIBEIRO, et al., 2020). Posteriormente, a variabilidade da resposta pode 
ser avaliada usando a propagação da incerteza no modelo via Simulação de Monte Carlo 
(MCS) combinada com a amostragem por Latin Hypercube (LHC) (FLORIAN, 1992) como 
um solver estocástico.



 
A Aplicação do Conhecimento Científico na Engenharia Mecânica 2 Capítulo 9 83

2 | 	MODELAGEM DETERMINÍSTICA: COMPÓSITO-PZT-SHUNT
Esta seção é dedicada à modelagem de uma placa plana retangular compósita que 

incorpora um elemento piezelétrico. Este é um resumo dos desenvolvimentos originais 
feitos por Chee et al. (2000), Saravanos e Heyliger (1995) e implementados por Faria 
(2006) e Ribeiro et al. (2020).

2.1	 Problema mecânico
A modelagem dos campos de deslocamentos mecânicos foi realizada via teoria FSDT, 

a qual considera cinco graus de liberdade na definição do seu campo de deslocamentos, 
e um elemento finito da família Serendipity, o qual possui oito nós sem a presença de nó 
central. A matriz de massa elementar é obtida por meio da equação da energia cinética, 
como apresentado na Eq. (1). Já a matriz de rigidez mecânica elementar é obtida por meio 
da energia potencial de deformação e dada na Eq. (2). 

 

(1)

 (2)

onde  é utilizado para indicar a transposição das matrizes; ( )u zA é a matriz 
contendo o termo fatorado, z , que diz respeito a espessura; pk é a densidade do 
material da k -ésima camada; eV  é o volume do elemento finito;  são as Funções 
de Forma; x h= ( ) ( , )u zB D N  sendo ( )zD  a matriz dos operadores diferenciais; tC  é a matriz 
de propriedades mecânicas ( já considerando-se a influência dos ângulos de direção das 
fibras do compósito laminado).
2.2	 Problema eletromecânico-shunt

Para modelagem de estruturas compósitas laminadas contendo piezelétricos, a 
teoria FSDT é utilizada na aproximação dos deslocamentos mecânicos e os potenciais 
elétricos distribuídos ao longo das espessuras das camadas. O potencial elétrico da 
k-ésima camada, Eq. (3), pode ser escrito em termos das funções de forma, das funções 
layerwise transversais, ( )k zL , e dos potenciais elétricos nodais, . Na Eq. (4), campo 
elétrico é dado pelo gradiente negativo do potencial elétrico.

 (3)

 (4)
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As matrizes de rigidezes elementares do sistema eletromecânico são obtidas a 
partir da equação da energia de deformação do sistema envolvendo a contribuição elétrica. 
A matriz de rigidez eletromecânica elementar é apresentada na Eq. (5.a) e a de rigidez 
elétrica elementar na Eq. (5.b).

 (5.a)

 (5.b)

onde  são as constantes dielétricas e  é a matriz de permissividade 
elétrica, ambas levando-se em consideração as direções das fibras do compósito laminado. 

A obtenção das matrizes de massa e rigidezes globais se dá por meio de procedimentos 
clássicos de montagem por elementos finitos conhecendo-se a conectividade dos nós. A 
equação do movimento para o sistema eletromecânico é apresentada na Eq. (6).

(6)

onde  são as matrizes globais;  são os 
potenciais elétricos globais, ( )tq  é o vetor das cargas elétricas a nível global.

De posse das equações do movimento a nível global, é realizada a inclusão do 
circuito elétrico shunt no modelo. Assim, a função de resposta em frequência (FRF) do 
sistema, levando-se em consideração a impedância do circuito, , é dada na Eq. (7).

(7)

3 | 	MODELAGEM ESTOCÁSTICA ELETROMECÂNICA-SHUNT
Nesta etapa, os parâmetros de projeto são modelados como campos estocásticos 

gaussianos, , e estes campos, discretizados via expansão em série de Karhunèn-
Loève (KL), seguindo os desenvolvimentos originais de Ghanem e Spanos (1991). Pela 
utilização da expansão de KL é possível encontrar as matrizes aleatórias elementares 
de massa e rigidezes do sistema. Observa-se que as matrizes possuem uma parcela 
determinística que é calculada como apresentado na seção anterior e uma parcela 
estocástica.
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onde k é o número de camadas do compósito,  são as variáveis 
ortogonais de medias zero; as funções determinísticas dadas por  que são 
os autovetores da função de covariância e os valores escalares,  e  que são os 
autovalores da função de covariância.

A resposta em frequência do sistema eletromecânico, de posse do circuito elétrico 
shunt e considerando-se as matrizes estocásticas globais é apresentada na Eq. (12).

(12)

4 | 	APLICAÇÕES NUMÉRICAS E DISCUSSÕES
Nesta seção, simulações numéricas foram realizadas com uma viga compósita 

engastada contendo um elemento piezelétrico acoplado de um circuito shunt ressonante, 
conforme mostrado na Fig. 1, onde dimensões são dadas em metros. A malha de elementos 
finitos utilizada é composta por seis elementos na extensão da viga. A viga possui quatro 
camadas de material compósito todas com a mesma espessura, 0,002 m. As densidades 
de massa dos materiais compósitos e PZT são de, ρ = 1566 kg/m3 e ρ = 7700 kg/m3, 
respectivamente, com os seguintes ângulos de orientação das fibras para as camadas de 
compósito [0°/90°/90°/0°] e com um coeficiente proporcional de rigidez, β = 5x10-8, para 
consideração do amortecimento inerente a estrutura.

A Tabela 1 apresenta as propriedades mecânicas do material compósito e a Tabela 
2 as propriedades elétricas e eletromecânicas do PZT G1195.
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Fig. 1. Viga compósita engastada com piezelétrico acoplado de circuito shunt.

Material E1(Pa) E2(Pa) E3(Pa) G12(Pa) G13(Pa) G23(Pa) ν12 ν13 ν23

Compósito 1.72x1011 6.89x109 E2 3.45x109 G12 1.38x109 0.25 0.25 0.30
PZT G1195 6.90x1010 E1 E1 2.59x1010 G12 G12 0.33 0.33 0.33

Tabela 1. Propriedades mecânicas do material compósito.

Material e15
(C/m2)

e24
(C/m2)

e31
(C/m2)

e32
(C/m2)

e33
(C/m2) 11c

(F/m)
22c

(F/m)
33c

(F/m)

PZT G1195 0.00 0.00 -18.30 -9.01 -9.01 1.59x108

11c 11c

Tabela 2. Propriedades eletromecânicas e elétricas do PZT.

Para propósitos de atenuação de vibração passiva, o circuito shunt foi utilizado 
para atenuar as amplitudes de vibrações para o primeiro modo. Em um primeiro momento, 
para modelagem determinística do problema, foi realizada uma comparação entre o shunt 
resistivo e ressonante (resistivo-indutivo) no controle passivo de vibrações. O valor da 
resistência do circuito resistivo, , e os valores de resistência e indutância 
do circuito ressonante,  e = 111.81L H , foram calculados como ótimos de 
acordo com as equações de Hagood e Flotow (1991). Ressalta-se que estes valores são 
os nominais considerados nas simulações determinísticas e estocásticas apresentadas na 
sequência.

A Figura 2 apresenta a comparação entre as três FRFs para o primeiro modo de vibrar 
da estrutura: sem shunt, onde apenas o amortecimento inerente estrutural é considerado; 
sistema amortecido via shunt resistivo e sistema amortecido via shunt ressonante.
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Fig. 2. FRFs determinísticas para o primeiro modo de vibrar da estrutura.

A atenuação dos níveis de vibrações fornecida pelos circuitos pode ser 
imediatamente observada. Nota-se que com o shunt resistivo a amplitude foi reduzida em 
aproximadamente 40dB e, via shunt ressonante, a redução é de aproximadamente 60dB. 
Assim, destaca-se o melhor desempenho do circuito ressonante em termos de mitigação 
de vibrações. Além disso, observa-se que, o uso do circuito resistivo leva a um ligeiro 
deslocamento de frequência para o modo de interesse, semelhante aos resultados obtidos 
pelo uso de materiais viscoelásticos. Já para o circuito ressonante, a FRF é semelhante 
à obtida pelo uso de absorvedores dinâmicos de vibrações (ADVs) pela presença de dois 
novos modos e uma antirressonância.

Na sequência de simulações, incertezas serão consideradas nos parâmetros 
estruturais e elétricos que foram fatorados das matrizes. Estes parâmetros incertos são 
modelados como campos estocásticos e discretizados pela expansão em série de KL. 
O domínio estocástico utilizado está de acordo com os desenvolvimentos de Ghanem 
e Spanos (1991) e Ribeiro et al. (2020), com um comprimento de correlação igual ao 
comprimento do elemento finito e dez termos na expansão em série de KL. Além disso, o 
sistema eletromecânico estocástico foi resolvido usando a amostragem Latin Hypercube 
(LHC) (Florian, 1992), onde o número de amostras Ns a serem usadas nas simulações 
estocásticas foi obtido através de uma análise de convergência e baseado no cálculo do 
desvio quadrático médio (RMSD), Eq. (13).

(13)
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onde  são as amplitudes das FRFs estocásticas para uma determinada 
realização,  é o valor médio na banda de frequência de interesse, 

.
Para o estudo da convergência, considerou-se o pior caso: nível de incerteza de 

20% e todos os parâmetros possíveis considerados como incertos. Nota-se que o uso 
de 500 amostras nas simulações estocásticas é satisfatório com convergência garantida, 
como é apresentado na Fig. 3.

Fig. 3. Análise de convergência.

4.3	 Análise estocástica: sistema amortecido via shunt ressonante
Nesta aplicação, o PZT representado na Fig. 1 foi acoplado de um circuito ressonante 

e seus parâmetros, resistência e indutância, assim como os parâmetros estruturais, 
espessura das camadas e ângulos das fibras, foram considerados incertos. 

No primeiro conjunto de simulações, apenas a resistência do circuito foi considerada 
incerta. O restante dos parâmetros foram simulados com seus valores nominais. A Figura 
4 apresenta os quatro cenários de incertezas para um valor nominal de resistência R = 
17016,00 Ω. 
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Fig. 4. Variável estocástica: resistência do circuito ressonante. Envelopes de FRFs estocásticas 
com um nível de incerteza: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.
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Pela Fig. 4 observa-se que, os envelopes de FRFs se expandem com o aumento 
do nível de incerteza introduzido no parâmetro resistivo do circuito ressonante. Além 
disso, nota-se que as FRFs médias estocásticas estão dentro dos envelopes soluções, 
confirmando uma boa previsão do modelo. Para o pior cenário, considerando um nível de 
dispersão de 20% no valor nominal da resistência, a diferença entre as amplitudes máxima 
e mínima de vibração foi de aproximadamente 10dB.

No segundo conjunto de simulações, apenas a indutância do circuito ressonante 
é considerada incerta, sendo a dispersão inserida em seu valor nominal L = 111,81H. 
Novamente, a Fig. 5 mostra que, à medida que o nível de incerteza aumenta, as dispersões 
em torno dos valores médios das FRFs também aumentam. No entanto, comparando as 
Figs. 4 e 5, é possível concluir sobre a influência significativa da indutância na variabilidade 
das FRFs em comparação à resistência. Por exemplo, para o cenário (d) da Fig. 5, 
relacionado ao nível de incerteza de 20%, a diferença entre os valores mínimo e máximo 
das amplitudes de vibração foi de cerca de 25dB.

Neste momento, é importante discutir sobre o circuito ressonante para o 
amortecimento passivo: como mencionado anteriormente, ele tem um comportamento 
semelhante ao de um absorvedor dinâmico de vibração (ADV) e, os chamados pontos 
invariantes também são verificados nas FRFs estocásticas.
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Fig. 5. Variável estocástica: indutância do circuito ressonante. Envelopes de FRFs estocásticas 
com um nível de incerteza: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.

No caso de um ADV, sabe-se que, com a variação do nível de amortecimento, os 
pontos invariantes não se movem. No entanto, como foi previamente mencionado e aqui 
demonstrado, a indutância elétrica ajusta o posicionamento do pico em uma determinada 
frequência, enquanto que resistência elétrica varia o nível de amortecimento passivo do 
circuito. Assim, no caso do sistema amortecido via shunt ressonante, quando apenas a 



 
A Aplicação do Conhecimento Científico na Engenharia Mecânica 2 Capítulo 9 90

resistência foi considerada variável incerta, os pontos invariantes foram mantidos, pois 
a resistência apenas alteraria o amortecimento da estrutura, como foi verificado na Fig. 
4. Entretanto, ao se considerar a indutância como variável incerta, não foi mais possível 
observar a presença dos pontos invariantes, pois houve uma mudança no comportamento 
do sistema, como se tivesse ocorrido uma mudança na massa da estrutura, resultando em 
uma alteração do posicionamento em frequência, como apresentado nas Figs. 5, 6 e 7.

No próximo conjunto de simulações, tanto a resistência quanto a indutância do 
circuito ressonante foram consideradas variáveis incertas e os resultados obtidos são 
apresentados na Fig. 6. 
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Fig. 6. Variáveis estocásticas: resistência e indutância do circuito ressonante. Envelopes de 
FRFs estocásticas com um nível de incerteza: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.

Ao aumentar o número de variáveis elétricas incertas, o intervalo de confiança 
também se expandiu, mas nota-se que as incertezas introduzidas na indutância têm mais 
influência sobre a variabilidade das FRFs do que as incertezas introduzidas pela resistência, 
como demonstrado nas Figs. 5 e 6.

Os resultados do último conjunto de simulações são apresentados na Fig. 7, que 
representa o caso em que as incertezas foram introduzidas tanto nas variáveis estruturais, 
espessura das camadas e ângulos das fibras do compósito, quanto nas variáveis elétricas, 
resistência e indutância do circuito, de maneira simultânea. 
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Fig. 7. Variáveis estocásticas: resistência e indutância do circuito ressonante e parâmetros 
estruturais. Envelopes de FRFs estocásticas com um nível de incerteza: (a) 5%; (b) 10%; (c) 

15%; (d) 20%.

Os resultados apresentados na Fig. 7 demonstram o maior grau de influência 
das variáveis elétricas nas amplitudes das FRFs estocásticas em comparação com os 
parâmetros estruturais. 

5 | 	CONCLUSÕES FINAIS
Com base nos resultados, é possível verificar claramente a influência dos parâmetros 

estruturais e elétricos na variabilidade e desempenho do circuito de controle passivo. Para 
o sistema eletromecânico estocástico amortecido via shunt ressoante, foi possível concluir 
que as incertezas introduzidas nos parâmetros elétricos, resistência e indutância, possuem 
maior influência na variabilidade das respostas estocásticas se comparadas as incertezas 
introduzidas nos parâmetros estruturais.

Foi demonstrado também que circuitos ressonantes possuem um comportamento 
semelhante aos absorvedores dinâmicos de vibração. Assim, foi possível concluir sobre os 
pontos invariantes na resposta do sistema. Verificou-se que, quando apenas o parâmetro 
resistivo desse tipo de circuito foi considerado incerto, os pontos invariantes eram mantidos, 
uma vez que o resistor elétrico apenas altera o nível de amortecimento da estrutura. No 
entanto, considerando o parâmetro indutivo como incerto, não foi mais possível observar 
a presença dos pontos invariantes, pois ocorre uma espécie de modificação na massa da 
estrutura, causando um deslocamento em frequência.

Assim, com base nas simulações numéricas aqui realizadas, é possível destacar 
que, a metodologia sugerida permite melhorar a previsibilidade do desempenho de circuitos 
ressonantes, considerando suas incertezas e incertezas na estrutura, constituindo uma 
ferramenta útil na fase preliminar de projeto deste tipo de controle passivo de vibrações. 

Destaca-se ainda a importância do uso de procedimentos de otimização combinados 
com a quantificação de incerteza de modo a se obter um controle ótimo e robusto no que 
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tange a atenuação passiva de vibrações. Este aspecto será considerado em trabalhos 
futuros.
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