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APRESENTACAO

O contexto social, histérico e cultural contemporéaneo, fortemente marcado
pela presenca das Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacdo — TDIC,
entendidas como aquelas que tém o computador e a internet como instrumentos
principais, gera demandas sobre a escola e sobre o trabalho docente. Nao se trata
de afirmar que a presenca das tecnologias na sociedade, por si sé, justifica sua
integracdo a educacdo, mas de considerar que os nascidos na era digital tém um
perfil diferenciado e aprendem a partir do contexto em que vivem, inclusive fora da
escola, no qual estdo presentes as tecnologias.

E nesta sociedade altamente complexa em termos técnico-cientificos, que
a presenca da Matematica, alicercada em bases e contextos histéricos, € uma
chave que abre portas de uma compreensao peculiar e inerente a pessoa humana
como ser Unico em sua individualidade e complexidade, e também sobre os mais
diversos aspectos e emaranhados enigméticos de convivéncia em sociedade.
Convém salientar que a Matematica fornece as bases do raciocinio e as ferramentas
para se trabalhar em outras ciéncias. Faz-se necessario, portanto, compreender
a importancia de se refletir sobre as estratégias pedagogicas utilizadas no ensino
desta ciéncia.

Ensinar Matematica ndo se limita em aplicacdo de féormulas e regras,
memorizagao, aulas expositivas, livros didaticos e exercicios no quadro ou atividades
de fixacdo, mas necessita buscar superar o senso comum através do conhecimento
cientifico e tecnoldgico. Importante, nos processos de ensino e aprendizagem
matematica priorizar e ndo perder de vista o prazer da descoberta, algo peculiar e
importante no processo de matematizar. I1sso, a que nos referimos anteriormente,
configura-se como um dos principais desafios do educador matematico.

A préatica pedagodgica intrinseca ao trabalho do professor &€ complexa, e
buscar o “novo” exige o enfrentamento de situagdes inusitadas. Como a formacao
inicial representa a instancia formadora dos esquemas basicos, a partir dos quais
sdo desenvolvidas outras formas de atuagdo docente, urge analisa-la a fundo
para identificar as problematicas que implicam diretamente no movimento de
profissionalizagdo do professor que ensina matematica.

E neste sentido, que o livio “Prospeccdo de problemas e solugcées
nas ciéncias matematicas”, em seu volume 3, relne trabalhos de pesquisa e
experiéncias em diversos espacos, como a escola por exemplo, com o intuito de
promover um amplo debate acerca das variadas areas que o compdée.

Por fim, ao levar em consideracdo todos esses elementos, a importancia
desta obra, que aborda de forma interdisciplinar pesquisas, relatos de casos e/
ou revisoOes, refletem-se nas evidéncias que emergem de suas paginas através de



diversos temas que suscitam n&o apenas bases teoricas, mas a vivéncia pratica
dessas pesquisas.
Nessa direcéo, portanto, desejamos a todos e a todas uma boa leitura!
Ameérico Junior Nunes da Silva
André Ricardo Lucas Vieira
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RESUMO: O uso de numeros primos na
Matematica e em todo o cotidiano € algo
bem notavel, mas se pararmos para analisar
0s nUmeros que pensamos ser primos e
sdo compostos, iremos nos surpreender.
Alguns algoritmos sdo capazes de testar essa
primalidade, mas nem sempre eles apresentam
um resultado exato, acontecem alguns chamados
falsos positivos ou pseudoprimos que sao
numeros com caracteristicas muito proximas dos
ndameros primos, mas sdo na verdade numeros
compostos. Esses numeros que apresentam
como resultado falso positivo sdo o objeto de
estudo deste trabalho por meio de andlise
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COMO SE REPRODUZEM?

qualitativa de material disponivel acerca do tema
para aquisicao de informacdes, justificando-se
pela curiosidade que os pseudoprimos podem
desencadear e as possiveis problematicas que
0s envolvem.

PALAVRAS-CHAVE: Pseudoprimos,
Testes de primalidade.

Primos,

PSEUDO-PRIMES, WHO THEY ARE?
HOW DO THEY LIVE? HOW DO THEY
REPRODUCE?

ABSTRACT: The use of prime numbers in
mathematics and in everyday life is quite
remarkable, but if we stop to analyze the numbers
that we think to be prime and are composed, we
will be surprised. Some algorithms are able to
test this primality, but they do not always present
an exact result, happen some so called false
positives or pseudo-primes that are numbers with
characteristics very near to prime numbers, but
are verily compound numbers. These numbers
that present a false positive result are the
object of study of this work through a qualitative
analysis of available material on the topic for the
acquisition of information, justified by the curiosity
that pseudo-primes can trigger and the possible
problems that involve them.

KEYWORDS: Pseudo-primes, primes, primality
tests.

11 INTRODUGAO

O vasto uso dos niumeros primos e
sua particularidade que tanto influenciou

o desenvolvimento da Matematica levou a
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descoberta de numeros bastante interessantes como os pseudoprimos. Classificar
um numero pequeno como sendo primo pode demandar um certo tempo e esforgo,
contudo um numero muito grande ao tentar classificar como primo ou composto
pode ser bem dificil, existem algoritmos feitos especialmente para isso, mas até eles
podem ser confundidos e darem resultados falsos.

Essa peculiaridade dos pseudoprimos resulta em um bom objeto de estudo
que desperta interesse em entender como se comporta um conjunto de nimeros
que é composto, mas ndo aparenta. Dessa forma, o presente trabalho se justifica
pela especulagéo acerca dos primos, sua utilidade em diversos campos e os falsos
positivos gerados por nUmeros ndo primos em testes de primalidade, tal estudo se
da a partir da coleta de informagbes em leituras de textos sobre o tema com teor
qualitativo.

O conceito dos numeros primos é um dos mais importantes na Teoria dos
Numeros, que por sua vez tem destaque especial para a Matematica. Acredita-
se que estes numeros sao estudados desde a escola pitagorica em 530 a.C. e
Euclides tenha dado ainda mais énfase e formalidade a sua importancia e escrita,
respectivamente, como podemos notar no que diz SILVEIRA (2000). Os numeros
primos eram escritos em linhas para representar sua composic¢ao a partir da unidade
e sua linearidade; ja os numeros compostos, em retangulos para mostrar que
eles eram formados por uma multiplicacdo de primos. A partir desses conceitos,
construimos o conceito de pseudoprimos, conjunto de numeros que compartilha
caracteristicas com os niUmeros primos, mas néo sao.

21 DISCUSSAO

A denominacéo “primos” se refere a ideia de primeiro como pode ser visto em
BOYER (1996), esse conceito vem da escola pitagorica, que achava que a unidade
era a ‘mae’ de todos os numeros, isto €, um elemento gerador de todos os outros
que seriam os ‘filhos’. Como os numeros primos ndo podiam ser gerados a partir de
outros (escritos de maneira linear), apenas da prépria unidade, eles receberam o
nome de primarios, dai primos. Ja os secundarios poderiam ser gerados por outros
(escritos como areas de quadrilateros) e ganharam esse nome que depois passou
a ser “compostos”. Nessa época o numero dois possuia um lugar especial fora dos
primos pois a unidade e o 2 geravam todos 0s nuUmeros existentes.

Para compreender a definicdo dos chamados pseudoprimos, devemos
entender o que sdo os verdadeiros primos. (MILIES, 2006) define os numeros
primos como sendo qualquer inteiro ndo negativo que possua apenas dois divisores
positivos, 1 e Ipl. Com essa definicdo podemos entender um pouco como se
comportam os nimeros primos e o motivo de os gregos tratarem-nos como lineares,
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ja que néo podiam escrevé-los como multiplicacéo de fatores; enquanto os nimeros
compostos podem ser escritos como multiplicacao de outros e representar areas de
quadrados ou retangulos.

Um grande matematico chamado Fermat (1601 - 1665) estudou mais
profundamente os nUmeros primos e desenvolveu um teorema de grande relevancia
conhecido por Pequeno Teorema de Fermat que afirma:

Se um dado p é primo, entdo para todo inteiro a,a? - a é divisivel por p.

Esse teorema foi demonstrado um século depois por Euler, apesar da
existéncia de uma outra demonstracdo por Leibniz em manuscrito deixado
anteriormente. Um outro resultado ainda de Fermat muito préximo deste é um teste
de primalidade e diz:

Se p é primo e a néo divisivel por p, entdo a*' - 1 & divisivel por p.

Entretanto, esse resultado é incompleto por apresentar uma infinidade de
numeros nao primos para os quais esse resultado € um falso positivo.

Os problemas com este resultado s6 apareceram em 1910 com Carmichael
(1879 - 1967) quando 0 mesmo encontrou nUmeros compostos que verificam essa
propriedade. Os ditos pseudoprimos absolutos ou numeros de Carmichael ganharam
espaco nos estudos matematicos e sao definidos por SANTOS (2014) como:

Um ndmero composto n tal que a*'= 1(mod n), paratodo l<a<ncomaen
primos entre si.

Ou ainda,

a" = a (mod n) , para todo inteiro a=1.

Os numeros de Carmichael mostram que a reciproca ao Pequeno Teorema
de Fermat ndo é um teste de primalidade preciso.

Existem ainda outros numeros com especificidades anélogas, como os
pseudoprimos na base a , os pseudoprimos de Euler na base a , os pseudoprimos
fortes na base a , os pseudoprimos de Lucas, ou ainda os pseudoprimos de Euler-
Lucas.

Testar a m&o numeros pequenos para determinar sua primalidade néo possui
maiores dificuldades, porém, quando nos deparamos com centenas ou milhares
de algarismos nao é viavel permanecer testando manualmente, para isso foram
desenvolvidos algoritmos mais sofisticados.

Os testes de primalidade podem ser deterministicos ou probabilisticos, sendo
0 segundo 0 mais usado pois seu tempo de execuc¢éo € menor. O primeiro deles diz
com exatidao se o numero é primo ou n&o, contudo possui restricbes aos numeros
relativamente pequenos, ja o segundo determina a probabilidade de um nimero ser
primo, dessa maneira existe um alto risco de ser um numero composto com fatores
primos grandes o suficiente para burlar os testes.

Essa nova maneira exige um alto poder computacional, tornando-os frageis
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para os chamados numeros de Carmichael. A grande aplicabilidade na criptografia
e nas chaves publicas, mais especificamente, depende de identificar numeros
suficientemente grandes para usar nessas chaves, podendo gerar falsos positivos,
os chamados pseudoprimos.

31 RESULTADOS

Apesar de a Teoria dos Numeros datar de milénios atras, existem conceitos
relativamente novos e bastante curiosos. A formagdo de um numero pode ser
muito singular ou mesmo peculiar, fazendo com que nossa atual capacidade de
entendimento acerca dos mesmos seja ainda muito falha e escassa.

Em 1992 foi mostrado por Alford (1937 - 2003), Granville (1962) E Pomerance
(1944) que existe uma infinidade de nimeros de Carmichael.

O menor destes nUmeros é 561 =3 x 11 x 17 e 0 maior conhecido foi construido
por Alford e Grantham em 1998 com 20163700 algarismos e 1371497 fatores primos
para os quais vale a propriedade suplementar que para todo k , 62< k <1371435, ele
é divisivel por um nimero de Carmichael com exatamente k fatores primos.

Tal resultado torna possivel identificar varios desses numeros curiosos que
confundem os algoritmos ja existentes e que erros sejam evitados, bem como
vazamento de informagdes importantes e sigilosas.

Em plena era de evolugéo tecnoldgica, ndo é uma surpresa que esse seja um
ponto muito discutido e necessario para a humanidade. A Matematica ainda é uma
‘caixinha de surpresas’ esperando novas mentes dispostas a percorrer um longo
caminho em busca de solu¢des escondidas por trds de meros simbolos quantitativos.

41 CONCLUSAO

Podemos notar a importancia dos niumeros pseudoprimos tdo especiais e
notaveis pelas suas peculiaridades. Eles gozam de particularidades pertencentes
aos numeros primos que ndo possuem uma ordem muito aparente de formacéo,
causando falsos positivos em testes de primalidade. As chaves pulblicas nas quais
s8o usados sdo de grande valia para a seguranga de informagbes particulares e
importantes, permitindo que pessoas possam realizar operacbes bancarias, por
exemplo, sem maiores transtornos.

Entendemos que os pseudoprimos devem ser estudados visando um melhor
entendimento de suas especificagdes. Determinar a maior quantidade possivel de
pseudoprimos como os Numeros de Carmichael € um grande desafio matematico e
o fascinio pelos nUmeros que Fermat possuiu pode ser uma 6tima inspiracéo para a

atualidade, sempre em busca de avanco.
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