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APRESENTAGAO

Diante do cenario em que se encontra a educacéao brasileira, € comum a resisténcia
a escolha da docéncia enquanto profissdo. Os baixos salarios oferecidos, as péssimas
condi¢des de trabalho, a falta de materiais diversos, o desestimulo dos estudantes e a
falta de apoio familiar sdo alguns dos motivos que inibem a escolha por essa profisséo.
Os reflexos dessa realidade sao percebidos pela baixa procura por alguns cursos de
licenciatura no pais, como por exemplo, os cursos das areas de Ciéncias e Matematica.

Para além do que apontamos, a formacao inicial de professores vem sofrendo, ao
longo dos ultimos anos, inUmeras criticas acerca das limitagées que algumas licenciaturas
tém para a constituicdo de professores. A forma como muitos cursos se organizam
curricularmente impossibilita experiéncias de formag¢ao que aproximem o futuro professor
do “chao da sala de aula”. Somada a essas limitacdes esta o descuido com a formacao
de professores reflexivos e pesquisadores.

O cenario politico de descuido e destrato com as questdes educacionais, vivenciado
recentemente, nos alerta para uma necessidade de criacdo de espacos de resisténcia. E
importante que as inumeras problematicas que circunscrevem a formacéao de professores,
historicamente, sejam postas e discutidas. Precisamos nos permitir ser ouvidos e a criagcao
de canais de comunicag¢éo, como este livro, aproxima a comunidade, de uma forma geral,
das diversas agdes que sdo experenciadas no interior da escola e da universidade, nesse
movimento de formacao do professor pesquisador.

E nesse sentido, que o volume 1 do livro Educacédo: Atualidade e Capacidade
de Transformacao do Conhecimento Gerado nasceu, como forma de permitir que as
diferentes experiéncias do [futuro] professor que ensina nas areas de Ciéncia e Matematica
sejam apresentadas e constituam-se enquanto canal de formacao para professores da
Educacéo Basica e outros sujeitos. Reunimos aqui trabalhos de pesquisa e relatos de
experiéncias de diferentes praticas que surgiram no interior da universidade e escola, por
estudantes e professores de diferentes instituicbes do pais.

Esperamos que esta obra, da forma como a organizamos, desperte nos leitores
provocacoes, inquietacdes, reflexdes e o (re)pensar da propria pratica docente, para
quem ja é docente, e das trajetérias de suas formacgdes iniciais para quem encontra-se
matriculado em algum curso de licenciatura. Que, apos esta leitura, possamos olhar para
a sala de aula e para o ensino de Matematica com outros olhos, contribuindo de forma
mais significativa com todo o processo educativo. Desejamos, portanto, uma 6tima leitura

a todos e a todas.

Américo Junior Nunes da Silva
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CAPITULO 4

O EXPERIMENTO DE PITAGORAS COM O
MONOCORDIO: UMA ABORDAGEM HISTORICO-

Data de aceite: 03/08/2020

Oscar Joao Abdounur
Professor associado da Universidade de Sao
Paulo

RESUMO: Realizada por volta o século 6 a.C.
, a experiéncia de Pitagoras com o monocoérdio
consistiu em fixar uma corda em dois pontos,
variando o sons produzidos por meio de um
dispositivo mével para pressiona-la em varias
posicbes. Para os pitagoricos, as razdes
matematicassubjacentesaosintervalosmusicais
de oitava, quinta e quarta — consonancias
perfeitas — eram respectivamente 1:2, 2.3 e
3:4 teriam sido reveladas neste experimento.
O experimento de Pitdgoras com o monocordio
lanca questdes ndo apenas na musica, mas em
arquitetura e em varios outros contextos, tendo
como base razbes matematicas. Ele ainda nos
diz que as composicdes de intervalos musicais
subjazem composicdes de razdes matematicas.
Esta apresentacao pretende explorar o potencial
didatico de tal experimento sob a perspectiva
cultural da matematica particularmente
concernente ao papel da mausica tedrica no
desenvolvimento de estruturas vinculadas

ao conceito de razdo matematica. O trabalho
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DIDATICA

propde oficinas com problemas envolvendo

monocérdios que  possibilitam caminhos
matematicos e musicais de solugéo, contexto
este que resgatando o sentido histérico original
dos conceitos de razao e proporcao, possibilita
uma abordagem conceitual historica heuristica
de tais conceitos.

PALAVRAS-CHAVE: Monocordio, composicao
de razoes,

matematica/musica, razoes,

Experimento de Pitagoras.

ABSRACT: Held around the 6th century BC,
Pythagoras' experience with the monochord
consisted of fixing a string at two points, varying
the sounds produced by means of a mobile
device to press it in various positions. For
the Pythagoreans, the mathematical reasons
underlying the musical intervals of octave, fifth
and fourth - perfect consonances - were 1:2,2: 3
and 3: 4, respectively, would have been revealed
in this experiment. Pythagoras' experiment with
the monochord raises questions not only in
music, but in architecture and in various other
contexts, based on mathematical reasons.
He also tells us that compositions of musical
intervals underlie compositions of mathematical
reasons. This presentation intends to explore
the didactic potential of such an experiment
from the cultural perspective of mathematics

Capitulo 4




particularly concerning the role of theoretical music in the development of structures linked to
the concept of mathematical reason. The work proposes workshops with problems involving
monocordions that enable mathematical and musical paths of solution, a context that rescuing
the original historical sense of the concepts of reason and proportion, enables a heuristic
historical conceptual approach of such concepts.

KEYWORDS: Monochord, compounding ratios, mathematics / music, ratios, Pythagorean
Experiment.

INTRODUGCAO

Neste trabalho, sera considerado o potencial educacional de um operador matematico
semanticamente e estruturalmente proximo a procedimentos presentes na musica te6rica
ao longo da histoéria. Trata-se da ideia de composicao de razdes, que a rigor ndo possui
historicamente o status de um conceito matematico, mas ocorre tacitamemente em
tratados de matematica e de musica teérica ao longo da histéria desde Os Elementos
de Euclides, em que as evidéncias apontam ser o primeiro momento que se tem registro
desta ideia.

Aideia de composicéo de razbes apresenta-se como uma operacao peculiar presente
na estrutura dos conceitos matematicos de razao e proporgcédo desde o periodo classico.
Tal operacao possui semelhancga estrutural com a operacao multiplicacéo, transformando-
se ao longo de sua histéria de forma irregular até aproximar-se deste ultimo conceito, o
que é representativo do papel do contexto tedrico-musical na aritmetizacéo de razées. O
caso considerado possui ainda potencial didatico a servigo de evidenciar diferencas entre
identidade e propor¢cédo, na medida em que a abordagem matematico-musical neste caso
distancia semanticamente tais conceitos, tornando suas demarcacgcdes mais nitidas.

O contexto matematico-musical permite elucidar diferengcas seménticas existentes
entre conceitos de composicdo e de multiplicacdo, assim como entre conceitos de
proporcdo e de identidade, que praticamente desaparecem quando consideradas
sob uma perspectiva puramente aritmética. Para tal, um pressuposto necessario é a
correspondéncia entre razdo matematica e intervalo musical, cujo fundamento historico é
determinante para a compreenséo da abordagem aqui considerada.

A pratica grega classica de lidar com razdes, realizada predominantemente até o
periodo moderno, inseriu-se em uma importante tradicao no tratamento de razdes, passivel
de estimular o estabelecimento de analogias estruturais subjacentes a tais conceitos
pertencentes a principio, sob uma perspectiva classificativa atual, a diferentes campos
do conhecimento. Tal abordagem promove uma compreensao de estruturas segundo
as quais conceitos matematicos foram tratados e, reciprocamente, uma compreensao
da maneira aparentemente sem sentido -- se desconsiderada tal abordagem -- em que
tais conceitos matematicos foram manipulados por um longo periodo de tempo antes de
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atingir a estrutura atual.

Aconsciénciadessas praticas possibilita a aquisicao de uma atitude flexivel em relagao
as estruturas existentes anteriormente ao enfrentar problemas em geral, bem como de uma
ferramenta a servigco da resolugcédo de problemas e de modo geral da heuristica matematica.
A abordagem considerada também auxilia na revelacdo, por meio de conceitos simples
tais como raz6es matematicas e proporcdes, processos epistemoldgicos envolvidos na
construcdo de novas teorias matematicas, como por exemplo o de tomar emprestadas
estruturas de teorias analogas pré-existentes para entdo se desenvolverem de maneira
autbnoma em seu novo contexto, adaptando-se aos problemas praticos os quais essas
novas teorias passam a enfrentar ao longo do seu desenvolvimento.

Para melhor compreender tais reflexdes, considera-se primeiramente a introdugao
de alguns aspectos histéricos dos conceitos de razdo e de propor¢do matematicas, bem
como do operador que chamaremos de composi¢ao de razbes matematicas em contextos
matematico-musicais, assim como de estruturas correspondentes em que a composicao
faz sentido, para entdo considerar exemplos da pratica de composi¢cao no monocérdio,
assim como aspectos didatico-epistemologicos subjacentes a tal pratica.

METODOLOGIA

Matematica e musica possuem vinculos desde a Antiguidade. No conhecido
experimento de Pitagoras com o monocérdio, que estabelece correspondéncia entre
intervalos musicais e razdes matematicas de umacorda, relacionou-se, sob umaperspectiva
aritmética, consonéncias musicais a razbées matematicas simples, de modo que aos
intervalos musicais de oitava, de quinta e de quarta, subjaziam razbes matematicas 1:2,
2:3 e 3:4, respectivamente. A descoberta de Pitdgoras com o experimento do monocérdio
lanca luz sobre inUmeras discussdes no ambito da musica tedrica tendo por fundamento
0s conceitos matematicos de razéo e de proporcéo.

E plausivel que, por razbes culturais, matematicos gregos juntamente com
seus contemporaneos e predecessores, tenham concebido razbes matematica como
generalizacdo de intervalos musicais e de maneira mais ampla, teorias da razdes e
propor¢cées matematicas como generalizacdo da musica, na medida em que propriedades
de cordas e comparacdes entre tons, assim como célculos relacionados a tais magnitudes
através dos conceitos de razdo e proporcao, consistiam em uma importante parte da
matematica desde os pitagoéricos até Euclides (Abdounur, 2001, p.8; Grattan-Guinness,
1996, p.367).

O estabelecimento de tal vinculo levanta ainda questdes referentes a teorias
matematicas subjacentes as manipulacbes com razdes matematicas desde a Antiguidade
até o final da ldade Média, tanto em contextos matematicos como em contextos teorico-
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musicais. A influéncia tanto de problemas teo6ricos quanto praticos confrontados pela
musica ao longo de sua histéria possibilita a historiografia da matematica, bem como a
educacao matematica, uma consciéncia epistemoldgica mais ampla do desenvolvimento
dos conceitos de razao e de propor¢cao matematica.

Tal consciéncia da subsidios, por exemplo, a criacdo de contextos que esclaregcam
diferencas entre conceitos relacionados e/ou resultantes de razbes e proporcdes, tais
como as que existem entre composicao e multiplicacao, identidade e proporcao dentre
outros pares, diferencas estas mais dificeis a percepcédo, quando tais conceitos sao
abordados, por exemplo, apenas em contextos aritméticos.

Ha diversos temas acerca da relacdo entre matematica e masica, e em patrticular,
entre razdes matematicas e intervalos musicais, passiveis de ser explorados em educagao
matematica. Aqui concentra-se nesta caracteristica intrigante da estrutura originalmente
associada a razdes e propor¢cbes matematicas, a saber, o conceito de composicéo de
razdo, embora este nunca tenha tido o status de um termo técnico em matematica (Sylla,
1984, p. .19). Tal operador manifestou-se tacitamente em contextos envolvendo razbes
e proporcdes matematicas desde o periodo classico até o século XVII, aproximando-se
finalmente do conceito aritmético de multiplicacéao.

A mudanca estrutural ocorre de teorias envolvendo concepg¢bes de operacdes
semanticamente vinculadas a intervalos musicais contiguos para teorias admitindo a
composicao de razdes de forma irrestrita - multiplicacéo - com um carater essencialmente
aritmético, que inclui por exemplo, a aproximagcao semantica entre razdo e numero. Uma
questdo desafiadora neste contexto seria como abordar, do ponto de vista didatico, tal
mudanca epistemologica no desenvolvimento historico do conceito de razdo matematica,
de tal forma a criar-se um dominio em que tal diferenca se manifeste mais claramente do
gue em dominios puramente aritméticos.

Quando se observa que tal estrutura transitéria, com a qual razées matematicas
foram parcial e irreversivelmente munidas durante um longo periodo, deriva de contextos
musicais e que a composi¢cao néo faz sentido fora de tais contextos, é razoavel considerar
a musica como cenario para abordar tais diferencas, uma vez que em tal cenario se
destaca a estrutura original vinculada ao conceito de raz&o. Antes de introduzir aspectos
educacionais de tal tema, considera-se aqui alguns antecedentes histéricos da composi¢ao
de razdes.

Indicadores de diferentes teorias ligadas ao conceito de razdo sdo encontrados
associados a questdes como a restricao de Euclides na operacdo de composi¢do com
razdes presentes nas definicdbes 9 e 10 do Livro V, bem como na proposi¢éo 23 do Livro
VI (Heath, 1956, p.248). Tais operag¢des consistiam na composicao de razdes do tipo a: b
com b: ¢ para produzir a: ¢, 0 que permite a repeticao recursiva deste processo com c:d e
assim por diante (Abdounur, 2001, p.5).

Com fortes afinidades musicais, esta operacédo exigia, em geral, que, dada uma
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sequéncia de razbes matematicas a serem compostas, o segundo termo de uma razao
fosse igual ao primeiro termo da razdo subsequente. Matematicamente falando, néo
ha razdo para operar-se desta maneira e provavelmente isto ndo ocorreria desta forma
sem uma remissao ao seu significado musical, a saber, a composi¢cdo (agrupamento) de
intervalos musicais contiguos.

Por exemplo, (2:3)(3:4)::(1:2) € estruturalmente equivalente a composicao musical
do intervalo musical de quinta com o de quarta para gerar um intervalo musical de oitava.
Sob tal perspectiva, o experimento de Pitdgoras parece fornecer a principio dois resultados
importantes, cujas implicacdes didatico-epistemolégicas tentaremos apontar em seguida.

O primeiro resultado e mais geral € que razées matematicas subjazem a intervalos
musicais. Além disso, tal experimento também significa, mais especificamente, que
a composicao de razdes matematicas explica a composi¢cao de intervalos musicais
contiguos, e talvez, devido a este vinculo, a composicdo de razbes matematicas em
contexto euclidiano é tratada desta maneira. Tal diferencga possui potencial para despertar
interesse merecendo ainda atengcdo em contextos educacionais.

Apartir de tais consideracodes, propde-se explorar em contextos didatico-pedagogicos
estesdoisentendimentosdiferentese complementaresdo conceitoderazdo,umgeométrico-
musical em que razao consiste em uma comparacao entre grandezas homogéneas (dois
comprimentos, duas notas, etc) e ndo possui proximidade semantica com numero e outro,
em que razao se identifica semanticamente com o conceito de numero, passivel de ser
multiplicado da mesma forma com que os numeros sao multiplicados. Para tornar clara
tal mudancga epistemolégica presente no desenvolvimento histérico do conceito de razéo,

faz-se uso de contextos musicais.

DESENVOLVIMENTO

Em seguida, sao descritos alguns problemas envolvendo razbes e proporcoes
matematicas no monocoérdio, a partir dos quais se estabelece reflexdes acerca das
implicacdes educacionais de atividades envolvendo mateméatica e musica. De modo geral,
ao reproduzir uma situacao histérica, tais atividades reproduzem direta ou indiretamente
estruturas presentes simultaneamente em matematica e em musica, criando circunstancias
que propiciem experiéncias de similaridade entre esquemas por tras das situacbes
originais e reconstruidas.

As situagdes apresentadas a seguir consistem basicamente de compor intervalos/
razdes por meio do monocordio, onde a composicdo no sentido euclidiano nado se
coloca na mesma categoria da multiplicacdo, embora o primeiro apresente semelhancas
estruturais com o segundo. Tanto diferencas quanto semelhancas entre composicao e
multiplicacdo em contextos musical e aritmético, respectivamente, tornam-se evidentes e
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melhor compreendidas com auxilio de uma reconstrugcéo enriquecida do experimento do
monocordio.

Tal reconstrucdo pode ocasionar o interesse pela matematica por meio da musica
e vice-versa, capacidade esta que ndo apenas estimula a relacdo entre duas areas e
as habilidades relacionadas, mas também exige habilidades matematicas em contextos
musicais e habilidades musicais em contextos matematicos por meio de um arranjo
simples envolvendo conceitos elementares.

Estas atividades exigem inicialmente, no caso de alunos néo familiarizados com
mausica, a experiéncia com a percep¢ao musical especialmente de intervalos tais como
oitava, quinta e quarta — as consonancias perfeitas --, pressuposto para as atividades
com o monocérdio. Apds tal familiarizacéo, € importante a reproducéo do experimento
de Pitagoras, identificando tais consonancias perfeitas no monocérdio, cujas razdes
matematicas correspondentes séo 1: 2, 2: 3 e 3: 4.

Envolvendo conceitos matematicos e musicais, pode-se considerar alguns
problemas no monocérdio, tais como:

+ Seja L o comprimento que produz uma determinada nota no monocérdio. Qual é o
comprimento de corda necessario para produzir uma altura, que resulta da eleva-
cao do tom original por uma oitava e uma quinta, seguindo-se da descida de dois
intervalos de quarta? Ouca o tom resultante no monocordado e compare com o
tom obtido no piano. Comente.

+ Seja do a nota correspondente ao comprimento L. Qual € a nota obtida pelo com-
primento 32L/277? Indique, em termos de superposi¢cdo de quartas, quintas e oita-
vas, 0S sucessivos passos para obter esta nota. Ao subir uma quarta a partir de
uma nota dada, quais s@o a nota e o comprimento obtidos? Ouca a nota resultante
no monocérdio comparando-a com a nota obtida no piano.

Tais problemas em particular, talvez por exigirem simultaneamente aptiddes
musicais e matematicas, podem despertar a curiosidade de estudantes que, a principio,
se interessem exclusivamente por matematica ou por musica. Dependendo do potencial
de cada aluno, pode-se resolver esse tipo de problema encontrando o intervalo musical
e verificando a composicéo de razdées que o produz ou encontrando a combinacéo de
razdes matematicas que, quando combinadas, fornecem tal intervalo, verificando-o em
seguida.

Estes problemas oferecem ainda a oportunidade ndo apenas de vivenciar, talvez
inconscientemente, a composicdo de razdes matematicas, mas também de simular
operacdes com razbes em contextos musicais gregos e medievais, tendo como elementos
operacionais basicos as consonéancias perfeitas, cujas razdes discretas subjacentes 1: 2,
2: 3 e 3: 4 ndo possuem relacao categdrica com numeros, mas sao meros instrumentos
de comparacéo.

Para ilustrar esses pontos, comenta-se questdes relacionadas a solucédo desses
problemas. Limita-se ainda a discussdao a algumas abordagens do primeiro problema,
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bem como questdes levantadas como consequéncia. Neste caso, as solucdes passaram
basicamente de uma abordagem geométrica para uma aritmética.

Na abordagem de problemas desta natureza, familiariza-se o aluno inicialmente,
com intervalos e composicao de intervalos musicais/razdées matematicas no monocérdio.
Tal experiéncia permite compor intervalos musicais contiguos/razbes matematicas,
em que a segunda magnitude da primeira razdo matematica coincide com a primeira
magnitude da segunda razdo - razbes do tipo a:b com b:c - que é o0 que se observa
no monocoérdio durante a familiarizagdo. Pode-se neste caso trabalhar com grupos de
diferentes tendéncias, a fim de ndo somente obter diferentes tipos de interpretacbes dos
problemas, mas também de avaliar o potencial diversificado de cada grupo, uma vez que
os problemas tratados exigem pelo menos, habilidades matematico e musicais.

Pode-se solicitar inicialmente, que se resolva o problema utilizando uma régua
com apenas quatro divisbes e um compasso. Depois de visualizar como as composi¢oes
ocorrem no monocérdio, ha basicamente duas tendéncias na resolugédo do problema: uma
tendéncia € fazer o célculo transferindo sempre as razdes matematicas para a corda e
dividindo a corda em tantas partes quanto o denominador da razao em questéao, levando-
se depois 0 numero de partes presentes no numerador - no caso de 2: 3, duas partes
da corda previamente dividida em 3 partes - que corresponde a composi¢ao no sentido
classico. Uma outra tendéncia possivel é encontrar a nota resultante - no caso a nota la -
tentando verificar tal resultado ao compor as razées matematicas 1: 2, 2: 3 e decompondo
as razoes 3: 4 duas vezes, como no primeiro caso.

Em geral, pode-se ainda encontrar por percep¢cdo musical a parte da corda que,
gquando tocada, resulta na nota la sem saber precisamente a que razdo matematica ou
nota tal ponto ou nota corresponda. Entao, pode-se resolver o procedimento como na
obtencdo das consonancias, compondo-se adequadamente as razdes correspondentes
para obter a nota em questéao, utilizando-se no caso de régua e compasso para construir
triangulos semelhantes, a fim de dividir um segmento em 2, 3 e 4 partes, o que resultaria
em diferentes solucdes. Aqui caberiam, por exemplo, perguntas relacionadas a alteracdes
no resultado ao mudar a ordem do procedimento, o que nao é dificil descobrir do ponto
de vista musical, uma vez que a composi¢cdo nao € sendo a “adicao” e a “subtracéo” de
intervalos musicais.

Tal interpretacdo torna a comutatividade dessa operacéo intuitiva, assim como
mostra também, até certo ponto, como o contexto musical pode elucidar o significado de
tal propriedade na estrutura da razdo. Estes problemas também fornecem um contexto
adequado para refletir sobre como se pode compor intervalos musicais, quando se sabe
apenas os comprimentos das cordas, cuja razédo fornece cada intervalo, ainda sem régua
métrica.

Neste caso, cabe-se tentar adaptar por tentativa e erro o primeiro termo da

segunda razao ao segundo termo do primeiro, tomando razdes equivalentes ao segundo
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termo expressas como multiplos de suas duas grandezas originais. Uma solucao musical
também caberia aqui, por exemplo, tentando ouvir os intervalos definidos por cada par
de cordas cantando suas composicoes e, as vezes, mantendo o resultado parcial em um
teclado para manter a afinacao.

E possivel neste caso, confirmar o resultado musicalmente, as vezes, passo a
passo, outras vezes no final da operagdo, com base na experiéncia musical inicial com
intervalos e consonancias. Pode-se fazer isso quase automaticamente, verificando
subsequentemente o comprimento da corda que corresponde a altura descoberta. Para
realizar tal operacdo, é sempre possivel encontrar a quarta propor¢cao “musical”’, na
medida em que em cada passo tem-se uma razao de referéncia e o primeiro termo de
uma segunda razéo que fornece a nota mais grave sobre a qual o intervalo de referéncia
deve ser transladado.

Tal situagao também fornece um contexto adequado para questionar como se pode
compor intervalos musicais, quando se sabe apenas os comprimentos das cordas cuja
razdo fornece cada intervalo. Novamente sem régua métrica. Aqui também caberiam
solucdes mistas para encontrar por meio da audicdo a razao provavel, a partir da qual
se pode inferir acerca do fator pelo qual &€ necessario multiplicar ambos os fatores da
segunda razdo. Em todos os casos, pode-se fazer uso de um par proporcional de cordas,
gue nao sao iguais, mas que possuem alguma propriedade que as torna similares de
alguma forma ao primeiro par.

Esta percepcdo de similaridade realizavel pela audicdo é um ponto que
eventualmente pode evidenciar a diferenciacdo entre proporcionalidade e igualdade,
uma diferenca que desaparece quando se enfrentra o problema com uma abordagem
puramente aritmética fazendo uso por exemplo de uma régua métrica. A vantagem da
abordagem musical em comparacao com a aritmética consiste no fato de que a primeira
fornece a intuicdo, baseada em uma habilidade perceptiva, de que ambos os pares de
magnitudes ndo sao iguais, mas que possuem um atributo comum, que € musicalmente
o intervalo definido por eles, percepg¢des estas que desaparecem em uma abordagem
puramente aritmética.

O contexto mencionado possibilita ainda comentarios que evidenciam a sentido
do conceito de razdo no sentido classico, tais como o fato de que tais intervalos nao
séo iguais, mas de que um é como se fosse o outro, linguagem condizente com aquela
presente nos Elementos de Euclides. A racionalizacdo de tal ideia pode ser refinada,
quando nao apenas as versdes harmébnicas, mas também melddicas de uma mesma
razao sao fornecidas, na medida em que a consciéncia logaritmica de intervalo musical
pode ser traduzida por meio do conceito de proporcéao entre razdes no fato de que as
notas caminham uma mesma distancia, o que também endossa o conceito de razdo no
sentido euclidiano diferenciando-o daquele de fracéo.

Uma outra questao decorrente consistiria em como proceder para compor a:b com
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c:d, quando nao ha inteiro m tal que mc = a. Quando se lida apenas com grandezas
geomeétricas, tal questdo nao ocorre, ja que se pode sempre adaptar diretamente uma
magnitude a outra, mas isso ndo ocoreria com numeros inteiros a serem adaptados um ao
outro fazendo uso de multiplos inteiros. Neste caso, deve-se multiplicar o numerador e o
denominador de ambas as razdes, resultando como fatores c e b, respectivamente, que ao
fazer a composicao original proporcional a (ac:bc).(bc:bd):: ac:bd, a conforma ao sentido
classico pressuposto para a composicao. Baseando-se, até certo ponto, em tentativa e
erro feita antes com grandezas geométricas, tenta-se agora fazer algo analogo com o uso
do Multiplo Minimo Comum entre b e c. Neste caso, a composicdo das razées pode ser
realizada com intervalos, isto €, a partir de um intervalo determinado com uma nota mais
grave, pode-se construir o intervalo correspondente equivalente - razdo proporcional —
pelo ouvido e sentindo o0 mesmo ‘crescimento’ de intervalo.

Os comentarios e questbes mencionados acima sobre a solucdo do primeiro
problema refletem parcialmente como se pode fornecer um ambiente adequado para
vivenciar o sentido geométrico-musical de razdes, introduzindo essa abordagem antes de
recorrer a régua métrica.

Tais problemas podem ser repetidos permitindo o uso da regra métrica e
gradualmente razdes matematicas e composicdo de razdes equiparam-se a numeros
decimais e multiplicacdo de numeros decimais respectivamente, diminuindo assim a
énfase na diferenciacéo entre identidade e proporcionalidade.

Assim, possiveis restricdes aos problemas por exemplo nos instrumentos fornecidos
para suas solugcbes -- compasso, régua nao métrica, régua métrica, instrumentos --
tornam-se mais interessantes, na medida em que induzem a reproduzir a maneira
com que distintas tradicdes lidaram com razdes ao longo da histdria. Estas restricbes
proporcionam significados diferentes a razdo e proporcéo, podendo-se levar a operar por
vezes com a composi¢ao e outras vezes com multiplicagdo. Tal arranjo enriquecido prova
ser util n&do apenas para ilustrar a importancia da razao como um meio de comparacao,
mas também e mais importante para fornecer um contexto para praticar a diferenciacao
entre composi¢ao e multiplicagdo, bem como entre proporcionalmente e identidade dentro
de uma situacao pratica significativa.

Além da diferenca entre composicao e multiplicacdo, ha outras diferencas no
contexto da aritmetizacdo de razdes, que se tornam transparentes pelo uso do arranjo
mencionado anteriormente, como aquela entre identidade e proporcao. Em Euclides, a
ideia de igualdade de proporcdes nao é natural quanto a dos nUmeros ou de grandezas.
Tal maneira de estabelecer relagcées entre razbes ganha maior significado quando se
considera, que no monocérdio, por exemplo, do-sol e la-mi sdo os mesmos intervalos
- neste caso, de quinta - mas que eles ndo sao iguais, na medida em que este ultimo
€ uma sexta acima do primeiro, ou até mesmo, que do - sol ‘€ como’ la - mi. Neste
caso, a identidade pode ser abordada na dindmica de ensino/aprendizagem, enfatizando
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a distincdo entre identidade e proporcédo em contextos matematicos/musicais, onde tais
diferencas se tornam mais claras quando visiveis e “audiveis”.

Os problemas e o contexto mencionado também encorajam a percepcao de tal
diferenca, na medida em que se pode pode ouvir os intervalos fornecidos por razbes como
9:12 e 12:16 - ambos sao intervalos de quarta, isto €, os mesmos intervalos, mas suas
respectivas razdes ndo séo iguais - que sao proporcionais, mas que nao sao idénticos.
Isso elucida, pelo uso da matematica e da masica, as diferencas e semelhancgas entre os
dois conceitos, o que aborda o entendimento das identificacdes de razgo e fracdo e de
propor¢céo e igualdade. Isto abre ainda outras possibilidades para a exploragcéo de tais
conceitos em ambos os contextos. Por exemplo, pode-se encontrar a quarta proporcional
e deduzir qual é a nota associada ou reciprocamente, dado um intervalo, pode-se
descobrir a nota que produzira o mesmo intervalo dado uma determinado nota mais grave:
ambas as situagdes lidam com magnitudes proporcionais em matematica e contextos
musicais simultaneamente. A consciéncia do procedimento epistemolégico subjacente a
essa dindmica ndo € um pressuposto ou um fim, o que é realmente importante € que
se vivencie tal situacdo e, assim, se estabeleca uma referéncia com a qual se possa
vincular a compreenséo de outras situacdes envolvendo tais conceitos. Da mesma forma,
a experiéncia permitird desapegar-se de conceitos associados em principio a areas fixas.

O contexto de ensino/aprendizagem mencionado acima, bem como a longa histéria
de razdes e propor¢cdes mostram que, dentro do amplo campo semantico associado
a tais conceitos, o conceito de razdo teve um papel importante como veiculo para se
comparar diferentes contextos por meio de proporcdes, isto é, analogias. Neste sentido,
a proposicao de que 3:2 corresponde a um intervalo de quinta, bem como a de que os
intervalos de quartas s&o proporcionais, significam que esses dois conceitos pertencentes
a campos matematicos e/ou musicais podem ser comparados entre si por meios da razao
de numeros e intervalo entre notas por meio de propor¢des. Nesse sentido, € possivel
vivenciar que a proposi¢cao geométrica/musical A: B :: C: D é semanticamente distinta,
mas estruturalmente similar a proposicao aritmética A/B = C/D, assim como 0s casos
correspondentes em que as razbes néo séo proporcionais e fragdes nao sao iguais.

Reciprocamente, fazendo uso do monocoérdio, razées e propor¢cdes podem ser
vistas como instrumentos para avaliar o grau de similaridade entre diferentes contextos.
Tal dispositivo também possibilita a compreensao da distincédo categérica entre razéo e
proporcéao - as vezes mal interpretada -, na medida em que a razao se torna claramente
vista como uma comparacao envolvendo duas magnitudes do mesmo tipo, enquanto que
a proporcao ocorre nas situagées mencionadas como uma proposicao légica, a qual se
pode atribuir um valor ou como uma ferramenta para tornar uma proposicao verdadeira.
No caso, tal diferenca pode ser vivenciada por meio da questao acerca da plausibilidade
da igualdade entre dois intervalos ou da propor¢ao entre duas razdes. As diferencas entre

estes dois conceitos matematicos tornam-se melhor demarcadas, quando entendidas no
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ambito geométrico-musical, do que quando vistas em contextos puramente aritméticos.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A presente abordagem musical amplia a compreenséao de razdes e proporgdes em
matematica, ndo apenasdevido a suacontextualizagao historico-cultural e sua caracteristica
interdisciplinar, mas também pelo papel que o pensamento analdégico desempenha neste
caso para a constru¢ao dos conceitos de razao e propor¢cao matematicas. Neste contexto,
€ razoavel considerar que o entendimento da ideia de razdo matematica se amplia na

medida em que se vivencia suas diversas interpretacoes.

CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo da histéria da matematica e da mausica teorica, razdes e proporcdes
assumiram diferentes significados com naturezas discretas ou continuas com respeitio
a geometria, a musica e/ou a aritmética. Dentre tais significados, a razéo pode ser vista
como uma ferramenta de comparacgao por meio de proporg¢des, um intervalo musical, uma
fracdo, um numero, um invariante com relacao a proporc¢éao, um fio comum entre contextos
distintos com respeito a propor¢des, ao passo que propor¢des pode ser vista como um
veiculo para comparar razdes, uma igualdade, uma relagcédo, uma fungao, etc. Os contextos
mencionados acima nao somente fornecem um terreno fértil para a compreensao das
diferencas sutis e semelhancgas estruturais subjacentes a diversidade de interpretacbes
associadas a razbes e propor¢oes, como também contribuem para construir e vivenciar
de maneira mais ampla seus significados associados.

A percepcéao de esquemas comuns € uma maneira de construir conceitos que dizem
respeito, em principio, a diferentes areas. Uma analogia ou metafora pode reconfigurar
uma situacao de aprendizagem, possibilitando a compreensao de assuntos que escapam
a intuicdo imediata, ou que possam parecer muito abstratos, como as interpretacdes
associadas a razoes e proporcoes, bem como a variedade de estruturas historicamente
associadas a elas.
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