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APRESENTAÇÃO

Você já percebeu a importância dos materiais na sua vida diária? Os materiais 
estão provavelmente mais imersos na nossa cultura do que a maioria de nós imagina. 
Diferentes segmentos como habitação, saúde, transportes, segurança, informação/
comunicação, vestuário, entre outros, são influenciados em maior ou menor grau 
pelos materiais. 

De fato a utilização dos materiais sempre foi tão importante que os períodos 
antigos eram denominados de acordo com os materiais utilizados pela sociedade 
primitiva, como a Idade da Pedra, Idade do Bronze, Idade do Ferro, etc. 

A humanidade está em constante evolução, e os materiais não são exceções. 
Com o avanço da ciência e da tecnologia a cada dia surgem novos materiais com 
características específicas que permitem aplicações pormenorizadas e inovação nas 
mais diferentes áreas. 

Todos os dias centenas de pesquisadores estão atentos ao desenvolvimento 
de novos materiais e ao aprimoramento dos existentes de forma a integrá-los em 
tecnologias de manufatura economicamente eficientes e ecologicamente seguras.  

Estamos entrando em uma nova era caracterizada por novos materiais que podem 
tornar o futuro mais fácil, seguro e sustentável. O campo da Ciência e Engenharia 
de Materiais aplicada está seguindo por novos caminhos. A iminente escassez de 
recursos está exigindo inovações e ideias criativas. 

Nesse sentido, este livro evidencia a importância da Ciência e Engenharia de 
Materiais, apresentando uma coletânea de trabalhos, composta por quatro volumes, 
que permitem conhecer mais profundamente os diferentes materiais, mediante um 
exame das relações entre a sua estrutura, as suas propriedades e o seu processamento. 

Considerando que a utilização de materiais e os projetos de engenharia mudam 
continuamente e que o ritmo desta mudança se acelera, não há como prever os avanços 
de longo prazo nesta área. A busca por novos materiais prossegue continuamente...

Boa leitura!

Marcia Regina Werner Schneider Abdala
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ANÁLISE DA INFLUÊNCIA DA PERDA DE RIGIDEZ 
SOBRE AS FREQUÊNCIAS NATURAIS DE PLACAS 

DE ALUMÍNIO

CAPíTULO 10

Pietro Olegário da Silva
Centro Universitário de Itajubá – Fepi

Itajubá – Minas Gerais

Adriana Amaro Diacenco
Centro Universitário de Itajubá – Fepi

Itajubá – Minas Gerais

RESUMO: Este trabalho trata-se da descrição 
do comportamento mecânico de placas 
constituídas de alumínio danificadas. Nesse 
sentido, o dano será definido como uma 
redução de rigidez, analisando a sua influência 
nas funções de resposta em frequência. Para 
tanto, será utilizada a Teoria da deformação 
Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) 
combinada com o Método dos Elementos 
Finitos (MEF) e implementado em ambiente de 
programação MatLab®, com isto, é possível 
obter as características de resposta da placa 
(frequências naturais e funções de resposta em 
frequência) sem a consideração do dano, isto 
é, o estado inicial da placa. O estado danificado 
é obtido efetuando-se uma redução de rigidez 
em determinados elementos finitos da malha 
discretizada e, de acordo com isto, será possível 
analisar as alterações das características de 
resposta desta placa para diferentes valores da 
redução da rigidez.
PALAVRAS-CHAVE: perda de rigidez, 

frequências naturais, elementos finitos, placas 
de alumínio.

ABSTRACT: This paper it is about the description 
of the mechanical behavior of plates made of 
aluminum damaged. In this sense, the damage 
will be defined as a reduction of stiffness, 
analyzing their influence on the frequency 
response functions. Therefore, will be used the 
Shear Deformation Theory of the First Order 
combined with the Finite Element Method and 
implemented on a programming environment 
called MatLab®, with this, it is possible to get 
the response characteristics of the plate (natural 
frequencies and frequency response functions) 
without consider the damage, which is the initial 
state of plate. The damaged state is obtained 
by performing a reduction of rigidity in certain 
finite elements of the discretized mesh and, 
accordingly to this, will be possible to analyze 
the changes in the response characteristics 
of the plate for different amounts of reduced 
stiffness.
KEYWORDS: loss of stiffness, natural 
frequency, finite element, aluminum plates.
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1 |  INTRODUÇÃO

Na indústria automobilística, os componentes de alumínio representam, em 
média, 8,6% do peso total dos veículos. Na indústria aeronáutica, cerca de 70% da 
estrutura dos aviões é composta de alumínio (VILLALVA BRAGA, 2011).

Hoje, os Estados Unidos e o Canadá são os maiores produtores de alumínio 
do mundo. Porem ambos não possuem jazidas de bauxita em seus territórios, sendo 
dependentes da importação. A terceira maior reserva do minério no mundo, está 
localizada no Brasil na região amazônica, perdendo apenas para Austrália e Guiné. 
Além da Amazônia, o alumínio pode ser encontrado do sudeste do Brasil, na região de 
Poços de Caldas (MG) e Cataguases (MG). A bauxita é o minério mais importante para 
a produção de alumínio, contendo de 35% a 55% de óxido de alumínio (CHIAVERINI, 
1986).

O alumínio foi desenvolvido por Heroult, na França, e por Hall, nos EUA, em 
1886, desde então, o alumínio está cada vez mais, ganhando aplicações diversas por 
apresentar características de leveza, trabalhabilidade, elevada resistência mecânica 
e corrosão. A economia relacionada ao custo de manutenção para a qual o alumínio 
apresenta, são de grandes vantagens devido a sua grande resistência a corrosão, 
fazendo deste um material adequado para ambientes corrosivos. Com isto, resulta 
a importância de ser estudado em termos de analises estáticas e dinâmicas deste 
material (DIACENCO, 2010).

Estruturas de aviões, como são submetidas a carga variáveis e cíclicas por tempo 
prolongados, sofrem com problemas de fadiga. Como se sabe, a fratura por fadiga 
inicia-se na superfície do material sob tensões de tração, portanto, esforços no sentido 
de minimizar as tensões de tração na superfície são essenciais.

Antigamente não haviam técnicas avançadas para prever o comportamento de 
um produto, então era usada a técnica de tentativa e erro sendo muito custosa. Hoje 
em dia com a atenção redobrada na economia, estudasse todos os dias melhores 
caminhos para a redução de custo. É aí que entra o Método de Elementos Finitos 
(MEF) como uma ferramenta poderosa, que consegue obter resultados importantes 
na prevenção de possíveis falhas no comportamento de um produto a ser projetado.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) para análise estrutural foi reconhecido 
internacionalmente a partir de meados dos anos cinquenta do século XX devido aos 
trabalhos de um grupo de engenheiros da Boeing liderado pelo professor Ray W. 
Clough, e do professor John Argyris que atuava no Imperial College em Londres (VAZ, 
2011).

A combinação do método de elementos finitos com a teoria analítica, implementada 
em ambiente de programação MatLab®, dá a possibilidade de obter as características 
de resposta de uma determinada placa de alumínio (frequências naturais). Existem 
diversas teorias analíticas utilizadas no estudo de placas e cascas a saber: A Teoria 
Clássica dos Laminados (CLT), baseia-se nas hipóteses cinemáticas de Kirchhoff 
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empregadas no estudo de placas e de Kirchhoff-Love utilizadas no estudo de cascas. 
Outra teoria é a Teoria da Deformação Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT), baseia-
se nas hipóteses assumidas pela Teoria das Placas de Mindlin-Reissner. E por fim 
a Teoria da Deformação Cisalhante de Ordem Superior (HSDT), que é uma teoria 
melhor elaborada já que as teorias CLT e FSDT não são apropriadas para previsão 
do comportamento estático e dinâmico de estruturas laminadas em determinadas 
circunstâncias (DIACENCO, 2010).

Um importante tema para a integridade estrutural é a avaliação do dano em 
estruturas e, nesse sentido, modelos numéricos que modelem o comportamento 
mecânico do material na presença de alguma alteração na estrutura apresentam 
bastante significância. Dano pode estar associado a falhas em componentes estruturais 
que podem surgir ao longo da vida útil da peça e, estão geralmente associados a diversos 
fatores variando desde alterações dependentes de fatores ambientais a solicitações 
às quais estão submetidas. O dano pode ser modelado como sendo uma redução de 
rigidez e, então, pode se comparar os dois estados: o estado inicial (desconsiderando 
a redução de rigidez) e o estado danificado (considerando a redução de rigidez). Neste 
trabalho, o dano será modelado como sendo uma variação no módulo de elasticidade 
o que acarretará uma alteração na matriz de rigidez global.

Será utilizado neste trabalho devido ao baixo custo computacional a teoria FSDT, 
combinada com o MEF, aplicados em uma placa de alumínio (2024-T3 placas de ligas 
de alumínio) de utilização aeronáutica e, será verificado a influência da redução da 
rigidez sobre as funções de resposta em frequência desta placa.

2 |  TEORIA FSDT ASSOCIADA AO MEF

A Teoria FSDT pertence a uma classe de teorias denominada Teoria das Camadas 
Equivalente Única, também chamada de Teoria da Camada Equivalente Simples, as 
quais são baseadas na técnica de separação de variáveis para descrever o campo 
de deslocamentos mecânicos, onde o número de graus de liberdade independe do 
número de camadas da estrutura (REDDY, 1997).

Os campos de deslocamentos da FSDT, proposto por Reddy (1997), é expresso 
conforme a equação (A):

u(x,y,z,t) = u0(x,y,t) + zψx(x,y,t)
v(x,y,z,t) = v0(x,y,t) + zψy(x,y,t)                        (A)
w(x,y,z,t) = w0(x,y,t)

sendo ψx e ψy as rotações dos segmentos normais à superfície de referência em 
torno dos eixos y e x respectivamente. 

A equação (A) pode ser reescrita matricialmente como mostrado na equação (B).
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u(x,y,z,t) = A(z)u(x,y,t)                          (B)

Na equação (B) pode ser reescrita conforme a equações (Ca, Cb, Cc).
                                       

  (Ca)

                                              (Cb)

     (Cc)

Da Teoria da Elasticidade Linear tem-se que as deformações mecânicas são 
defi nidas em termos de formas diferenciais dos deslocamentos mecânicos, tal qual 
mostra a equação (D).

   

Substituindo cada linha da equação (A) nas equações (D) e, considerando 
separadamente as deformações de membrana e cisalhamento, têm-se as equações 
(E) e (F).

As matrizes Di (i = 0, ..., 2) são formadas por operadores diferenciais, conforme 
mostrado nas matrizes das equações (Ga, Gb).

  (Ga)
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   (Gb)

3 |  O ELEMENTO SERENDIPITY

O elemento fi nito do tipo Serendipity consiste em um elemento retangular de 
placa plana que apresenta 8 (oito) pontos nodais (Figura 1).

Figura 1 -  Forma retangular do elemento empregado na formulação por elementos fi nitos (a) 
coordenadas locais (b) coordenadas globais.

Existem relações entre as coordenadas globais e locais, deste elemento, das 
pelas equações (Ha) e (Hb).

 (Ha)

   (Hb)

              (Ia)

  (Ib)

A matriz quadrada da equação (J) é a matriz jacobiana que relaciona a derivada 
das funções de forma (equações Ha, Hb, Ia e Ib) com relação às coordenadas globais 
com a derivada das funções de forma com relação às coordenadas locais é expressa 
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por:

  (J)

 O Jacobiano é defi nido como o determinante da matriz Jacobiana e é expresso 
por:

   (K)

As funções de forma, que relaciona os deslocamentos em um ponto qualquer 
com os deslocamentos nos pontos nodais são expressas por:

(L)
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A escolha do elemento fi nito do tipo Serendipity se justifi ca devido ao fato de 
que ele apresenta um bom desempenho na modelagem de materiais compósitos e de 
estruturas inteligentes, conforme demonstrado no trabalho de Chee, Tong e Steven 
(2001).

As variáveis mecânicas apresentadas nas equações (A), (E) e (F) são convertidas 
para a formulação em elementos fi nitos usando as funções de forma do elemento fi nito 
Serendipity equações (Ha) e (Hb)

Sendo que ( , )N x h  representa a matriz das funções de forma de dimensão 5x40, 
mostrado na equação (L).

 

4 |  OBTENÇÃO DAS MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ

As matrizes de massa e rigidez elementares segundo a Teoria de Elementos 
Finitos para um elemento de placa são dadas conforme a equação (O).

  (O)

Sendo que ρ é a densidade, NT(ξ,η) é a matriz transposta das funções de forma 
do elemento Serendipity, AT é a matriz transposta da matriz A, expressa na equação 
(Cb), N(ξ,η) é a matriz das funções de forma e J é o jacobiano.

A matriz de rigidez foi separada em dois efeitos: fl exão-membrana e cisalhamento, 
conforme as equações (P) e (Q), respectivamente.
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Sendo que Bb
T e Bs

T são as matrizes transpostas dos operadores das equações 
(Ga) e (Gb), respectivamente, aplicados as funções de forma do elemento Serendipity 
em coordenadas locais, Bb e Bs são as matrizes dos operadores em coordenadas 
locais.

As matrizes  e  , podem ser expressas da seguinte forma:

    
Sendo que: 

                                               (S)

Sendo ( )

1

nelem e

e
M M

=
=U  e ( )

1

nelem e

e
K K

=
=U  as matrizes de rigidez global e de massa. 

O símbolo U  indica a matriz de montagem, q(t) é o vetor de deslocamento global e f(t) 
é o vetor de cargas generalizadas.

A ordem das matrizes de massa e rigidez depende do número de graus de 
liberdade adotados no sistema. Assim, para um sistema de N graus de liberdade, as 
matrizes terão ordem NxN e os vetores ordem Nx1.

A equação (S) pode ser expressa no domínio da frequência, considerando a 
condição de vibração livre. Considerando ( ) 0f t =  tem se a solução harmônica para 
a Equação (T).

Derivando, duas vezes, a Equação (T) em função do tempo é possível obter a 
Equação (U).

    

Substituindo as Equações (T) e (U) na Equação (S), tem-se a Equação (V).

onde: 
 são os autovalores que representam o quadrado das frequências naturais;
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 são os autovetores que representam os correspondentes deslocamentos dos 
seus respectivos modos.

5 |  MODELAGEM DE DANO

A partir do desenvolvimento da metodologia de elementos fi nitos aplicada a uma 
placa de alumínio, é possível coletar as frequências naturais da placa e, então analisar 
a infl uência da redução de rigidez sobre as frequências naturais desta placa. Esta 
redução foi simulada como sendo o valor da rigidez sem o dano multiplicado por um 
fator α, conforme expresso na Equação (W).

  , α ≤ 1                 (W)

Onde: 
e
dK  representa a rigidez elementar do elemento danifi cado;

e
ndK  representa a rigidez elementar do elemento não danifi cado;

α  representa o fator de redução de rigidez.

É importante ressaltar que a redução de rigidez em determinado elemento e/
ou região deste elemento afeta outros elementos fi nitos vizinhos, o que deve ser 
considerado no problema de detecção de danos. Para modelar o dano foi considerada 
a redução de rigidez de determinado nó, consequentemente há uma redução de rigidez 
em torno deste nó, logo pode-se defi nir uma região a qual pertence ao dano, conforme 
o exemplo ilustrado na Figura 2 (DIACENCO, 2016).
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Figura 2 – Esquema da modelagem do dano.

6 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Para a análise da metodologia de detecção de danos formulada neste trabalho 
considera-se uma placa plana constituída de alumínio com espessura de 0,004 m com 
lados Lx = Ly = 0,20 a placa foi discretizada em 64 elementos de placa plana (elemento 
Serendipity), conforme a Figura 3.

Figura 3 – Discretização da placa. (Diacenco, 2016)

Os valores das propriedades do material que constitui a placa estão mostrados na Tabela 1.

Propriedades do alumínio Valores
E (GPa) 0,69

Ν 0,33
ρ (g/m3) 2.7 g/m3

Tabela 1 - Propriedades da placa de alumínio.

A condição de contorno adotada para a placa foi a condição de simplesmente 
apoiada (CORREIA et al, 2000), isto é:

• Para as bordas da placa paralelas ao eixo x: u0= w0=ψx= 0;
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• Para as bordas da placa paralelas ao eixo y: v0 = w0=ψy= 0.

A partir da implementação do modelo de elementos finitos foi possível obter 
as cinco primeiras frequências naturais da placa de alumínio e, visto que a redução 
da rigidez tem como consequência uma variação em todo conjunto de frequências 
naturais do modelo, estas cinco primeiras frequências naturais foram tomadas como 
referência para analisar a influência desta redução de rigidez. Diante disto, para 
cada redução de rigidez associada a determinado ponto nodal tem-se que todas as 
frequências naturais do modelo estarão diferentes das frequências naturais iniciais 
(sem a redução de rigidez).      

7 |  APLICAÇÃO NUMÉRICA

A Tabelas 2 mostra, respectivamente, os valores das cinco primeiras frequências 
naturais da placa de alumínio. 

Frequências Valores
1ª 17,5061

2ª 21,6061

3ª 23,9100

4ª 25,4802

5ª 27,3344

Tabela 2– Cinco frequências naturais [Hz].

Foram realizados uma redução de rigidez em quatro pontos selecionados na 
placa de alumínio, conforme mostrado na Figura 4.

Figura 4 – Esquema da malha de elementos finitos ilustrando os pontos de redução de rigidez.
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Após uma redução de 40% na rigidez na região dos pontos nodais selecionados, 
foi possível obter cinco novas frequências naturais. Observa-se na Tabela 3 que as 
frequências naturais sofreram alterações mediante a redução de rigidez. 

Frequências Valores
1ª 20,4127
2ª 24,5235
3ª 26,6293
4ª 27,1569
5ª 28,6518

Tabela 3– Cinco frequências naturais [Hz] após a redução de rigidez

A Tabela 4  mostra as frequências naturais relativas dadas pela equação (X).

                                           (X)

Sendo: 

rf  é defi nido como frequência relativa;

af  é defi nida como a frequência antes da redução da rigidez;

df  é defi nida como a frequência após da redução da rigidez;

Frequências Valores
1ª 16,60

2ª 13,50

3ª 11,37

4ª 6,58

5ª 4,82

Tabela 4– Valores das frequências naturais relativas [%]

8 |  CONCLUSÃO

Um modelo numérico em elementos fi nitos foi elaborado utilizando a Teoria 
da Deformação Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) para a placa de alumínio 
considerada. A elaboração deste modelo numérico foi fundamental para conhecer 
previamente o comportamento dinâmico da estrutura com o objetivo de se obter as 
frequências naturais para um estado que foi considerado como o estado inicial sem a 
presença de qualquer tipo de dano. De acordo com isto, foi possível formular o obter 
as frequências naturais após a redução de rigidez e verifi car que, houve pequenas 
variações nas frequências naturais, mas a partir desta análise será possível, para um 
trabalho futuro, formular um problema de detecção de danos utilizando as frequências 
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naturais alteradas.
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