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APRESENTAÇÃO

Em “A Aplicação do Conhecimento Científico na Engenharia Civil 3” trazemos vinte e 
um capítulos que trazem estudos com boas contribuições para a Engenharia Civil.

Temos vários estudos a respeito da utilização da simulação numérica e computacional 
na resolução de problemas no projeto e execução de estruturas. 

O estudo sobre o comportamento de estruturas utilizando determinados materiais 
proporciona sua validação como alternativa construtiva. Trazemos também análises a 
respeito de estruturas submetidas a calor intenso, o que permite otimizar os projetos, 
considerando situações de incêndio.

Tendo em vista a crescente preocupação com o meio ambiente e a escassez de 
recursos naturais, torna-se imprescindível os estudos que visem soluções ligadas a 
otimização na utilização de materiais e desenvolvimento de materiais sustentáveis.

A análise de ferramentas computacionais para o desenvolvimento de projetos de 
engenharia permite realizar comparativos com a finalidade de subsidiar o projetista a 
optar por ferramentas mais adequadas e seguras, proporcionando uma melhor qualidade 
em projetos. 

Esperamos que esta coletânea seja útil aos seus estudos. Boa leitura!

Franciele Braga Machado Tullio
Lucio Mauro Braga Machado
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RESUMO:  O presente trabalho objetiva analisar 
a interferência do módulo de elasticidade 
probabilístico, na solução do problema de 
deslocamento vertical de uma viga de Euler-
Bernoulli.  A norma NBR 6118:2014 considera o 
módulo de elasticidade do concreto como uma 
grandeza determinística.  A metodologia da 
pesquisa se constituiu de ensaios laboratoriais, 
os quais concluíram o caráter semi probabilístico 
para o módulo de elasticidade do concreto.  
Acrescentou-se a esta conclusão uma revisão 

de literatura, a qual permitiu a elaboração do 
modelo matemático que descrevesse a hipótese 
experimental para o módulo de elasticidade.  
Descreveu-se o Método de Elementos Finitos 
Estocástico (MEFE) para o problema em 
questão.  Conclui-se que, ao incorporar as 
hipóteses estocásticas sobre os parâmetros 
de rigidez, obtém-se uma solução aproximada 
mais próxima da situação real para o modelo.
PALAVRAS-CHAVE:  Módulo de Elasticidade. 
Concreto. Deslocamento vertical de uma viga. 
Probabilidade.  Método de Elementos Finitos 
Estocástico.

VERTICAL DISPLACEMENT OF AN 

EULER-BERNOULLI BEAM: NUMERICAL 

SIMULATIONS UNDER THE HYPOTHESIS 

OF THE PROBABILISTIC ELASTICITY 

MODULE

ABSTRACT:  The present work aims to analyze 
the interference of the probabilistic elasticity 
module, in the solution of the problem of vertical 
displacement of an Euler-Bernoulli beam. The 
standard NBR 6118: 2014 considers the modulus 
of elasticity of concrete as a deterministic 
quantity. The research methodology consisted 
of laboratory tests, which concluded the semi-

http://lattes.cnpq.br/0145449984395405
http://lattes.cnpq.br/8059023775752266
http://lattes.cnpq.br/4291002792893950
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probabilistic character for the concrete elasticity module. A literature review was added to 
this conclusion, which allowed the development of the mathematical model that described 
the experimental hypothesis for the elasticity module. The Stochastic Finite Element Method 
(MEFE) was described for the problem in question. It is concluded that, by incorporating the 
stochastic assumptions about the stiffness parameters, an approximate solution is obtained, 
closer to the real situation for the model.
KEYWORDS:  Modulus of elasticity. Concrete. Defletion of a beam. Probability.  Stochastic 
Finite Element Method.

1 |  INTRODUÇÃO

Estruturas apoiadas são amplamente utilizadas na engenharia civil, sobretudo 
na engenharia estrutural.  A posição e o comportamento mecânico dos suportes são 
determinantes na resposta mecânica do conjunto (HIDALGO, 2014).  Devida à simplicidade 
geométrica, estruturas apoiadas podem ser adequadamente avaliadas utilizando-se 
modelos lineares.  Nesse sentido, para efeitos de estudo, destacam-se as vigas de Euler-
Bernoulli, objeto de estudo deste trabalho. 

“Com o avanço dos computadores domésticos, no início dos anos 1980, foi possível 
melhorar o acesso aos cálculos que essas máquinas eram capazes de realizar e tornar 
esses resultados aplicáveis aos problemas cotidianos” (LÉVY, 1999).  Nesse sentido, 
a engenharia não esteve a parte do desenvolvimento promovido pela entrada dos 
microcomputadores no dia a dia da sociedade.  A Análise Estrutural, em particular, pode 
contar com ferramentas computacionais mais robustas para solucionar problemas de 
cálculo de difícil resolução até então.  Diversos programas comerciais passaram a atuar 
neste ramo como o TQS, SAP 2000, ABAQUS e ANSYS, entre outros.

O modelo matemático que descreve a linha elástica para uma viga bi apoiada inclui, 
em sua formulação, a contribuição do módulo de elasticidade ou módulo de Young.  Por 
definição, o módulo de elasticidade é a razão entre a tensão aplicada sobre um corpo e 
a deformação específica sobre o corpo.  Para os materiais idealizados por Robert Hooke, 
verifica-se uma proporcionalidade entre a força aplicada e a deformação verificada.  
No entanto, o concreto não mantém esta proporcionalidade, variando-se o módulo de 
elasticidade de acordo com a carga aplicada (PACHECO et al., 2014).  Em geral, o módulo 
de elasticidade é obtido através de métodos experimentais, uma vez que diversos fatores 
afetam o valor para o mesmo, tais como:  o tempo de cura do concreto, a temperatura da 
cura, proporções da mistura e propriedades dos agregados, destacando-se a proporção 
água/cimento, tamanho e forma do corpo de prova, entre outros (DIÓGENES et al., 2011).

Um dos maiores desafios para a construção civil, atualmente, é a sustentabilidade.   A 
intensidade de uso de recursos naturais, nessa perspectiva, deve ser feita selecionando-
se os materiais mais adequados para cada necessidade.  A otimização do uso de materiais 
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e recursos só é possível com a redução da variabilidade do módulo de elasticidade, da 
mesma forma como a variabilidade é percebida hoje para o controle da resistência à 
compressão, onde trabalha-se com valores característicos, baseados na teoria de 
probabilidades (DE MARCHI, 2011).

Apesar de considerar para o parâmetro de resistência à compressão a variabilidade 
intrínseca do concreto, não se considera tal variabilidade para o módulo de elasticidade.  
Entretanto, valores determinísticos para o módulo de elasticidade nem sempre são 
confi rmados pelo controle tecnológico realizado em campo, fato que pode acarretar 
situações problemáticas nas obras.  Nesse sentido destaca-se a importância do controle 
de qualidade, pois irá fornecer os dados para análise e decisão sobre o atendimento às 
especifi cações de projeto, de forma a garantir a otimização no uso de materiais e recursos, 
gerando menores custos fi nanceiros e ambientais, proporcionando sustentabilidade aos 
projetos (DE MARCHI, 2011).

Baseados na hipótese de não consideração do módulo de elasticidade para o 
concreto como um parâmetro determinístico, obtido através de fórmulas matemáticas pré-
determinadas pela NBR 6118:2014, estudou-se a infl uência desta hipótese na formulação 
matemática para o problema da viga de Euler-Bernoulli bi apoiada.

2 |  O PROBLEMA

A fi m de estudar o comportamento da linha elástica desta viga, considerando-se 
contribuições, no modelo, das diferentes formas com as quais o módulo de elasticidade 
pode ser obtido, propôs-se a seguinte equação diferencial de quarta ordem para o problema 
de deslocamento vertical de uma viga de comprimento L, submetida a uma força pontual, 
bi apoiada em suas extremidades:

Encontrar u ϵ C4 (0,L) tal que 

onde ƒ representa a força aplicada a esta viga e u representa a função que defi ne a 
linha elástica para a viga.

Observa-se que, caso os parâmetros de rigidez EI  fossem considerados constantes, a 
equação diferencial de quarta ordem seria resolvida analiticamente através de integrações 
sucessivas.  No entanto pretende-se, a partir da formulação acima, avaliar as soluções 
obtidas através de um método de elementos fi nitos.
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A partir do estudo realizado por Hidalgo (2014) para uma viga de Euler- Bernoulli, 
apoiada em fundação de Pasternak com o método de Galerkin estocástico, desenvolveu-
se o Método de Elementos Finitos Estocástico (MEFE) aplicado ao problema de fl exão de 
uma viga, considerando-se que os parâmetros de rigidez não fossem constantes.  Incluiu-
se, na formulação parametrizada para o módulo de elasticidade do concreto, valores 
experimentais obtidos através de experimentos laboratoriais realizados pelos autores.  
A partir das simulações realizadas, comparou-se os resultados clássicos da literatura, 
apresentados por Hibbeler (2010), com os resultados das simulações numéricas, 
discutindo-se as diferenças e semelhanças entre eles.

3 |  REVISÃO DE LITERATURA: MÓDULO DE ELASTICIDADE PARA O CONCRETO 

COMO GRANDEZA PROBABILÍSTICA

A NBR 6118:2014 versa sobre o cálculo do módulo de elasticidade para o concreto, 
tanto o módulo de elasticidade tangencial quanto o módulo de elasticidade secante.  A 
NBR 6118:2014 indica uma fórmula matemática determinística

a qual o cálculo do módulo de elasticidade é obtido a partir do ƒck  Destaca-se que  
Eci tem, por fi nalidade, oferecer uma estimativa para o valor do módulo de elasticidade 
quando este não pode ser obtido de forma experimental a partir dos valores para o ƒck

De acordo com De Marchi (2011), o valor do módulo de elasticidade para o concreto 
possui interferências dos agregados graúdos e miúdos, da concentração água/cimento, 
assim como de aditivos que compõem o concreto.  Visto que as possibilidades de 
combinações destes elementos são inúmeras, é razoável considerar-se, por hipótese, 
que o módulo de elasticidade pode ser representado por um fenômeno probabilístico e 
que tal consideração também interfere no cálculo do deslocamento vertical de uma viga 
de Euler-Bernoulli.  

A revisão de literatura foi realizada na plataforma Google Acadêmico, utilizando-se 
os seguintes termos chave:  processos estocásticos AND módulo de elasticidade AND 
defl exão de vigas.  Para esta escolha, 329 trabalhos foram elencados.  Outra opção de 
termos chave utilizada foi módulo de elasticidade estocástico AND concreto AND vigas.  
Para esta busca foram elencados 314 trabalhos.  Para fi ns de análise dos trabalhos 
listados, considerou-se como critérios de exclusão trabalhos que efetivamente versaram 
sobre concreto ou envolviam estruturas e métodos numéricos para a obtenção de soluções 
computacionais.  

A partir dos critérios de exclusão descritos, analisou-se sete trabalhos sob três 
aspectos:  hipóteses sobre o módulo de elasticidade, modelo matemático aplicado e o 
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método numérico utilizado para simulações computacionais. 
Dentre os oito trabalhos estudados, três deles se relacionam ao mesmo grupo de 

pesquisa:   Hidalgo (2014), Santos (2015) e Júnior e Krajne (2008).  Nesse sentido, 
prevalece a hipótese do módulo de elasticidade ou dos parâmetros de rigidez EI como 
processo randômico ou probabilístico.  Para estes trabalhos, sobressai a escolha do 
Método Estocástico de Galerkin, realizando-se Simulações de Monte Carlo.   Os três 
trabalhos modelam, também, uma viga de Euler-Bernoulli apoiada sob uma fundação de 
Pasternak.

O trabalho de Zonatto (2017) modela uma viga de Euler-Bernoulli, no entanto 
considera que os parâmetros de rigidez EI são constantes.  O método numérico utilizado 
é o Método de Galerkin.  

Os três trabalhos restantes estudam o comportamento do módulo de elasticidade 
para o concreto (DE MARCHI, 2011), (PACHECO, et al., 2014) e (DIOGENES et al., 2011) 
independente da aplicação em uma viga ou utilização de métodos numéricos para soluções 
computacionais para o problema da viga de Euler-Bernoulli.  Nestes trabalhos é possível 
verificar o caráter heterogêneo do concreto, assim como se analisa as diferentes formas 
de cálculo experimental para o módulo de elasticidade. O trabalho de De Marchi (2011) 
explora o caráter semi probabilístico do módulo de elasticidade do concreto, verificando-
se que este se comporta como uma distribuição normal de probabilidades.   

Como a proposta deste trabalho foi analisar as contribuições provenientes da 
heterogeneidade do concreto para o módulo de elasticidade, incorporando-as em 
simulações computacionais as quais considerou-se, por hipótese, os parâmetros de 
rigidez com comportamento probabilístico, os trabalhos de Hidalgo (2014), Santos 
(2015) e Júnior e Krajne (2008) foram utilizados como parâmetro para a determinação do 
método numérico adequado ao problema proposto.  Uma vez que houve um programa 
experimental para a obtenção de valores experimentais para o módulo de elasticidade do 
concreto, os trabalhos de De Marchi (2011), Pacheco et al .(2014) e Diógenes et al. (2011) 
contribuíram na elaboração de testes de significância e análise estatística dos dados 
obtidos experimentalmente.

4 |  ENSAIOS LABORATORIAIS:  CÁLCULO EXPERIMENTAL PARA O MÓDULO DE 

ELASTICIDADE

A discussão sobre o módulo de elasticidade do concreto se inicia a partir do caráter 
heterogêneo do próprio concreto e das formas experimentais que são utilizadas no cálculo 
desta grandeza.

De acordo com MEHTA e MONTEIRO apud DE MARCHI (2008), o módulo de 
elasticidade pode ser definido como a relação entre a tensão aplicada e a deformação 
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instantânea dentro de um limite de proporcionalidade do material.  Em alguns casos, este 
limite é simplesmente adotado por uma norma que padroniza o ensaio, como acontece na 
norma brasileira.

O concreto é um material compósito, cujas características de suas ligações químicas 
são semelhantes a materiais cerâmicos, sendo um material heterogêneo e multifásico.  
A fração volumétrica, a densidade e o módulo dos principais componentes, além de 
características da zona de transição na interface determinam o comportamento elástico 
do concreto (DE MARCHI, 2011).  De forma geral, pode-se definir o concreto como uma 
mistura de dois materiais bem distintos:  o agregado, definido como o material rígido, 
incluindo os agregados miúdos e os agregados graúdos e a pasta de cimento, a qual 
se caracteriza por um material poroso e flexível.  Portanto ao se calcular o módulo de 
elasticidade do concreto, mede-se a grandeza resultante da interação destas duas partes.     
De acordo com Neville (1997), o comportamento do concreto pode ser descrito de forma 
intermediária entre o comportamento do agregado e da pasta de cimento.

4.1 Como calcular o módulo de elasticidade para o concreto:  normas brasileiras 

vigentes

Considerando o trabalho de De Marchi (2011) o módulo de elasticidade para o 
concreto pode ser obtido, de forma experimental, por três definições distintas:

• Módulo tangente:   recebe esta nomenclatura por ser definido a partir do coefi-
ciente angular da reta tangente a qualquer ponto da curva tensão por deformação.  
Quanto não se especifica um ponto da curva, o mesmo se refere à origem, ou seja, 
o módulo tangente inicial Eci.

• Módulo secante:  é dado pela relação entre uma tensão qualquer e a deformação 
a ela correspondente, ou seja, o coeficiente angular da reta que liga os pontos da 
curva tensão por deformação correspondente a essa tensão e à tensão igual a 
zero.  Quando a tensão não é mencionada, infere-se que o módulo secante seja 
relativo a uma tensão entre 40 e 50 % da resistência à compressão.

• Módulo cordal:  É definido pela reta que liga dois pontos quaisquer da curva tensão 
por deformação.

No presente trabalho, a forma de cálculo adotada para o módulo de elasticidade foi 
o módulo tangente, cujos ensaios seguiram a NBR 8522:2017.  Conforme descrito na 
Seção 2, a NBR 6118:2014 prevê o cálculo teórico do módulo de elasticidade do concreto 
a partir do fck do traço em questão.  

4.2 Variabilidade do módulo de elasticidade experimental do concreto

Os agregados ocupam, em média, 75 % do volume do concreto, impactando 
diretamente na variabilidade do mesmo e alterando significativamente o valor do módulo 
de elasticidade (DE MARCHI, 2011).   Sbrichi Neto (2005) apresenta os principais tipos 
de rochas utilizados como agregados para o concreto e seus respectivos módulos de 
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elasticidade.  Estes valores estão indicados na Tabela 1.

Tipo de rocha Módulo de elasticidade (GPa)
Arenito 20-40
Basalto 60-100
Calcário 30-50
Gnaisse 40-70
Granito 40-70

Quartzito 50-100
Xisto 25-40

Tabela 1.  Módulo de elasticidade de agregados.
Fonte:  Sbrichi Neto, 2005.

É possível observar que o tipo de agregado escolhido determina um intervalo de 
variação para os valores do módulo de elasticidade.   De acordo com METHA e MONTEIRO 
(2008), a porosidade do agregado determina a sua rigidez e, desta forma, controla a 
capacidade do agregado de restringir deformações da matriz da pasta de cimento, sendo 
a variação do módulo de elasticidade do agregado diretamente proporcional ao aumento 
do módulo de elasticidade do concreto.

Assim como para os agregados graúdos, a porosidade desempenha um papel 
fundamental no módulo de elasticidade da pasta de cimento endurecida.  Esse fenômeno 
está diretamente atrelado à relação água/cimento, teor de ar incorporado, adições minerais 
e grau de hidratação do cimento (MEHTA e MONTEIRO, 2008).  

A zona de transição entre a matriz da pasta de cimento e o agregado é normalmente 
considerada como a parte mais fraca do concreto de resistência normal.  Para o concreto 
de alta resistência, a resistência da argamassa e da zona de transição pode ser comparável 
com a resistência do agregado graúdo (DE MARCHI, 2011).

Entre os parâmetros influenciadores para o módulo de elasticidade relacionados à 
fatores externos aos materiais, tem-se a composição dos corpos-de-prova, compreendendo-
se a forma e a dimensão da seção transversal, a relação entre o comprimento e essa 
dimensão e a direção de concretagem (SHEHATA, 2005).  Já os parâmetros relacionados 
ao procedimento de ensaio estão o teor de umidade do corpo-de-prova, a velocidade 
de aplicação da tensão, a restrição à deformação nas extremidades do corpo-de-prova 
causada pela placa de carregamento, o comprimento ao longo do qual se mede a 
deformação, o diâmetro do prato transmissor de carga e a rigidez da prensa.

De Marchi apud Montija (2007) sinaliza que o uso de uma fórmula que exige uma 
aproximação matemática contribui para a interpretação do resultado de ensaio do módulo 
de elasticidade do concreto.  Portanto, é necessário garantir que os limites do trecho 
retilíneo estejam bem definidos e confiáveis.  Também são citados pelo autor como fontes 
de variabilidade inerentes ao ensaio, a velocidade de aplicação da carga, a definição do 
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plano de carga e o tipo de instrumentação para a medição das deformações.
Para os ensaios do módulo de elasticidade, seguiu-se as recomendações da norma 

NBR 8522:2017.  São indicados 5 corpos de prova cilíndricos, de forma que a altura do 
corpo de prova seja o dobro do diâmetro do mesmo corpo de prova.  O diâmetro deve 
ser dado de acordo com o tamanho do agregado graúdo, de forma que o diâmetro seja, 
no mínimo, 4 vezes o tamanho máximo do agregado graúdo.  Primeiramente deve ser 
feito um ensaio de resistência à compressão para dois corpos de prova, de acordo a 
NBR 5739:2007.  Este ensaio tem por objetivo determinar o nível de carregamento a ser 
aplicado no ensaio de módulo.

Objetivando a determinação do módulo de elasticidade através da tangente inicial, 
posiciona-se o corpo de prova em relação aos medidores que serão usados e aplica-se 
o carregamento até uma tensão de 30% da resistência à compressão obtida no ensaio 
anterior (σb) , a uma velocidade de 0,25 MPa/s, podendo-se variar esta velocidade em 0,05 
MPa/s, tanto positivamente quanto negativamente.  Esse nível de carregamento deve ser 
mantido por 60 segundos e, em seguida, reduzido à mesma velocidade do processo de 
carregamento até o nível de tensão básica (considerado σɑ  = 0,5 MPa, com variação de 
0,1 MPa, tanto positivamente quanto negativamente). Devem ser realizados mais ciclos 
de carregamento adicionais, entre σɑ e σb, mantendo essas tensões por 60 segundos.  
Depois do último ciclo de carga são medidas as deformações específi cas.

Após o término das leituras de deformação, o corpo de prova deve ser carregado até 
a sua ruptura.  Se a resistência efetiva à compressão do corpo de prova diferir de fck em 
mais de 20 %, os resultados do corpo de prova devem ser descartados.

O módulo de elasticidade, com tensão fi xa σɑ, pode ser calculado pela seguinte 
equação

onde
σb é a tensão maior, em MPa (σb = 0,3 ƒck) ou outra tensão especifi cada em projeto, 

de até 40 % de ƒck;
0,5 é a tensão básica em MPa;
ɛb é a deformação específi ca média, sob a tensão maior;
ɛɑ é a deformação específi ca média, sob a tensão básica de 0,5 MPa.

4.3 Programa experimental

O programa experimental foi realizado objetivando-se verifi car o caráter semi 
probabilístico para o módulo de elasticidade do concreto e compará-lo ao valor 
determinístico esperado pela norma NBR 6118:2014.  Para tanto, foram moldados 50 
corpos-de-prova para um traço de concreto de 40 MPa.   
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O cimento utilizado na pesquisa foi o CP II, E-32, da marca TUPI.  Foram usados 
38 kg de cimento, de um mesmo saco (mesmo lote).  Como agregado miúdo foi usada 
uma areia média (diâmetro de 0,42 a 2 mm) de origem natural, na quantidade de 63 kg, 
de uma mesma amostra.   Para os agregados graúdos foram utilizados na composição 
de brita 0 e brita 1, de origem granítica, na proporção de 60 % de brita 0 (diâmetro de 4,8 
a 9,5 mm) e 40 % de brita 1 (diâmetro de 9,5 a 19,0 mm).  Foram utilizados 13,5 litros 
de água, fornecidos pela concessionária de água do município de Petrópolis (Águas do 
Imperador), dentro dos limites normais de potabilidade.  Por fi m, foram usadas 228 g de 
aditivo, TecFlow 9030 da GRACE. A dosagem do concreto utilizado encontra-se na Tabela 
2.  Adotou-se, para este trabalho, quatro casas decimais de signifi cância e o critério de 
arredondamento para os valores.

Fck (MPa) 40 MPa
Relação a/c 0,3563

Cimento (kg/m3) 480
Água (l/m3) 171

Areia (kg/m3) 850
Brita 0 (kg/m3) 600
Brita 1 (kg/m3) 400

Aditivo (0,6 %)/Massa cimento 28,8 L

Tabela 2.  Traço do concreto.
Fonte:  Os autores, 2018.

Foram submetidos ao ensaio do módulo de elasticidade tangencial 30 corpos-de-
prova, sendo que um deles apresentou um valor espúrio.  Portanto foram calculados 29 
valores distintos para o módulo de elasticidade.  O valor previsto para este, de acordo 
com (1) é

onde o fck aferido no início dos ensaios foi de 41 MPa.  A Figura 1 mostra o aparato 
utilizado para o ensaio de módulo de elasticidade tangencial.

A fi m de demonstrar que o módulo de elasticidade é uma grandeza semi probabilística, 
submeteu-se os 29 valores encontrados ao teste de Kolmogorov-Smirnov (KS), o qual 
avalia o grau de concordância entre a distribuição de um conjunto de valores amostrais e 
a distribuição normal de probabilidades, ou seja, considera-se como hipótese nula H0 que 
o conjunto de dados se comporte como uma distribuição normal.  A hipótese H1 assume 
que a distribuição de dados em questão não se comporta como uma distribuição normal.  
Cabe ressaltar que o teste de Kolmogorov-Smirnov (KS) funciona bem para amostras 
pequenas.  De acordo com Torman et al. (2012) o percentual de acerto do teste KS para 
uma amostra com n=30 dados é de 99,96 %.  Em virtude desta precisão para um número 
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pequeno de amostras, o teste de Kolmogorov-Smirnov foi escolhido.

Figura 1. Aparato utilizado nos ensaios do módulo de elasticidade tangencial

Fonte:  Os autores, 2019.

Para o teste de Kolmogorov-Smirnov (KS) a hipótese nula H0 é aceita de o Dmáximo

for inferior ao Dcrítico=0,3027 para o nível de signifi cância de 1 %, ou seja, a probabilidade 
de se aceitar a hipótese nula H0 dada que a mesma é verdadeira é de 99 %.  O Dcrítico

considerado é dado, para signifi cância de 1%, por , de acordo com o teste escolhido.
A avaliação dos valores para o módulo de elasticidade pelo teste KS estão sintetizados 

na Tabela 3.

Dados Valores
Quantidade 29
Média aritmética 40,6035 GPa
Desvio Padrão 2,3309   GPa
Intervalo de confi ança (amplitude) 1,1149   GPa
Limite inferior 39,4886 GPa
Limite superior 41,7184 GPa

Tabela 3. Valores de referência para o Teste de Kolmogorov-Smirnov
Fonte:  Os autores, 2019.

A partir dos dados expostos na Tabela 3, o Dmáximo é dado por 0,2182<Dcrítico=0,3027, 
donde conclui-se que a hipótese nula, isto é, o conjunto de dados que representam o valor 
do módulo de elasticidade para o concreto de fck = 40 MPa representa uma distribuição 
normal de probabilidades, com 99% de certeza.  O intervalo de confi ança também foi 
medido com 99 % de certeza, ou seja, o valor do módulo de elasticidade para o concreto 
em questão pertence ao intervalo  com 99 % de confi ança, para valores dados em GPa.
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A distribuição de probabilidades normal do conjunto de valores experimentais para o 
módulo de elasticidade está representada pelo gráfico na Figura 2.

Figura 2. Distribuição de probabilidade para o módulo de elasticidade
Fonte:  Os autores, 2019.

5 |  SIMULAÇÕES COMPUTACIONAIS PARA O DESLOCAMENTO VERTICAL DA VIGA 

DE EULER-BERNOULLI

Conforme discutido na Seção 3, a incorporação de aleatoriedades pelo concreto, a 
partir da combinação de diferentes componentes, incluindo agregados graúdos e miúdos, 
a proporção água/cimento e a inserção de aditivos, tornam o material heterogêneo e 
imprevisível, dada a infinidade de combinações possíveis para os elementos citados.

A mecânica estocástica se ocupa de discutir problemas cuja aleatoriedade ou 
incerteza na formulação matemática dos problemas mecânicos seja extremamente 
relevante.  A utilização de métodos numéricos, o desenvolvimento de novas técnicas e a 
melhoria dos computadores tem tornado a análise de sistemas estocásticos atrativa nos 
últimos anos (HIDALGO, 2014).  O primeiro método numérico a trazer contribuições, do 
ponto de vista estocástico, foi o método de elementos finitos tradicional, combinado com as 
chamadas Simulações de Monte Carlo (SMC), que pode ser chamado também de Método 
Estocástico de Galerkin.  Este método obtém, ao final de diversas realizações, momentos 
estatísticos para as variáveis em questão.   Babuska et. al (2004) apresentaram, em 
seu trabalho, uma versão estocástica para o lema de Lax-Milgram, o que proporcionou, 
para os problemas de valores de contorno elípticos, a garantia da existência e unicidade 
de solução.  Nesse sentido, o problema de flexão de uma viga de Euler-Bernoulli, 
considerando-se os parâmetros de rigidez estocásticos, foi modelado, através do Método 
de Elementos Finitos Estocásticos (MEFE) como segue.
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5.1 Formulação variacional para o problema estocástico

A formulação forte para o problema estocástico para uma viga de Euler-Bernoulli, de 
comprimento L, bi apoiada, é dada por

Encontrar u ϵ L2 ((Ω,F,P); H4(0,L)) tal que

onde u representa a função que descreve a linha elástica para a viga e ƒ representa o 
carregamento.  A tripla ordenada (Ω,F,P) representa o espaço amostral para o experimento 
aleatório, a função de distribuição de probabilidade e a probabilidade para a variável 
aleatória. ω  é o evento elementar para o espaço amostral Ω.

 A partir das considerações sobre o módulo de elasticidade da Seção 3, assume-se, 
por hipótese, EI como um processo estocástico.

 As seguintes hipóteses são necessárias para a verifi cação de existência e unicidade 
do problema variacional, através do lema de Lax-Milgram variacional (BABUSKA et al., 
2004).

A hipótese H1 é necessária a fi m de garantir que qualquer evento elementar ω ϵ 
Ω , os parâmetros de rigidez são estritamente positivos e limitados em probabilidade 
(BABUSKA e CHATZIPANTELIDIS, 2002).  A hipótese H2 faz-se necessária na garantia de 
que o carregamento externo ƒ seja um processo estocástico com variância fi nita.

Considere, para um evento fi xo ω ϵ Ω, o espaço

Se, por outro, escolhe-se uma posição fi xa X ϵ (0,L) no domínio espacial,

como uma variável aleatória, ou seja, u (x;.): (Ω,F,P) → (�, Fx), constrói-se o espaço 
de soluções teórico através do produto tensorial L2 (Ω, F, P) ⊗ Q, que será denotado, 
então, por V.  A partir da defi nição para o espaço de soluções V, defi ne-se o produto 
tensorial entre g ϵ L2 (Ω, F,P) e W ϵ Q como
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ou seja, é possível separar a solução u em duas partes:  uma dependente apenas 
da posição espacial e outra dependente apenas do evento elementar.  Baseados nesta 
defi nição, decorre uma defi nição específi ca para o operador derivada

Considerando o operador derivada defi nido acima, o produto interno no espaço V é

Objetivando se obter a formulação variacional para o problema (2), considera-se 
uma função teste v ϵ V.  Multiplicando-se ambos os lados de (2) por v, integrando em    
[0,L]  X Ω e aplicando integração por partes, a seguinte formulação variacional é obtida

Encontrar u ϵ V tal que

onde a forma bilinear ɑ: V X V → �  é defi nida por

Se a hipótese H1 ocorre, é possível mostrar que a forma bilinear ɑ é contínua, simétria 
e coerciva, satisfazendo, portanto, as hipóteses do Lema de Lax-Milgram para problemas 
elípticos estocásticos.  Desta forma é possível garantir que a solução variacional para 
o problema (3) existe e é única, além desta solução ser equivalente à solução para o 
problema forte (2).

5.2  Representação da incerteza para os parâmetros de rigidez

O primeiro passo para se obter uma solução, por método de elementos fi nitos, 
para um problema, é obter a formulação variacional para o problema forte e verifi car a 
existência e a unicidade da formulação.  Como o Lema de Lax-Milgram garante a existência 
e unicidade de solução para o problema (3), é necessário introduzir uma formulação para 
as incertezas nos parâmetros de rigidez.  No entanto, as informações para as incertezas 
dos parâmetros de rigidez são incompletas.  Nesse sentido assume-se, por hipótese, que 
o comportamento aleatório destes parâmetros pode ser representado em um espaço de 
dimensão fi nita.
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De acordo com Hidalgo (2014), a incerteza sobre um dado parâmetro do problema 
(2), denominado genericamente por , será representada em termos 
de um conjunto fi nito de variáveis aleatórias

A partir desta escolha, a incerteza nos parâmetros de rigidez da viga será modelada 
através de processos estocásticos parametrizados (HIDALGO, 2014).  Tais processos são 
expressos como combinações lineares de funções determinísticas e variáveis aleatórias

   (5)

no qual  é o valor esperado do processo estocástico . As funções φi ϵ 
C0 (0,L) ⋂ C2 (0,L) para todo  é um vetor de variáveis 
aleatórias independentes.  A partir do lema de Doob-Dynkin, apresentado por Rao e Swift 
(2010) apud Hidalgo (2014), o processo estocástico para o  deslocamento vertical de 
uma viga será função das variáveis aleatórias , que descrevem os 
parâmetros de entrada

5.3 Esquema de Askey-Wiener para obtenção dos polinômios para o espaço L2 (Ω, F,P) 

Objetivando-se obter uma aproximação para o problema variacional (3), é necessária 
uma discretização de dimensão fi nita para o espaço L2(Ω, F,P). Os polinômios do esquema 
de Askey-Wiener formam uma base para o subespaço denso no espaço das variáveis 
aleatórias com variância fi nita L2(Ω,F,P) (HIDALGO, 2014).  O esquema de Askey-
Wiener representa uma família de subespaços gerados por polinômios ortogonais, que 
são soluções de equações diferenciais ordinárias.  Spanos e Ghanem (1989) utilizam 
polinômios ortogonais na representação de processos estocásticos.   É possível relacionar 
o tipo de variável aleatória com o tipo de polinômio a ser utilizado nas aproximações no 
esquema de Askey-Wiener.

5.4 Método dos Elementos Finitos Estocástico (MEFE)

O Método dos Elementos Finitos Estocástico é uma importante ferramenta para 
abordagem de problemas em mecânica os quais consideram incertezas em suas 
formulações.  Reddy (2006) apud Hidalgo (2014) procede à ortogonalização do resíduo 
sobre o espaço V, de modo análogo ao método de Galerkin tradicional.  O espaço de 
soluções aproximadas é formado pelas funções teste Nj (x,ξ(ω)) que, ao ser utilizado na 
formulação variacional (3), obtém-se a forma discretizada do mesmo
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no qual

onde [xe, xe+1] é o intervalo elementar para o problema local.
 A solução aproximada, pelo MEFE, no subespaço de dimensão fi nita VM através de 

(7) é dada por 

sendo , onde ɸj para j = {1,2,3,4} são os polinômios 
de Hermite na variável posição x e Ψk para k = {1,2,3,4,5} são os polinômios de Legendre 
para o evento elementar ω. Essa escolha deriva da hipótese H1 que, ao considerar os 
parâmetros de rigidez limitados, proporciona a utilização das variáveis aleatórias uniforme 
como hipótese.  Cabe ressaltar que as variáveis aleatórias uniformes se relacionam com 
os polinômios de Legendre pelo esquema de Askey-Wiener.

Uma vez que se considerou os parâmetros de rigidez EI como processos estocásticos, 
optou-se por modelar o módulo de elasticidade como um processo estocástico 
parametrizado 

o qual é descrito por quatro variáveis uniformes e independentes (HIDALGO, 2014).   
μE é a média aritmética para o módulo de elasticidade e σE é o desvio padrão para o 
módulo de elasticidade. O valor N representa a quantidade de realizações que serão 
feitas, ou seja, quantas soluções diferentes serão geradas para compor a solução média 
fi nal.

6 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS

O presente trabalho conjugou duas abordagens distintas para o módulo de 
elasticidade do concreto, considerando-se como problema motivador o deslocamento 
vertical de uma viga de Euler-Bernoulli.  Ao analisar-se o modelo matemático clássico, o 
qual admite, por hipótese, que os parâmetros de rigidez são constantes, a interferência 
de materiais heterogêneos e com comportamentos não previsíveis não é considerada na 
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função solução para a equação diferencial ordinária, chamada de linha elástica.  
 Partindo-se da NBR 6118:2014, que considera o módulo de elasticidade 

experimental como um parâmetro determinístico dependendo, apenas, do fck do concreto 
em questão, realizou-se experimentos laboratoriais os quais aferiram o valor do módulo 
de elasticidade para um mesmo traço de concreto.  Este conjunto de valores foi submetido 
ao teste de Kolmogorov-Smirnov, o qual indicou a similaridade de 99% deste conjunto 
de dados com uma distribuição normal de probabilidades.  Portanto, a primeira etapa do 
trabalho procurou avaliar o caráter probabilístico do módulo de elasticidade do concreto, 
em contradição com o caráter determinístico do mesmo apresentado pela NBR 6118:2014.

 A segunda etapa do trabalho se constituiu de uma modelagem numérica, objetivando 
a obtenção de soluções numéricas aproximadas para o problema de flexão da viga de 
Euler-Bernoulli, assumindo-se também processos estocásticos para elementos que 
constituem o modelo matemático da viga de Euler-Bernoulli.  Nesse sentido, foi aplicado o 
Método de Elementos Finitos Estocástico (MEFE), o qual buscou obter soluções numéricas 
aproximadas para a linha elástica, considerando-se o módulo de elasticidade como um 
processo estocástico parametrizados. 

 Como trabalho futuro, pretende-se implementar o método desenvolvido, obter 
soluções numéricas e compará-las com experimentos laboratoriais envolvendo vigas.
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