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APRESENTAGAO

A obra “Aplicacédo do Conhecimento Cientifico na Engenharia Civil 2” contempla
vinte e trés capitulos com pesquisas relacionadas a temas da engenharia civil.

O desenvolvimento de novos materiais e a utilizagcdo de novas tecnologias na sua
composicdo permitem um grande avang¢o na area, gerando alternativas de execucéao e
muitas vezes evitando patologias nas edificacdes.

O estudo sobre o comportamento de materiais utilizados na construgao civil permite
o aperfeicoamento de sistemas construtivos ja existentes e proporciona uma otimizacao
na execucao de projetos.

O livro abordatambém artigos que avaliam desempenho de solos, seu comportamento
junto a estruturas de edificacbes e obras de pavimentacgao.

Esperamos que esta obra proporcione uma leitura agradavel e contribua para
a geracdo de novas pesquisas na area da engenharia civil, contribuindo para o

desenvolvimento tecnologico.

Franciele Braga Machado Tullio
Lucio Mauro Braga Machado
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CAPITULO 12

CONTRIBUICAO DA RIGIDEZ TORSIONAL DE VIGAS
NO CALCULO DE MOMENTOS FLETORES EM LAJES
MACICAS DE CONCRETO ARMADO

Data de aceite: 01/06/2020

Jonas Pereira Falcao
Mestrando em Estruturas e Construc¢ao Civil,
Universidade de Brasilia.

jonaspfalcao@hotmail.com, http://lattes.cnpq.
br/7958675297256385

Francisco dos Santos Rocha

Professor Doutor, Curso de Engenharia
Civil, Universidade do Estado do Amazonas.
francsantos@uol.com.br, http://lattes.cnpq.
br/6406742929195826

RESUMO: Os esforcos no pavimento de uma
estrutura dependem da interagdo entre as vigas
e as lajes que o compdem. A interacdo esta
associada arigidez e a fissuragao dos elementos
estruturais que determinam as condi¢cOes de
contorno da laje. A ABNT NBR 6118:2014
permite reduzir, de maneira aproximada em
grelhas e poérticos espaciais, a rigidez a torcao
das vigas por fissuragdo, utilizando 15% da
sua rigidez elastica. Neste sentido, este
trabalho leva em consideracéo a alteragao da
distribuicdo de momentos fletores em lajes
macigas retangulares de concreto armado, por
meio de um programa computacional baseado
no Método dos Elementos Finitos. Por meio do
software SAP 2000, foram modeladas diversas

A Aplicac&do do Conhecimento Cientifico na Engenharia Civil 2

lajes com o intuito de avaliar a distribuicédo de
momentos fletores levando em consideragéo:
a indeformabilidade das vigas, o Método
dos Elementos Finitos, a Analogia da Grelha
Equivalente, a altura das vigas de contorno, e a
fissuragao das vigas de contorno. Os resultados
obtidos mostraram que a redugao da rigidez a
torcdo das vigas pode aumentar os momentos
fletores positivos no vao da laje em até 25%.

PALAVRAS-CHAVE:
torcdo, programa computacional, Método dos

interacdo, rigidez a

Elementos Finitos.

CONTRIBUTION OF TORSIONAL
STIFFNESS OF BEAMS IN THE CALCULUS
OF BENDING MOMENTS IN REINFORCED

CONCRETE SOLID SLABS

ABSTRACT: The internal forces in the floor
of the structure depend on the interaction
between the beams and the slabs that form it.
The interaction is associated to the stiffness
and to the cracking of the structural elements
that determine the boundary conditions of the
slabs. ABNT NBR 6118:2014 permits to reduce
roughly, in girder grids and spatial frames, the
torsional stiffness of beams by crack, utilizing
15% of its elastic stiffness. In this sense, this
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work takes into account the alteration of the distribution of bending moments in reinforced
concrete solid rectangular slabs by means of a computer program based in Finite Element
Method. Through the software SAP 2000, it was modeled many slabs with the interest of
evaluate the distribution of bending moments taking into account: the indeformability of
beams, Finite Element Method, Grid Framework Analogue, the height of the boundary beams
and the cracking of the boundary beams. The results obtained showed that the reduction of
torsional stiffness of beams may increase the positive bending moments in the span of slab
up to 25%.

KEYWORDS: interaction, torsional stiffness, computer program, Finite Element Method.

11 INTRODUCAO

Ao longo dos anos, o calculo de momentos fletores em lajes maci¢cas de concreto
armado se realizava por meio de tabelas. Devido ao avanc¢o de recursos computacionais
mais sofisticados, sugiram a Analogia da Grelha Equivalente (AGE) e o Método dos
Elementos Finitos (MEF).

Estes métodos permitem analisar a influéncia da rigidez a tor¢cao das vigas no calculo
dos esforcos na laje. Nao obstante, é necessério avaliar ainda o efeito da fissuragdo das
vigas de contorno, visto que ele contribui para uma acentuada queda de rigidez a tor¢cao
dessas vigas.

De acordo com BUDA-OZOG (2017), apesar das pesquisas sobre combinacdo de
torcao, flexdo e esforgo cortante, o conhecimento sobre a rigidez a tor¢ao das vigas apds
a sua fissuragao ainda é limitado. Assim, o presente trabalho tem o intuito de avaliar, tanto
no estadio | e Il, o quanto a rigidez a tor¢c&o de vigas de contorno influencia no céalculo dos

momentos fletores em lajes macicas retangulares de concreto armado.

2| LAJES

As lajes de concreto armado apresentam comportamentos distintos para cada nivel
de solicitacado as quais estdo submetidas. Em geral, estes comportamentos se dividem
em trés etapas particulares que sao a fase elastica, a fase de fissuracéo e a fase de
plastificacdo, conforme mostrado na Figura 1
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Figura 1 — Niveis de deformagéao do concreto (KIMURA (2007))

A fase elastica vai desde a origem até o ponto A e corresponde ao Estadio |. Nesta
fase o material pode ser considerado como isotrépico e homogéneo, pois a peca nado esta
fissurada.

A fase de fissuracéo é representada pelo trecho AC, correspondente ao Estadio Il.
Devido a fissuracdo dos elementos estruturais por causa do aumento da magnitude das
acoes, a rigidez destes elementos diminui. Em vista disso, os esforcos migram para as
secdes de maior rigidez, ou seja, para as sec¢des nao fissuradas.

A fase de plastificacdo é representada pelo trecho CD, correspondente ao Estadio
Ill. As acdes continuam a crescer e as secOes mais solicitadas comecam a sofrer
plastificacdo. Nesta fase, ndo ha aumento significativo dos valores dos momentos fletores,
pois normalmente as lajes estdo sub-armadas. Além disso, ha grandes deformacdes e
redistribuicdo de esfor¢cos mais acentuada que na fase anterior.

Segundo PIOTR e KRZYSZTOF (2016), em estruturas hiperestaticas, quando
surge um excesso de esforcos em alguma secéo, ocorre a redistribuicdo desses esforcos
para um trecho adjacente que nao esta totalmente aproveitado.

As rétulas plasticas surgem quando a armadura entra em escoamento, podendo
transformar a estrutura hiperestatica em hipostatica. Por conta disso, ndo é recomendavel
que haja plastificacdo em toda uma determinada regido da laje, como por exemplo, em
toda uma continuidade entre lajes.

Outra consequéncia da introducdo de rotulas plasticas € a transferéncia de
momentos fletores negativos para momentos fletores positivos conforme mostrado na
Figura 2. Por conta disso, a taxa de aco necessaria na continuidade de duas lajes diminui,

enquanto que a taxa de ago necessaria no meio do vao aumenta.
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Figura 2 — Redistribuicdo dos esforcos devido a plastificagdo do concreto

Quando a laje esta apoiada em seus lados opostos, a distribuicdo das acbes em
cada apoio e a magnitude dos momentos fletores na laje ndo sao facilmente calculadas
(SALAMA, 2012). Por conta disso, Bares, Czerny e Marcus desenvolveram tabelas que
permitiram, a época, a otimizacédo do calculo de momentos fletores em lajes, ainda que
para cada painel de laje analisado isoladamente delimitado pelas vigas de contorno
(CARVALHO; FILHO, 2014).

Segundo KIMURA (2018), a AGE consiste em substituir a laje por uma série de
elementos de barras conectados ortogonalmente no plano do piso. COELHO (2000)
verificou que os resultados dos momentos fletores em lajes sdo satisfatérios quando a
seguinte relagao entre 0 momento de inércia a flexdo | e 0 momento de inércia a tor¢céo J
das barras da grelha é satisfeita:

J=221 (1)

Segundo ARAUJO (2014), no MEF, primeiramente é necessario discretizar a laje em
uma malha de elementos finitos definidos pela sua geometria e pela quantidade de nés. A
medida que o dominio do problema é subdividido em elementos finitos cada vez menores,
esses resultados convergem para uma solugéo exata.

31 RIGIDEZ A TORCAO DAS VIGAS

A ABNT NBR 6118:2014 permite reduzir, em grelhas e em poérticos espaciais,
a rigidez a torcao de vigas por fissuracao, considerando 15 % da sua rigidez elastica.
Alternativamente, esses modelos, na verificacdo de estados limites-ultimos, podem ser
considerados com rigidez a torcdo nula de modo a eliminar a torcdo de compatibilidade
da anélise, desde que o elemento estrutural possua adequada capacidade de adaptacao
plastica.
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4 1| METODO NUMERICO

Otrabalho € composto por umalaje e por quatro vigas apoiadas em suas extremidades
sobre apoios indeslocaveis. Na modelagem 3 as lajes foram modeladas em elementos de
barras (AGE), enquanto que nas modelagens 1 e 2 elas foram modeladas em elementos
finitos de casca bidimensionais (MEF). J& em relagdo as vigas, houve casos em que
elas foram modeladas como apoios indeformaveis (tabelas) e casos em que elas foram
modeladas em elementos de barras (AGE e MEF).

Foram realizadas trés situacdes de modelagem computacional, sendo duas através
do MEF e uma através da AGE. Os tipos de modelagem foram os seguintes: modelagem
1, para laje em elementos finitos e vigas como apoios indeslocaveis, Figura 3; modelagem
2, para laje em elementos finitos, vigas em elementos de barras e pilares como apoios
indeslocaveis, Figura 4; e modelagem 3, para lajes e vigas em elementos de barra e
pilares como apoios indeslocaveis, Figura 5. As lajes sdo macicas e quadradas com vao
de 4,00 m. Quanto a espessura das lajes, foram utilizados os valores de 8 cm, 10 cm
e 12 cm com o intuito de avaliar também a influéncia da rigidez da laje nos valores dos
esforcos de flexdo. Nas lajes modeladas em elementos finitos foram criados 64 elementos
de casca fina com 81 nés, sendo 6 graus de liberdade em cada né.

Figura 5: Modelagem 3

No caso do MEF, para as trés espessuras da laje foram utilizadas malhas de elementos
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finitos de 50 cm x 50 cm, sendo elementos finitos quadrangulares de quatro nés. Ja no
caso da AGE, as barras da grelha foram modeladas com malhas de 50 cm x 50 cm para
as trés espessuras da laje. Além disso, com o intuito de satisfazer a recomendacao de
COELHO (2000) em que a relagdo entre o momento de inércia a torcdo e o momento
de inércia a flexdo das barras da grelha deve ser aproximadamente igual a 2,2, foram
também modeladas malhas de 10 cm x 10 cm para espessurade 8 cm, 12,5cm x 12,5 cm
para espessura de 10 cm e 16 cm x 16 cm para espessura de 12 cm.

Dessa maneira, sendo b o espacamento das barras da grelha, h a espessura da laje,
| o momento de inércia a flexdo das barras e J 0 momento de inércia a torcdo das barras,

os valores da relac&o J/I para cada situagdo foram os seguintes:

b (cm)

50,00

50,00

50,00

10,00

12,50

16,00

h (cm)

8,00

10,00

12,00

8,00

10,00

12,00

h/b

0,16

0,20

0,24

0,80

0,80

0,75

I (cm#4)

2133,33

4166,67

7200,00

426,67

1041,67

2304,00

1 (cm*4)

7673,22

14566,95

24446,64

875,87

2138,35

4976,26

I

3,60

3,50

3,40

2,05

2,05

2,16
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Tabela 1: Relagbes geométricas das barras da grelha

Além de variar o tipo de elemento aplicado nas lajes e nas vigas de contorno e
as dimensbes das malhas, foi avaliado o quanto as dimensdes das vigas alteram a
distribuicdo dos momentos fletores atuantes nas lajes. Dessa forma, foram utilizados os
seguintes casos de sec¢ao transversal das vigas: caso 1, onde se tem uma viga de 20 cm
x 40 cm; caso 2, onde se tem uma viga de 20 cm x 50 cm; e caso 3, onde se tem uma viga
de 20 cm x 60 cm.

Além disso, com o intuito de avaliar no estadio Il a distribuicdo dos momentos fletores
nas lajes devido a fissuracdo das vigas de contorno, a rigidez a tor¢cao das vigas de
contorno foi reduzida a 15% da sua rigidez elastica conforme as prescricoes da ABNT NBR
6118:2014. Ademais, foi realizada uma modelagem computacional, tornando a rigidez a
torcdo da viga nula conforme é permitido pela ABNT NBR 6118:2014.

Apds a modelagem dos elementos estruturais, foram aplicadas as a¢des na estrutura.
Essas acOes sdao as acdes permanentes diretas devido ao peso préprio das lajes e as
cargas acidentais verticais de uso de construcéo na laje, distribuidas uniformemente pela
area da laje.

Considerando o peso especifico do concreto armado de 25 kN/m3 e uma laje de
12 cm de espessura, a acdo permanente distribuida na area da laje € igual a 3,0 kN/m2.
De maneira analoga para uma laje de 8 cm e de 10 cm, obteve-se a agcado permanente
distribuida na area da laje igual a, respectivamente, 2,0 kN/m2 e 2,5 kN/m2. Considerando
o que propde a ABNT NBR 6120:1980 a respeito da acéo variavel devido as cargas
acidentais verticais de uso de constru¢cao em lajes de edificios residenciais e escritorio,
o valor adotado foi de 2,0 kN/m2. Utilizando a combinag¢ao ultima normal da ABNT NBR
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6118:2014, tem-se que o coeficiente de ponderacéo tanto para a acdo permanente quanto
para a acao variavel principal é igual a 1,4. Portanto, o valor da acao de calculo utilizado
nas lajes de 8 cm, 10 cm e 12 cm, respectivamente, é igual a 5,6 kN/m?, 6,3 kN/m2 e 7,0
kN/m2. J& em academias, deve-se utilizar o valor de 5,0 kN/m2 para as cargas acidentais.
Portanto, o valor de célculo da acéo para lajes deste tipo de edificacdo em lajes cuja a
espessura € de 8 cm, 10 cm e 12 cm € igual a, respectivamente, 9,8 kN/m2, 10,5 kN/m?
e 11,2 kN/m2,

No caso da AGE, as a¢des foram distribuidas por area de influéncia ao longo das
barras da grelha. Os valores dessas ac¢des por unidade de comprimento variam de acordo
com o espacamento das barras da grelha e com o tipo de edificacéo.

N&o obstante, as tabelas de Czerny, Bares e Marcus foram utilizadas para calcular os
esforcos de flexao nas lajes a fim de comparar os valores obtidos pelos modelos classicos
com os obtidos pelos modelos computacionais. Para cada método foram avaliados a
situacédo de contorno quadriapoiado e contorno quadriengastado.

Ao todo foram realizadas 210 analises que geraram 420 valores de momentos fletores
nas lajes macicas de concreto armado, conforme mostrado na tabela 2.

Andlises Meétodo Rigidez daviga de contorno Agdes Espessura da laje (cm) Malha da Grelha (cm)
12 Tabelas de Bares (Quadriapoiada e Quadriengastada) Residéncia e Academia 8:10;12 X
12 Tabelas de Czerny (Quadriapoiada e Quadriengastada) Residéncia e Academia 8:10;12 X
12 Tabelas de Marcus (Quadriapoiada e Quadriengastada) Residéncia e Academia 8:10:12 X
12 MEF com viga indeformaveis | (Quadriapoiada e Quadriengastada) Residéncia e Academia 8:10;12 X
18 MEF com viga 20 cm x 40 cm | 100%, 15% e 0% darigidez 4 torgio | Residéncia e Academia 8:10;12 X
18 MEF com viga 20 cm x 50 cm | 100%, 15% e 0% darigidez a torgdo | Residéncia e Academia 8:10;12 X
18 MEF com viga 20 cm x 60 cm | 100%, 15% e 0% darigidez a torgiio | Residéncia e Academia 8:10:12 X
36 AGE comviga 20 cm x 40 em | 100%, 15% e 0% darigidez 4 torgio| Residéncia e Academia 8:10;12 50 (h=8;10;12); 16; 12,5; 10
36 AGE comviga 20 cm x 50 cm | 100%, 15% e 0% darigidez 4 torgio | Residéncia e Academia 8:10;12 50 (h=8;10;12); 16; 12,5; 10
36 AGE com viga 20 cm x 60 cm | 100%, 15% e 0% darigidez a torgdo | Residéncia e Academia 8:10;12 50 (h=8;10;12); 16; 12,5; 10

Tabela 2: Anélises realizadas

51 RESULTADOS

A partir das tabelas de Bares, Czerny e Marcus e da utilizagéo de vigas indeformaveis
por meio de implementagcao computacional de malhas de elementos finitos, foram obtidos
os valores dos momentos fletores. As Figuras 6 a 14 mostram os valores dos momentos
fletores nas lajes de edificacéo do tipo residencial para espessura laje igual a 8 cm, 10
cm e 12 cm. As Figuras 15 a 23 mostram os valores dos momentos fletores nas lajes de
edificacado do tipo academia. para espessura laje igual a 8 cm, 10 cm e 12 cm.

Através dos resultados encontrados nessas figuras, verifica-se que os momentos
fletores obtidos pelas tabelas de Czerny e pelo MEF na condicao de viga indeforméavel sao
satisfatorios. Entretanto, vale mencionar que este tipo de modelagem n&o se aproxima
da realidade, uma vez que as vigas sao estruturas deformaveis, servindo os resultados
obtidos computacionalmente pelo MEF apenas para validar a modelagem da laje em
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elementos finitos.
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Figura 6 - Momentos fletores positivos em lajes quadriapoiadas - Residéncia (h= 8 cm)
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Figura 7 - Momentos fletores positivos em lajes quadriengastadas - Residéncia (h= 8 cm)
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Figura 8 - Momentos fletores negativos em lajes quadriengastadas - Residéncia (h= 8 cm)
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Figura 9 -

Momentos fletores positivos em lajes quadriapoiadas - Residéncia (h= 10 cm)
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Figura 10- Momentos fletores positivos em lajes quadriengastadas - Residéncia (h= 10 cm)
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Figura 11 - Momentos fletores negativos em lajes quadriengastadas - Residéncia (h= 10 cm)
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Figura 12 — Momentos fletores positivos em lajes quadriapoiadas - Residéncia (h= 12 cm)
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Figura 13 — Momentos fletores positivos em lajes quadriengastadas — Residéncia (h=12cm)
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Figura 14 — Momentos fletores negativos em lajes quadriengastadas — Residéncia (h=12cm)
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Figura 15 — Momentos fletores positivos em lajes quadriapoiadas — Academia (h=8 cm)
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Figura 16 — Momentos fletores positivos em lajes quadriengastadas — Academia (h=8 cm)
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Figura 17 — Momentos fletores negativos em lajes quadriengastadas — Academia (h=8 cm)
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Figura 18 — Momentos fletores positivos em lajes quadriapoiadas — Academia (h=10 cm)
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Figura 19 — Momentos fletores positivos em lajes quadriengastadas — Academia (h=10 cm)
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Figura 20 — Momentos fletores negativos em lajes quadriengastadas — Academia (h=10cm)
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Figura 21 — Momentos fletores positivos em lajes quadriapoiadas — Academia (h=12cm)
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Figura 22 — Momentos fletores positivos em lajes quadriengastadas — Academia (h=12cm)
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Figura 23 — Momentos fletores negativos em lajes quadriengastadas — Academia (h=12cm)

As figuras 24 a 26 mostram os valores dos momentos fletores positivos e negativos
obtidos em lajes de edificacdo do tipo residencial cuja espessura é igual a 8 cm, 10 cm e
12 cm. Nessas figuras, o0 eixo das abscissas representa a porcentagem da rigidez a tor¢céao
da viga de contorno devido a fissuracdo, enquanto que o eixo das ordenadas representa
os valores dos momentos fletores por unidade de comprimento. Cada figura possui trés
grupos de resultados, os quais representam, respectivamente, as lajes vinculadas as
vigas de 20 cm x 40 cm, 20 cm x 50 cm e 20 cm x 60 cm.

De maneira analoga, as figuras 27 a 29 mostram os valores dos momentos fletores
positivos e negativos obtidos em lajes de edificacdo do tipo academia.

Através dos resultados é possivel verificar uma diminuicdo dos momentos fletores
positivos devido ao aumento da seg¢ado transversal das vigas de contorno. Por outro
lado, houve um aumento dos momentos fletores positivos devido a fissuragdo das vigas,
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enquanto que quando a rigidez a tor¢cdo dessas vigas é igual a 0% da rigidez inicial os
momentos fletores negativos tornam-se nulos.

uMEF (60X50) ®AGE (50 X 50) = AGE (10 X 10)
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Figura 24 — Momentos fletores obtidos através de implementacdo computacional — Residéncia (h= 8
cm)
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Figura 25 — Momentos fletores obtidos através de implementacdo computacional — Residéncia (h= 10
cm)
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Figura 26 — Momentos fletores obtidos através de implementacdo computacional — Residéncia (h= 12
cm)
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Figura 27 — Momentos fletores obtidos através de implementacao computacional — Academia (h= 8 cm)
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Figura 28 — Momentos fletores obtidos através de implementacdo computacional — Academia (h= 10
cm)
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Figura 29 — Momentos fletores obtidos através de implementagao computacional — Academia (h= 12

cm)

6 | CONCLUSOES

Os momentos fletores obtidos pelas tabelas de Czerny e pelo MEF na condigcéo de

viga indeformavel mostram-se satisfatérios. Entretanto, essa modelagem nao representa

0s resultados mais proximos da realidade, uma vez que n&do é levado em consideracéo a

deformabilidade das vigas.

Comparando os momentos fletores positivos obtidos pelo MEF na secéo fissurada

com os obtidos pelas tabelas (contorno apoiado), verificou-se um aumento de até 20%
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para lajes cuja espessura € de 12 cm. Ja os momentos fletores positivos obtidos pelo MEF
na secao integra em relacdo aos obtidos pelas tabelas (contorno engastado), o aumento
foi de até 50% para lajes cuja espessura é de 12 cm. Por conta disso, atualmente nao
convém mais utilizar tabelas para o calculo de esforcos em lajes.

Quanto aos momentos fletores positivos, os valores obtidos pelo MEF e pela AGE
variaram em torno de 15 %. Ja para os momentos fletores negativos, a variacao foi de 10
%. Portanto, os valores obtidos pelos dois métodos se mostram satisfatorios.

Os momentos fletores positivos de lajes de 10 cm superaram em até 15 % os de
lajes de 8 cm. A mesma variacao se manteve quando comparadas as lajes de 10 cm com
as de 12 cm. Portanto, € necessaria a utilizacdo de métodos numéricos para o calculo
dos esforcos em lajes, uma vez que as tabelas ndo levam em consideragao a rigidez da
laje. Tal consideracédo é importante principalmente em estruturas submetidas a acoées
elevadas, como em academias em virtude da necessidade de lajes mais rigidas para
satisfazer os estados limites de deformacdes excessivas e de vibracbes excessivas.

Os valores do momento de inércia a tor¢cao das vigas de contorno cuja secao é igual
a20cmx40cm, 20 cm x 50 cm e 20 cm x 60 cm sao, respectivamente, iguais a 73.241,67
cm?,99.805,01 cm* e 126.434,57 cm?. O aumento de secéao transversal de uma viga de 20
cm x 40 cm para uma de 20 cm x 50 cm diminuiu 0s momentos fletores positivos na ordem
de 15 %, enquanto que o aumento de se¢do transversal de uma viga de 20 cm x 50 cm
para uma de 20 cm x 60 cm diminuiu os momentos fletores positivos na ordem de 10 %.

Considerando uma diminui¢ao da rigidez a tor¢cao dessas vigas para 15 % devido a
fissuracéo delas, os momentos fletores positivos aumentaram em até 25 % para as trés
espessuras da laje. Ja os momentos fletores negativos reduziram em até 50 % (h= 8 cm),
60% (h=10 cm) e 70% (h=12 cm). Além disso, os momentos fletores negativos tornaram-

se nulos quando foi considerada 0 % de rigidez a tor¢do das vigas de contorno.
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