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APRESENTAÇÃO

A obra “Aplicação do Conhecimento Científico na Engenharia Civil 2” contempla 
vinte e três capítulos com pesquisas relacionadas a temas da engenharia civil. 

O desenvolvimento de novos materiais e a utilização de novas tecnologias na sua 
composição permitem um grande avanço na área, gerando alternativas de execução e 
muitas vezes evitando patologias nas edificações. 

O estudo sobre o comportamento de materiais utilizados na construção civil permite 
o aperfeiçoamento de sistemas construtivos já existentes e proporciona uma otimização 
na execução de projetos. 

O livro aborda também artigos que avaliam desempenho de solos, seu comportamento 
junto a estruturas de edificações e obras de pavimentação.

Esperamos que esta obra proporcione uma leitura agradável e contribua para 
a geração de novas pesquisas na área da engenharia civil, contribuindo para o 
desenvolvimento tecnológico.

Franciele Braga Machado Tullio
Lucio Mauro Braga Machado
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RESUMO: Os esforços no pavimento de uma 
estrutura dependem da interação entre as vigas 
e as lajes que o compõem. A interação está 
associada à rigidez e à fissuração dos elementos 
estruturais que determinam as condições de 
contorno da laje. A ABNT NBR 6118:2014 
permite reduzir, de maneira aproximada em 
grelhas e pórticos espaciais, a rigidez à torção 
das vigas por fissuração, utilizando 15% da 
sua rigidez elástica.  Neste sentido, este 
trabalho leva em consideração a alteração da 
distribuição de momentos fletores em lajes 
maciças retangulares de concreto armado, por 
meio de um programa computacional baseado 
no Método dos Elementos Finitos. Por meio do 
software SAP 2000, foram modeladas diversas 

lajes com o intuito de avaliar a distribuição de 
momentos fletores levando em consideração: 
a indeformabilidade das vigas, o Método 
dos Elementos Finitos, a Analogia da Grelha 
Equivalente, a altura das vigas de contorno, e a 
fissuração das vigas de contorno. Os resultados 
obtidos mostraram que a redução da rigidez à 
torção das vigas pode aumentar os momentos 
fletores positivos no vão da laje em até 25%. 
PALAVRAS-CHAVE: interação, rigidez à 
torção, programa computacional, Método dos 
Elementos Finitos.

CONTRIBUTION OF TORSIONAL 

STIFFNESS OF BEAMS IN THE CALCULUS 

OF  BENDING MOMENTS IN REINFORCED 

CONCRETE SOLID SLABS

ABSTRACT: The internal forces in the floor 
of the structure depend on the interaction 
between the beams and the slabs that form it. 
The interaction is associated to the stiffness 
and to the cracking of the structural elements 
that determine the boundary conditions of the 
slabs. ABNT NBR 6118:2014 permits to reduce 
roughly, in girder grids and spatial frames, the 
torsional stiffness of beams by crack, utilizing 
15% of its elastic stiffness. In this sense, this 
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work takes into account the alteration of the distribution of bending moments in reinforced 
concrete solid rectangular slabs by means of a computer program based in Finite Element 
Method. Through the software SAP 2000, it was modeled many slabs with the interest of 
evaluate the distribution of bending moments taking into account: the indeformability of 
beams, Finite Element Method, Grid Framework Analogue, the height of the boundary beams 
and the cracking of the boundary beams. The results obtained showed that the reduction of 
torsional stiffness of beams may increase the positive bending moments in the span of slab 
up to 25%. 
KEYWORDS: interaction, torsional stiffness, computer program, Finite Element Method.

1 |  INTRODUÇÃO

Ao longo dos anos, o cálculo de momentos fletores em lajes maciças de concreto 
armado se realizava por meio de tabelas. Devido ao avanço de recursos computacionais 
mais sofisticados, sugiram a Analogia da Grelha Equivalente (AGE) e o Método dos 
Elementos Finitos (MEF).

Estes métodos permitem analisar a influência da rigidez à torção das vigas no cálculo 
dos esforços na laje. Não obstante, é necessário avaliar ainda o efeito da fissuração das 
vigas de contorno, visto que ele contribui para uma acentuada queda de rigidez à torção 
dessas vigas.

De acordo com BUDA-OZOG (2017), apesar das pesquisas sobre combinação de 
torção, flexão e esforço cortante, o conhecimento sobre a rigidez à torção das vigas após 
a sua fissuração ainda é limitado. Assim, o presente trabalho tem o intuito de avaliar, tanto 
no estádio I e II, o quanto a rigidez à torção de vigas de contorno influencia no cálculo dos 
momentos fletores em lajes maciças retangulares de concreto armado.

2 |  LAJES

As lajes de concreto armado apresentam comportamentos distintos para cada nível 
de solicitação às quais estão submetidas. Em geral, estes comportamentos se dividem 
em três etapas particulares que são a fase elástica, a fase de fissuração e a fase de 
plastificação, conforme mostrado na Figura 1
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Figura 1 – Níveis de deformação do concreto (KIMURA (2007))

 A fase elástica vai desde a origem até o ponto A e corresponde ao Estádio I. Nesta 
fase o material pode ser considerado como isotrópico e homogêneo, pois a peça não está 
fissurada.

 A fase de fissuração é representada pelo trecho AC, correspondente ao Estádio II. 
Devido à fissuração dos elementos estruturais por causa do aumento da magnitude das 
ações, a rigidez destes elementos diminui. Em vista disso, os esforços migram para as 
seções de maior rigidez, ou seja, para as seções não fissuradas. 

 A fase de plastificação é representada pelo trecho CD, correspondente ao Estádio 
III. As ações continuam a crescer e as seções mais solicitadas começam a sofrer 
plastificação. Nesta fase, não há aumento significativo dos valores dos momentos fletores, 
pois normalmente as lajes estão sub-armadas. Além disso, há grandes deformações e 
redistribuição de esforços mais acentuada que na fase anterior.

 Segundo PIOTR e KRZYSZTOF (2016), em estruturas hiperestáticas, quando 
surge um excesso de esforços em alguma seção, ocorre a redistribuição desses esforços 
para um trecho adjacente que não está totalmente aproveitado.

 As rótulas plásticas surgem quando a armadura entra em escoamento, podendo 
transformar a estrutura hiperestática em hipostática. Por conta disso, não é recomendável 
que haja plastificação em toda uma determinada região da laje, como por exemplo, em 
toda uma continuidade entre lajes.

 Outra conseqüência da introdução de rótulas plásticas é a transferência de 
momentos fletores negativos para momentos fletores positivos conforme mostrado na 
Figura 2. Por conta disso, a taxa de aço necessária na continuidade de duas lajes diminui, 
enquanto que a taxa de aço necessária no meio do vão aumenta.
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Figura 2 – Redistribuição dos esforços devido à plastificação do concreto

Quando a laje está apoiada em seus lados opostos, a distribuição das ações em 
cada apoio e a magnitude dos momentos fletores na laje não são facilmente calculadas 
(SALAMA, 2012). Por conta disso, Bares, Czerny e Marcus desenvolveram tabelas que 
permitiram, à época, a otimização do cálculo de momentos fletores em lajes, ainda que 
para cada painel de laje analisado isoladamente delimitado pelas vigas de contorno 
(CARVALHO; FILHO, 2014).

Segundo KIMURA (2018), a AGE consiste em substituir a laje por uma série de 
elementos de barras conectados ortogonalmente no plano do piso. COELHO (2000) 
verificou que os resultados dos momentos fletores em lajes são satisfatórios quando a 
seguinte relação entre o momento de inércia à flexão I e o momento de inércia à torção J 
das barras da grelha é satisfeita:

J= 2,2 I                                                                  (1)

Segundo ARAÚJO (2014), no MEF, primeiramente é necessário discretizar a laje em 
uma malha de elementos finitos definidos pela sua geometria e pela quantidade de nós. À 
medida que o domínio do problema é subdividido em elementos finitos cada vez menores, 
esses resultados convergem para uma solução exata.

3 |  RIGIDEZ À TORÇÃO DAS VIGAS

A ABNT NBR 6118:2014 permite reduzir, em grelhas e em pórticos espaciais, 
a rigidez à torção de vigas por fissuração, considerando 15 % da sua rigidez elástica. 
Alternativamente, esses modelos, na verificação de estados limites-últimos, podem ser 
considerados com rigidez à torção nula de modo a eliminar a torção de compatibilidade 
da análise, desde que o elemento estrutural possua adequada capacidade de adaptação 
plástica.
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4 |  MÉTODO NUMÉRICO

O trabalho é composto por uma laje e por quatro vigas apoiadas em suas extremidades 
sobre apoios indeslocáveis. Na modelagem 3 as lajes foram modeladas em elementos de 
barras (AGE), enquanto que nas modelagens 1 e 2 elas foram modeladas em elementos 
finitos de casca bidimensionais (MEF). Já em relação às vigas, houve casos em que 
elas foram modeladas como apoios indeformáveis (tabelas) e casos em que elas foram 
modeladas em elementos de barras (AGE e MEF).

 Foram realizadas três situações de modelagem computacional, sendo duas através 
do MEF e uma através da AGE. Os tipos de modelagem foram os seguintes: modelagem 
1, para laje em elementos finitos e vigas como apoios indeslocáveis, Figura 3; modelagem 
2, para laje em elementos finitos, vigas em elementos de barras e pilares como apoios 
indeslocáveis, Figura 4; e modelagem 3, para lajes e vigas em elementos de barra e 
pilares como apoios indeslocáveis, Figura 5. As lajes são maciças e quadradas com vão 
de 4,00 m. Quanto à espessura das lajes, foram utilizados os valores de 8 cm, 10 cm 
e 12 cm com o intuito de avaliar também a influência da rigidez da laje nos valores dos 
esforços de flexão. Nas lajes modeladas em elementos finitos foram criados 64 elementos 
de casca fina com 81 nós, sendo 6 graus de liberdade em cada nó.

Figura 3: Modelagem 1

Figura 4: Modelagem 2

Figura 5: Modelagem 3

No caso do MEF, para as três espessuras da laje foram utilizadas malhas de elementos 
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finitos de 50 cm x 50 cm, sendo elementos finitos quadrangulares de quatro nós. Já no 
caso da AGE, as barras da grelha foram modeladas com malhas de 50 cm x 50 cm para 
as três espessuras da laje. Além disso, com o intuito de satisfazer a recomendação de 
COELHO (2000) em que a relação entre o momento de inércia à torção e o momento 
de inércia à flexão das barras da grelha deve ser aproximadamente igual a 2,2, foram 
também modeladas malhas de 10 cm x 10 cm para espessura de 8 cm, 12,5 cm x 12,5 cm 
para espessura de 10 cm e 16 cm x 16 cm para espessura de 12 cm. 

Dessa maneira, sendo b o espaçamento das barras da grelha, h a espessura da laje, 
I o momento de inércia à flexão das barras e J o momento de inércia à torção das barras, 
os valores da relação J/I para cada situação foram os seguintes:

Tabela 1: Relações geométricas das barras da grelha

Além de variar o tipo de elemento aplicado nas lajes e nas vigas de contorno e 
as dimensões das malhas, foi avaliado o quanto as dimensões das vigas alteram a 
distribuição dos momentos fletores atuantes nas lajes. Dessa forma, foram utilizados os 
seguintes casos de seção transversal das vigas: caso 1, onde se tem uma viga de 20 cm 
x 40 cm; caso 2, onde se tem uma viga de 20 cm x 50 cm; e caso 3, onde se tem uma viga 
de 20 cm x 60 cm.

Além disso, com o intuito de avaliar no estádio II a distribuição dos momentos fletores 
nas lajes devido à fissuração das vigas de contorno, a rigidez à torção das vigas de 
contorno foi reduzida a 15% da sua rigidez elástica conforme as prescrições da ABNT NBR 
6118:2014. Ademais, foi realizada uma modelagem computacional, tornando a rigidez à 
torção da viga nula conforme é permitido pela ABNT NBR 6118:2014.

Após a modelagem dos elementos estruturais, foram aplicadas as ações na estrutura. 
Essas ações são as ações permanentes diretas devido ao peso próprio das lajes e as 
cargas acidentais verticais de uso de construção na laje, distribuídas uniformemente pela 
área da laje.

Considerando o peso específico do concreto armado de 25 kN/m³ e uma laje de 
12 cm de espessura, a ação permanente distribuída na área da laje é igual a 3,0 kN/m². 
De maneira análoga para uma laje de 8 cm e de 10 cm, obteve-se a ação permanente 
distribuída na área da laje igual a, respectivamente, 2,0 kN/m² e 2,5 kN/m². Considerando 
o que propõe a ABNT NBR 6120:1980 a respeito da ação variável devido às cargas 
acidentais verticais de uso de construção em lajes de edifícios residenciais e escritório, 
o valor adotado foi de 2,0 kN/m². Utilizando a combinação última normal da ABNT NBR 
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6118:2014, tem-se que o coeficiente de ponderação tanto para a ação permanente quanto 
para a ação variável principal é igual a 1,4. Portanto, o valor da ação de cálculo utilizado 
nas lajes de 8 cm, 10 cm e 12 cm, respectivamente, é igual a 5,6 kN/m², 6,3 kN/m² e 7,0 
kN/m². Já em academias, deve-se utilizar o valor de 5,0 kN/m² para as cargas acidentais. 
Portanto, o valor de cálculo da ação para lajes deste tipo de edificação em lajes cuja a 
espessura é de 8 cm, 10 cm e 12 cm é igual a, respectivamente,  9,8 kN/m², 10,5 kN/m² 
e 11,2 kN/m².

No caso da AGE, as ações foram distribuídas por área de influência ao longo das 
barras da grelha. Os valores dessas ações por unidade de comprimento variam de acordo 
com o espaçamento das barras da grelha e com o tipo de edificação.

Não obstante, as tabelas de Czerny, Bares e Marcus foram utilizadas para calcular os 
esforços de flexão nas lajes a fim de comparar os valores obtidos pelos modelos clássicos 
com os obtidos pelos modelos computacionais. Para cada método foram avaliados a 
situação de contorno quadriapoiado e contorno quadriengastado.

Ao todo foram realizadas 210 análises que geraram 420 valores de momentos fletores 
nas lajes maciças de concreto armado, conforme mostrado na tabela 2.

Tabela 2: Análises realizadas

5 |  RESULTADOS

A partir das tabelas de Bares, Czerny e Marcus e da utilização de vigas indeformáveis 
por meio de implementação computacional de malhas de elementos finitos, foram obtidos 
os valores dos momentos fletores. As Figuras 6 a 14 mostram os valores dos momentos 
fletores nas lajes de edificação do tipo residencial para espessura laje igual a 8 cm, 10 
cm e 12 cm. As Figuras 15 a 23 mostram os valores dos momentos fletores nas lajes de 
edificação do tipo academia. para espessura laje igual a 8 cm, 10 cm e 12 cm. 

Através dos resultados encontrados nessas figuras, verifica-se que os momentos 
fletores obtidos pelas tabelas de Czerny e pelo MEF na condição de viga indeformável são 
satisfatórios. Entretanto, vale mencionar que este tipo de modelagem não se aproxima 
da realidade, uma vez que as vigas são estruturas deformáveis, servindo os resultados 
obtidos computacionalmente pelo MEF apenas para validar a modelagem da laje em 
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elementos fi nitos.

Figura 6 - Momentos fl etores positivos em lajes quadriapoiadas - Residência (h= 8 cm)

Figura 7 - Momentos fl etores positivos em lajes quadriengastadas - Residência (h= 8 cm)

 Figura 8 - Momentos fl etores negativos em lajes quadriengastadas - Residência (h= 8 cm)



A Aplicação do Conhecimento Científi co na Engenharia Civil 2 Capítulo 12 151

Figura 9 - Momentos fl etores positivos em lajes quadriapoiadas - Residência (h= 10 cm)

Figura 10- Momentos fl etores positivos em lajes quadriengastadas - Residência (h= 10 cm)

Figura 11 - Momentos fl etores negativos em lajes quadriengastadas - Residência (h= 10 cm)

Figura 12 – Momentos fl etores positivos em lajes quadriapoiadas - Residência (h= 12 cm)
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Figura 13 – Momentos fl etores positivos em lajes quadriengastadas – Residência (h=12cm)

Figura 14 – Momentos fl etores negativos em lajes quadriengastadas – Residência (h=12cm)

Figura 15 – Momentos fl etores positivos em lajes quadriapoiadas – Academia (h=8 cm)

Figura 16 – Momentos fl etores positivos em lajes quadriengastadas – Academia (h=8 cm)
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Figura 17 – Momentos fl etores negativos em lajes quadriengastadas – Academia (h=8 cm)

Figura 18 – Momentos fl etores positivos em lajes quadriapoiadas – Academia (h=10 cm)

Figura 19 – Momentos fl etores positivos em lajes quadriengastadas – Academia (h=10 cm)

Figura 20 – Momentos fl etores negativos em lajes quadriengastadas – Academia (h=10cm)
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Figura 21 – Momentos fl etores positivos em lajes quadriapoiadas – Academia (h=12cm)

Figura 22 – Momentos fl etores positivos em lajes quadriengastadas – Academia (h=12cm)

Figura 23 – Momentos fl etores negativos em lajes quadriengastadas – Academia (h=12cm)

As fi guras 24 a 26 mostram os valores dos momentos fl etores positivos e negativos 
obtidos em lajes de edifi cação do tipo residencial cuja espessura é igual a 8 cm, 10 cm e 
12 cm. Nessas fi guras, o eixo das abscissas representa a porcentagem da rigidez à torção 
da viga de contorno devido à fi ssuração, enquanto que o eixo das ordenadas representa 
os valores dos momentos fl etores por unidade de comprimento. Cada fi gura possui três 
grupos de resultados, os quais representam, respectivamente, as lajes vinculadas às 
vigas de 20 cm x 40 cm, 20 cm x 50 cm e 20 cm x 60 cm. 

De maneira análoga, as fi guras 27 a 29 mostram os valores dos momentos fl etores 
positivos e negativos obtidos em lajes de edifi cação do tipo academia.

Através dos resultados é possível verifi car uma diminuição dos momentos fl etores 
positivos devido ao aumento da seção transversal das vigas de contorno. Por outro 
lado, houve um aumento dos momentos fl etores positivos devido à fi ssuração das vigas, 
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enquanto que quando a rigidez à torção dessas vigas é igual a 0% da rigidez inicial os 
momentos fletores negativos tornam-se nulos.

Figura 24 – Momentos fletores obtidos através de implementação computacional – Residência (h= 8 
cm)

Figura 25 – Momentos fletores obtidos através de implementação computacional – Residência (h= 10 
cm)

Figura 26 – Momentos fletores obtidos através de implementação computacional – Residência (h= 12 
cm)
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Figura 27 – Momentos fletores obtidos através de implementação computacional – Academia (h= 8 cm)

Figura 28 – Momentos fletores obtidos através de implementação computacional – Academia (h= 10 
cm)

Figura 29 – Momentos fletores obtidos através de implementação computacional – Academia (h= 12 
cm)

6 |  CONCLUSÕES

Os momentos fletores obtidos pelas tabelas de Czerny e pelo MEF na condição de 
viga indeformável mostram-se satisfatórios. Entretanto, essa modelagem não representa 
os resultados mais próximos da realidade, uma vez que não é levado em consideração a 
deformabilidade das vigas.

Comparando os momentos fletores positivos obtidos pelo MEF na seção fissurada 
com os obtidos pelas tabelas (contorno apoiado), verificou-se um aumento de até 20% 
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para lajes cuja espessura é de 12 cm. Já os momentos fletores positivos obtidos pelo MEF 
na seção íntegra em relação aos obtidos pelas tabelas (contorno engastado), o aumento 
foi de até 50% para lajes cuja espessura é de 12 cm. Por conta disso, atualmente não 
convém mais utilizar tabelas para o cálculo de esforços em lajes. 

Quanto aos momentos fletores positivos, os valores obtidos pelo MEF e pela AGE 
variaram em torno de 15 %. Já para os momentos fletores negativos, a variação foi de 10 
%. Portanto, os valores obtidos pelos dois métodos se mostram satisfatórios.

Os momentos fletores positivos de lajes de 10 cm superaram em até 15 % os de 
lajes de 8 cm. A mesma variação se manteve quando comparadas as lajes de 10 cm com 
as de 12 cm. Portanto, é necessária a utilização de métodos numéricos para o cálculo 
dos esforços em lajes, uma vez que as tabelas não levam em consideração a rigidez da 
laje. Tal consideração é importante principalmente em estruturas submetidas a ações 
elevadas, como em academias em virtude da necessidade de lajes mais rígidas para 
satisfazer os estados limites de deformações excessivas e de vibrações excessivas.

Os valores do momento de inércia à torção das vigas de contorno cuja seção é igual 
a 20 cm x 40 cm, 20 cm x 50 cm e 20 cm x 60 cm são, respectivamente, iguais a 73.241,67 
cm4, 99.805,01 cm4 e 126.434,57 cm4. O aumento de seção transversal de uma viga de 20 
cm x 40 cm para uma de 20 cm x 50 cm diminuiu os momentos fletores positivos na ordem 
de 15 %, enquanto que o aumento de seção transversal de uma viga de 20 cm x 50 cm 
para uma de 20 cm x 60 cm diminuiu os momentos fletores positivos na ordem de 10 %.

Considerando uma diminuição da rigidez à torção dessas vigas para 15 % devido à 
fissuração delas, os momentos fletores positivos aumentaram em até 25 % para as três 
espessuras da laje. Já os momentos fletores negativos reduziram em até 50 % (h= 8 cm), 
60% (h=10 cm) e 70% (h=12 cm). Além disso, os momentos fletores negativos tornaram-
se nulos quando foi considerada 0 % de rigidez à torção das vigas de contorno.
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