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APRESENTAÇÃO 

A busca por alternativas metodológicas que contribuam para o ensino de ciências 
e matemática é grande. Eventos regionais, nacionais e internacionais propõem rodas de 
conversa para apresentar e debater ações que ressignifiquem o ensino, dinamizem as 
aulas, integrem os alunos, desenvolvam o pensar e movam os estudantes em busca do 
saber. 

Desta feita, o quinto volume da coletânea “Ensino de Ciências e Educação Matemática” 
apresenta em seu corpus de artigos produções acadêmicas que respaldam o referido 
desejo de alternativas metodológicas para o ensino de ciências e matemática. Isto é, 
os leitores irão apreciar pesquisas científicas e relatos de experiências sobre jogos com 
blocos lógicos, aplicação de outros jogos, vídeoaulas, materiais manipuláveis, softwares, 
entre outras. 

Essa diversidade de recursos ou estratégias de ensino possibilitam englobar 
diferentes propulsores da educação básica nos seus diferentes níveis de ensino. Também 
possibilitam aos que fazem parte do ensino superior ter uma visão holística do que está 
sendo desenvolvido no aludido nível de ensino, assim como, as suas necessidades para 
desempenharem a função de ensinar com maestria. 

Partindo desse viés, os capítulos presentes nesta coletânea darão um norte aos 
professores que estão em exercício, bem como aqueles que não estão com ações 
pedagógicas inovadoras e que enriquecem para a construção ou reconstrução do 
conhecimento seja no ensino regular da educação básica, na EJA ou no ensino superior. 

Em suma, se debruçar nos capítulos desta coletânea irá contribuir significativamente 
para o enriquecimento de seu aporte teórico e metodológico. 

José Elyton Batista dos Santos
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RESUMO: O presente artigo apresenta e 

discute algumas atividades elaboradas para o 
ensino de conceitos de Geometria Esférica por 
meio de materiais manipuláveis e do software 
GeoGebra. A metodologia utilizada contempla 
a pesquisa bibliográfica e a elaboração de 
atividades práticas e dinâmicas. Existem várias 
aplicações das Geometrias Não Euclidianas, o 
que justifica a relevância de sua abordagem e 
de propostas alternativas que poderão contribuir 
com os processos de ensino e de aprendizagem 
das Geometrias Não Euclidianas no contexto 
da educação básica e superior.
PALAVRAS-CHAVE: Geometrias Não 
Euclidianas. Geometria Esférica. Materiais 
Manipuláveis. 

THE USE OF MANIPULABLE MATERIALS 

IN THE CONSOLIDATION OF SPHERICAL 

GEOMETRY CONCEPTS

ABSTRACT: This article presents and discusses 
some activities designed to teach the concepts of 
Spherical Geometry using manipulable materials 
and the GeoGebra software. The methodology 
used includes bibliographic research and the 
elaboration of practical and dynamic activities. 
There are several applications of Non-Euclidean 
Geometries, which justifies the relevance of its 
approach and alternative proposals that may 
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contribute to the teaching and learning processes of Non-Euclidean Geometries in the context 
of basic and higher education.
KEYWORDS: Non-Euclidean Geometries. Spherical Geometry. Manipulable Materials. 

1 | 	INTRODUÇÃO

Em nossas andanças por desafios de Matemática que poderiam ser aplicados na 
sala de aula do Ensino Médio, deparamos com o problema proposto pelo matemático 
George Pòlya no livro How To Solve It (POLYA, 2004, p. 34): “Um urso, partindo da sua 
toca, andou 10 km para Sul. Depois, mudou de direção e caminhou 10 km sempre em 
direção a Leste. Em seguida, voltou a mudar de direção e andou 10 km para Norte, 
chegando novamente à sua toca. Qual é a cor do urso?” 

À primeira vista, podemos pensar que o problema não tem solução e, portanto, que 
o urso não voltaria para sua toca. 

Entretanto, nos parece que a dificuldade em solucionar esse pequeno problema 
radica no hábito de pensar a geometria sobre um plano. 

Desde o século passado, com o aparecimento da Geometria Não Euclidiana, surge 
uma nova solução para esse problema e com o advento da tecnologia obtivemos inúmeras 
aplicações dessa nova maneira de enxergarmos a geometria. 

Com a evolução científica constatou-se que a forma da Terra não é esférica, visto 
que se assemelha a um elipsóide achatado nos polos, conforme modelo proposto por 
Newton. Entretanto, mapas de pequenas escalas seguem abordando a forma de nosso 
planeta continua sendo como uma esfera, apresentando erros diminutos nos cálculos 
realizados.  

Diante do exposto, entendemos que não podemos continuar limitando o conhecimento 
dos estudantes diante de situações que não podem ser resolvidas ou explicadas pela 
Geometria Euclidiana, visto que requerem conceitos do campo da Geometria Esférica 
para solucioná-los. 

A descoberta das Geometrias Não Euclidianas teve consequências muito importantes, 
desde as perspectivas matemáticas e filosóficas, principalmente no que diz respeito aos 
fundamentos da Matemática e, por isso, consideramos que essa geometria deve ser 
abordada, coerentemente, ampliando e complementando os conteúdos propostos tanto 
nos currículos de Matemática da educação básica, quanto nos cursos superiores de 
formação de professores de matemática. 

2 | 	CONCEITOS PRELIMINARES

Atualmente reconhecemos que a Geometria constitui uma parte importante da 
Matemática. Ela nos oportuniza estudar o espaço, as formas nele existentes e as suas 
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relações. Sua importância pode ser percebida tanto do ponto de vista prático quanto na 
organização do pensamento lógico, dedutivo e geométrico.

Reconhecemos, também, que dentre as Geometrias estão as Geometrias 
Não Euclidianas, que se desenvolveram entre os séculos XVIII e XIX, sendo que 
seus precursores tiveram muita dificuldade para aceitação de seus estudos. Com o 
desenvolvimento da Ciência Moderna, essas Geometrias foram sendo aplicadas e têm 
auxiliado o desenvolvimento de diversos estudos. 

Nesse sentido, a Geometria Hiperbólica tem propiciado o avanço no estudo das 
órbitas de buracos negros e curvas negativas; a Geometria Elíptica é utilizada para estudar 
as curvas do espaço e curvas positivas; e, a Geometria Esférica, tem sido útil para o 
desenvolvimento de conhecimentos necessários para o desenvolvimento das grandes 
navegações, bem como para a criação do Sistema de Posicionamento Global (GPS). 

Esses conhecimentos matemáticos, aplicados em situações cotidianas, devem 
ser considerados no planejamento e implementação dos processos de ensino e de 
aprendizagem da Matemática. Consideramos que a elaboração e desenvolvimento 
de propostas de intervenções didáticas orientadas à abordagem das Geometrias Não 
Euclidianas com o auxílio de materiais manipuláveis tem a potencialidade de tornar as 
aulas mais dinâmicas e de contribuir com uma aprendizagem significativa. No entanto, 
esse conteúdo de não está contemplado na estrutura curricular da maioria dos cursos 
de formação de professores de Matemática e, consequentemente, não é ensinado nas 
escolas da educação básica.

Na revisão da literatura referente aos estudos realizados sobre a Geometria, 
encontramos que trata-se de uma área da Matemática que investiga o espaço e as 
formas que podem ocupá-lo (HOUAISS, 2011), que contribui com o desenvolvimento 
de habilidades ligadas à forma, espaço, distância, percepção, entre outros, permitindo 
uma maneira de compreender, descrever e representar organizadamente, o mundo 
no qual vivemos, bem como estabelecer aplicações práticas nas atividades cotidianas 
(CARVALHO, CARVALHO; 2011, p. 3). 

Segundo Morgado, Wagner e Jorge (1990), até o quarto século antes de Cristo, 
a Geometria não passava de receitas descobertas de forma experimental, sem 
fundamentação científica alguma, como é o caso do conhecimento manifestado pelos 
antigos egípcios de que o triângulo cujos lados medem 3, 4 e 5 unidades é um triângulo 
retângulo. 

Com o advento da Lógica e a contribuição de sábios como Thales, Pitágoras, Platão 
dentre outros, a Geometria toma nova dimensão a partir da publicação, por volta do ano 300 
a.C., da obra de Euclides intitulada Os Elementos, constituídos por treze livros, dos quais 
os seis primeiros tratam de Geometria Plana, os três posteriores de Teoria dos Números, o 
Livro X refere-se aos Incomensuráveis e considera segmentos incomensuráveis aqueles 
“que não se pode medir ou avaliar” (HOUAISS, 2010, p. 428); e, os três últimos livros, 
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abordam a Geometria no Espaço (MARQUEZE, 2006). 
Os cinco postulados descritos na obra Os Elementos são a base da Geometria 

Euclidiana Plana. Essa Geometria permaneceu por quase dois mil anos como única e 
absoluta e, apenas no início do século XIX, surgiram outras estruturas, denominadas 
Geometrias Não Euclidianas, desenvolvidas a partir das críticas e buscas infrutíferas 
da demonstração do V Postulado de Euclides, que encontra-se ilustrado por meio da 
Figura 1 e pode ser enunciado da seguinte maneira: se uma reta cortando duas retas faz 
os ângulos interiores de um mesmo lado menores que dois ângulos retos, as retas, se 
prolongadas indefinidamente, se encontram deste lado em que os ângulos são menores 
que dois ângulos retos. 

Figura 1: Ilustração do V Postulado de Euclides
Fonte: os autores

Vários matemáticos tentaram demonstrar, sem sucesso, o Quinto Postulado de 
Euclides. Esse processo culminou na descoberta das Geometrias Não Euclidianas. O 
esforço e a busca de reescrever o quinto postulado tornou possível a criação de novas 
geometrias tão consistentes quanto a Euclidiana (PRESTES, 2006).

Atualmente, o Quinto Postulado é apresentado através de um enunciado equivalente, 
proposto por John Playfair, em 1795, denominado Teorema das Paralelas, que consiste 
em: por um ponto P, exterior a uma reta r, considerados em um mesmo plano, traçamos 
uma única reta paralela à reta r.

No século XIX, os matemáticos Carl Friedrich Gauss, Johann Bolyai, Nicolai Ivanovich 
Lobachevski e Georg Bernhard Riemann suspeitaram de que o Postulado das Paralelas 
era independente dos demais, e consideraram três situações distintas: por um ponto 
exterior a uma reta dada passa mais de uma, apenas uma ou nenhuma reta paralela à 
reta dada (ABREU, 2015).

As duas negações do postulado das paralelas desdobraram-se em duas novas 
geometrais: a Geometria Hiperbólica e a Geometria Elíptica; a Geometria Esférica, na 
qual está centrado este trabalho, consiste no modelo mais simples da Geometria Elíptica.

Historicamente, a Geometria Esférica teve sua gênese em 1851, a partir dos trabalhos 
desenvolvidos por George Friedrich Bernhard Riemann, e é caracterizada pelo axioma 
que afirma a inexistência de retas paralelas a uma reta dada e pelo uso da superfície 
esférica. 
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No desenvolvimento dessa Geometria, Riemann adotou o modelo da superfície 
esférica e descreveu alguns elementos importantes.

Segundo Abreu (2015), alguns dos pontos importantes da Geometria Esférica que 
diferem da Geometria Euclidiana são: 

1.	 Uma superfície pode ser finita, mas ilimitada; 

2.	 A reta (círculo máximo) tem comprimento finito, mas é ilimitada (percorrendo uma 
circunferência máxima retornamos ao ponto de partida, mas podemos percorrê-la 
indefinidamente); 

3.	  Não existe semelhança de triângulos, só congruência; 

4.	 A soma dos ângulos internos de um triângulo esférico é maior do que dois ângulos 
retos; 

5.	 A área é proporcional ao excesso da soma dos ângulos internos.

Diante desse modelo e de sua importância para o desenvolvimento tecnológico e 
constante progresso das pesquisas espaciais no estudo do Universo, acredita-se que o 
acesso a esses conceitos deve ser ampliado para propiciar a mobilização de conhecimentos 
referentes ao estudo das Geometrias Não Euclidianas. Entendemos que isso pode ser 
realizado, especialmente, por meio da elaboração, implementação e análise de propostas 
de intervenções didáticas, baseadas nos estudos prévios sobre o tema e em suas 
aplicações e apoiadas em sequências de atividades centradas na utilização de materiais 
manipuláveis, que possibilitem a transição do pensamento matemático elementar, no qual 
os conceitos são apresentados de maneira mais intuitiva, para o pensamento matemático 
avançado, que requer sistematização e demonstração das proposições, dando aos 
conceitos um tratamento axiomático. Essa estrutura pode iniciar-se na educação básica e 
chegar aos cursos destinados à formação de professores de matemática.

Em relação ao uso de materiais manipuláveis, o estudo dos antecedentes do 
tema aponta no sentido de que nos últimos séculos muitos educadores evidenciaram 
a importância do apoio de instrumentos visuais e manipuláveis para a aprendizagem. 
Dentre eles, estão Comenius, que no século XVII já destacava que o ensino deveria 
se desenvolver partindo do concreto para se chegar ao abstrato. Corroborando a ideia 
de Lorenzato (2012), podemos citar Locke, Rousseau, Pestalozzi, Froebel, Herbart, 
Dewey, Montessori, Piaget e Vygotsky, como exemplos de educadores que defenderam a 
utilização de materiais concretos na educação.

Nesse sentido, Lorenzato (2010, p.17) destaca que “palavras não alcançam o mesmo 
efeito que conseguem os objetos ou imagens, estáticos ou em movimento. Palavras 
auxiliam, mas não são suficientes para ensinar”. O autor destaca, ainda, que é próprio do 
ser humano “ver com as mãos”, basta tomar o exemplo das crianças que ao pedirem para 
ver algo, na realidade estão pedindo para tocar, ou o exemplo de uma pessoa que ao ir 
a uma loja comprar roupas, provavelmente passará a mão sobre elas. Dessa forma ele 
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conclui que é próprio da natureza humana começar o ensino pelo concreto.
 Nessa direção, Ribeiro (2011) afirma que o material concreto motiva os alunos, 

auxilia na construção do conhecimento; ajuda a desenvolver o pensamento matemático; 
cria, confronta e verifica hipóteses e, além disso, desenvolve a criatividade. A autora ainda 
destaca que a manipulação de materiais concretos proporciona os alunos criarem imagens 
mentais de conceitos abstratos. No entanto, Ribeiro (2011), Lorenzato (2012) consideram 
fundamental que o educador participe ativamente do processo de ensino, alertando para 
o fato de que o material concreto consiste em um recurso interessante para os processos 
de ensino e aprendizagem da Matemática, mas não garante a aprendizagem. 

3 | 	MATERIAIS

Nesta seção apresentamos uma descrição dos materiais utilizados nas atividades de 
intervenção didática elaboradas, implementadas e analisadas neste trabalho. Na Figura 2 
consta os materiais necessários.

Material Característica

Esferas de isopor brancas
125 mm ou 150 mm

Barbante colorido

Alfinetes de cabeça colorida

Régua dobrável

Transferidor
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Canudos coloridos

Pincéis para quadro branco

Tesoura

Software GeoGebra instalado

Figura 2: Materiais utilizados nas atividades de intervenção didática
Fonte: os autores

4 |  ATIVIDADES

A proposta apresentada neste trabalho está constituída por uma sequência 
contemplando onze atividades de intervenção didática, estruturadas com a utilização de 
materiais manipuláveis e do GeoGebra, as quais são apresentadas a seguir. 

Atividade 1: Deslocando no plano e na esfera
• Marque as orientações nos vértices da folha

• Marque um ponto no alto da folha

• A parir deste ponto desloque 10 cm para Baixo. 
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• Marque o ponto e desloque 10 cm para a Direita.

• Marque o ponto e desloque 10 cm para o Alto.

Qual a fi gura formada?
Realize deslocamentos na esfera, utilizando as seguintes orientações:

• Marque um ponto ao NORTE

• A parir deste ponto desloque 10 cm para SUL

• Marque o ponto e desloque 10 cm para LESTE

• Marque o ponto e desloque 10 cm para NORTE

O que aconteceu com as linhas traçadas?

Atividade 2: Encontrando a menor distância entre dois pontos
• Marque dois pontos distintos sobre a esfera.

• Com o auxílio de barbantes e alfi netes construa uma circunferência máxima pas-
sando pelos pontos.

• Com a régua meça a distância entre eles.

• Agora construa uma circunferência qualquer passando pelos dois pontos (menor 
que a primeira)

• Meça a distância entre eles.

O que você observa a partir dos valores encontrados?

Atividade 3: Construindo e calculando o ângulo do fuso
• Construa duas retas na esfera

• Com o auxílio dos canudos e dos alfi netes construa duas retas tangentes a cada 
reta da esfera a partir do ponto de interseção.

• Meça o ângulo formado por elas com o transferidor.

O que você pode concluir a partir da observação do ângulo formado entre as retas 
e o ângulo do fuso?

Atividade 4: Construindo o triângulo esférico e medindo seus ângulos
• Construa um triângulo esférico a partir da intercepção de três círculos máximos 

(retas).
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•	 Com auxílio dos alfinetes e canudos construa retas tangentes a cada ângulo e, 
com o transferidor, meça-os. 

•	 A seguir preencha a tabela e responda as questões. 

O que você pode afirmar sobre a soma dos ângulos do triângulo esférico? Justifique? 

Atividade 5: Construindo Meridianos
•	 Marque os Polos (Norte e Sul);

•	 Construa a Linha do Equador;

•	 Construa uma reta que corte os polos.

Atividade 6: Calculando a área do fuso esférico
•	 Construa um ângulo de 15° entre duas retas;

•	 Calcule a área do fuso construído na esfera de isopor;

•	 Supondo que o raio da Terra seja de aproximadamente 6.371 km, calcule a área 
compreendida entre dois meridianos (use  em radianos).

Atividade 7: Construindo Paralelos
•	 Construa a Linha do equador;

•	 Construa uma reta passando pelos polos;

•	 Construa duas circunferências menores, paralelas ao Equador, uma acima e outra 
abaixo da linha.

Atividade 8: Calculando a soma dos ângulos internos de um triângulo esférico
•	 Com barbante e alfinetes construa duas retas distintas passando pelos polos;

•	 Construa uma reta que intercepte as duas construídas no item anterior;

•	 Calcule as medidas dos ângulos internos do triângulo esférico com auxílio do ca-
nudo e do transferidor;

•	 Calcule a soma dos ângulos internos do triângulo esférico.

A que conclusão você pode chegar ao analisar as somas dos ângulos internos de um 
triângulo nos contextos da Geometria Euclidiana Plana e da Geometria Esférica?
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Atividade 9: Construindo o triângulo retângulo esférico
•	 Construa uma reta na esfera; 

•	 Construa uma segunda reta, perpendicular a primeira; 

•	 Construa uma terceira reta interceptando as duas anteriores, formando ângulos 
com tamanho diferente de 90°; 

•	 Meça as distâncias entre os vértices e aplique o Teorema de Pitágoras.

•	 Marque os três vértices, formados pelo encontro das retas, com o alfinete colorido. 
Agora com o cordão colorido ligue os três vértices formando a geometria do triân-
gulo esférico. Meça o comprimento total do cordão;

•	 Forme um triângulo plano com o comprimento total do cordão. Utilizando a Fórmu-
la de Heron (que possibilita calcular a área do triângulo plano a partir das medidas 
de seus lados), encontre a área do triângulo formado.

O que você pode afirmar em relação ao resultado obtido?

Atividade 10: Construindo triângulos esféricos
•	 Construa um triângulo esférico com dois ângulos retos;

•	 Construa um triângulo esférico com três ângulos retos;

A que conclusão você chegou ao analisar as construções realizadas e a construção 
de triângulos em Geometria Euclidiana Plana?

Atividade 11: Calculando a área do triângulo esférico com a utilização do 
GeoGebra

Ao longo dos links a seguir, encontram-se várias aplicações interativas e dinâmicas 
construídas no software GeoGebra, nas quais se utilizou uma esfera de raio variável, 
com três pontos móveis assinalados na cor vermelha, formando um triângulo esférico, 
conforme a Figura 3:

Figura 3: Esfera construída por meio do GeoGebra
Fonte: os autores
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•	 Acesse o link abaixo:

https://drive.google.com/file/d/1AHE59mSLmdjfQCTyRFqTBJ0evGTHTus_/
view?usp=sharing

1.	 Movimente os pontos em vermelho para modificar o triângulo esférico;

2.	 Clique sobre a malha e faça rotações no espaço euclidiano;

3.	 Modifique o valor do raio r da esfera.
Após a manipulação, responda as seguintes questões:

Questão 01:

a.	 A soma dos ângulos do triângulo esférico é sempre constante? 

b.	 Quais são os valores mínimo e máximo da soma dos ângulos de um triângulo 
esférico?

c.	 Qual o valor máximo da soma dos ângulos do triângulo esférico se os três vértices 
estiverem sobre o mesmo quadrante?

d.	 Construa o Triângulo Esférico (TE) com três ângulos retos.

•	 Acesse o link a seguir e observe a Figura 4.

https://drive.google.com/file/d/1A6wadenvrpaadp9mIOqCgLWCryrHH4Ar/view?usp=sharing

Figura 4: Esfera construída por meio do GeoGebra
Fonte: os autores

1.	 Movimente os pontos em vermelho para modificar o triângulo esférico;

2.	 Clique sobre a malha e faça rotações no espaço euclidiano;

3.	 Modifique o valor do raio r da esfera.

https://drive.google.com/file/d/1AHE59mSLmdjfQCTyRFqTBJ0evGTHTus_/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1AHE59mSLmdjfQCTyRFqTBJ0evGTHTus_/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1A6wadenvrpaadp9mIOqCgLWCryrHH4Ar/view?usp=sharing
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Questão 02:

a.	 Utilizando-se das construções realizadas nas atividades 08, 09 e 10 verifique se 
os valores encontrados por você estão em acordo com os valores descritos no 
aplicativo (APP) do GeoGebra. Não se esqueça de medir o raio da esfera que você 
utilizou nas atividades 08, 09 e 10 e acrescentá-lo no APP do GeoGebra.

b.	 Acione os ícones “comprimento dos arcos” e “área” para verificar seus resultados.

Agora você consegue responder à pergunta inicial?

5 | 	CONSIDERAÇÕES

Ressaltamos que o desenvolvimento de atividades manipuláveis e das Tecnologias 
aplicadas à educação matemática se constituem em importantes recursos materiais e 
tecnológicos para a produção de atividades centradas em Geometria Esférica. Entendemos 
que as tanto as atividades experimentais quanto as visualizações das construções 
realizadas por meio do GeoGebra tornam-se eficazes para o desenvolvimento dos 
processos de ensino e de aprendizagem das Geometria Não Euclidianas, potencializando 
a compreensão dos conceitos abordados. Nesse sentido, consideramos que o uso 
articulado de atividades lúdicas e virtuais o professor pode possibilitar o desenvolvimento 
de habilidades e competências, previstas nos Parâmetros Curriculares Nacionais, pois o 
GeoGebra permite que o estudante realize e manipule as construções relacionadas com 
a Geometria Não Euclidiana, execute ações que lhe possibilitem refletir sobre o tema e 
chegar às conclusões e contribuem com uma aprendizagem significativa. 

Com o desenvolvimento deste trabalho, esperamos contribuir para uma melhoria nos 
processos de ensino e aprendizagem da Matemática e, particularmente, com a inserção 
do estudo das Geometrias Não Euclidianas no contexto da educação básica e da formação 
de professores de matemática.
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