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APRESENTAÇÃO

A obra “Aplicação do Conhecimento Científico na Engenharia Civil 2” contempla 
vinte e três capítulos com pesquisas relacionadas a temas da engenharia civil. 

O desenvolvimento de novos materiais e a utilização de novas tecnologias na sua 
composição permitem um grande avanço na área, gerando alternativas de execução e 
muitas vezes evitando patologias nas edificações. 

O estudo sobre o comportamento de materiais utilizados na construção civil permite 
o aperfeiçoamento de sistemas construtivos já existentes e proporciona uma otimização 
na execução de projetos. 

O livro aborda também artigos que avaliam desempenho de solos, seu comportamento 
junto a estruturas de edificações e obras de pavimentação.

Esperamos que esta obra proporcione uma leitura agradável e contribua para 
a geração de novas pesquisas na área da engenharia civil, contribuindo para o 
desenvolvimento tecnológico.

Franciele Braga Machado Tullio
Lucio Mauro Braga Machado
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RESUMO: A ruptura de pilares por flambagem 
ocorre de forma abrupta, sem tempo para 
a devida evacuação da estrutura. No caso 
de pontes, este fenômeno é crucial, pois 
devido ao reduzido número de pilares, pode 
acarretar facilmente o colapso progressivo de 
toda a estrutura por ultrapassar a capacidade 
resistente dos demais pilares. Isto acontece 
com a redistribuição dos referidos esforços 
resultando em elevada ordem de grandeza. 
Na literatura especializada existe a análise 
da estabilidade elástica de pilares sob cargas 
concentradas e distribuídas, porém com 

atuação em estados separados de carga. 
Daí, nesse artigo procede-se o estudo da 
estabilidade elástica para a atuação conjunta 
dos diversos carregamentos e variação linear da 
seção transversal. Tais análises são procedidas 
mediante Modelagem Computacional via 
Método das Diferenças Finitas e os resultados 
validados com casos particulares constantes na 
literatura especializada.  
PALAVRAS-CHAVE: Estabilidade Elástica, 
Carga de Flambagem, Pilares metálicos, 
Método das Diferenças Finitas.

ELASTIC STABILITY IN METAL PILLARS 

SUBJECT TO JOINT ACTUATION BY 

VERTICAL LOAD AND WIND

ABSTRACT: The rupture of pillars by buckling 
occurs abruptly, with no time for proper 
evacuation of the structure. In the case of 
bridges, this phenomenon is crucial because, 
due to the small number of pillars, it can easily 
lead to the progressive collapse of the whole 
structure by exceeding the resisting capacity 
of the other pillars. This happens with the 
redistribution of these forces resulting in high 
order of magnitude. In the specialized literature 
there is the analysis of the elastic stability of 
pillars under concentrated and distributed 
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loads, but with performance in separate loading scenarios. Hence, the elastic stability study 
is carried out for the joint action of the various loads and linear variation of the cross section. 
Such analyses are carried out using the Finite Difference Method and the results are validated 
with particular cases in the specialized literature.
KEYWORDS: Elastic stability, buckling load, metal pillars, finite difference method.

1 | 	INTRODUÇÃO

O estudo da estabilidade elástica de elementos estruturais é apresentado em Chajes 
(1974) e Timoshenko e Gere (2009), onde o pilar engastado na base e com extremidade livre 
no topo é analisado para atuação de cargas concentradas no topo p (vertical) e Q (lateral) 
e distribuídas p (peso – próprio) em cenários separados, sendo nessa última abordada 
a resolução da EDO mediante funções de Bessel. Neste sentido, é procedida a análise 
da estabilidade elástica do referido pilar com carregamentos com atuação conjunta: P,p 
(verticais concentrada no topo do pilar e distribuído na altura, respectivamente), Q,q1,q2 
(laterais concentrada no topo, constante na altura e sob variação linear com valor máximo 
igual a q2 no topo, respectivamente). Vide figura 1.

Figura 1. Estado de carga do pilar sob cargas verticais e laterais

A resolução da Equação Diferencial oriunda da ação conjunta dos carregamentos 
é bastante laboriosa se conduzida via funções de Bessel, sendo mais eficaz e prática 
a utilização de Métodos Aproximados: a exemplo, cita-se a utilização do Método das 
Diferenças Finitas (SOARE, 1962) e (GUTKOWSKI, 1981). A obtenção da carga crítica 
será procedida mediante incremento sucessivo da carga lateral p até o deslocamento v no 
topo do pilar tender ao infinito. A verificação de tais resultado é realizada mediante casos 
particulares com soluções analíticas presentes na literatura especializada.
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2 |  REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Formulação Matemática

Ao considerar os efeitos de primeira ordem, verifi ca-se a ativação do momento fl etor 
ao longo do eixo axial x do pilar, unicamente pelas cargas laterais oriundas da atuação do 
vento. Por outro lado, ao considerar a posição deformada do pilar e, em conseguinte, o 
cálculo dos efeitos de 2ª ordem, obtém-se o momento fl etor  mediante equilíbrio de 
momento numa seção genérica. Conforme é apresentado na fi gura 2.

Figura 2. Pilar sob cargas verticais e laterais: (a) Pilar deformado, (b) Momento fl etor

onde: v(x) – é a defl exão do pilar na direção y ao longo do eixo axial  – é a 
defl exão do pilar na direção y para a posição  do elemento diferencial do peso – próprio 
dP; v(H), v(0) – a defl exão do pilar para o topo e na base; H – a altura total do pilar; P – a 
carga vertical aplicada no topo do pilar (decorrente da reação de apoio da superestrutura);  
p– é o peso – próprio do pilar (constante se a seção transversal do pilar for invariável); 
q1,q2 – as cargas laterais oriundas da ação do vento ao longo do pilar; Q – a carga lateral 
originária da atuação do vento na superestrutura; e  – é a função do momento fl etor 
ao longo do eixo longitudinal x.

As resultantes Q2ɑ,Q2b e Q1 dos carregamentos laterais q1 e q2, são expressas por:
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A expressão do momento fl etor M(x) apresentado na equação (1) é válida para 
qualquer forma de variação do peso – próprio p(x). Por outro lado, neste caso de seção 
transversal variável, tem-se:

Utilizando na equação (1) a Teoria da Linha Elástica proposta por Navier e de acordo 
com a Hipótese de Bernoulli, que as seções transversais permanecem perpendiculares à 
linha elástica após a deformação por fl exão, escreve-se:

Na fi gura 3 explicita-se a mudança do intervalo de integração de x a H em relação ao 
eixo  para o intervalo de 0 a H no eixo axial x. 

Figura 3. Mudança dos limites de integração e do referencial  para x.

Pela transformação de referencial apresentada na fi gura 3, reescreve-se a equação 
(4), como:

A fi m de remover as integrais da equação (5), procede-se com a derivação em relação 
ao eixo axial x de toda a equação, resultando:
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Após realizar a derivação da equação (6) expressa-se a equação diferencial ordinária 
(EDO) que rege a estabilidade elástica do pilar analisado. Sendo adotada a variação da 
seção transversal do pilar (conforme ilustração na fi gura 4), bem como o estado de carga 
e condições de contorno apresentados na fi gura 4.5. Resultando assim a EDO:

Figura 4. Pilar com seção variável

Ainda para o caso particular de seção transversal constante, tem-se: EI = cte,p = 
cte,p'(x) = 0,I'(x) = 0 e reescreve-se a equação (7), para pilar do tipo ilustrado na fi gura 
5, como:
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Figura 5. Pilar com seção transversal constante

2.2 Diferenças Finitas

Baseado em Soare (1962) e com o intuito de introduzir uma primeira maneira de 
transformar a equação diferencial que rege o problema analisado em sistema de equações 
algébricas, isto via o Método das Diferenças Finitas, procede-se para a ocorrência de 
função dependente unicamente de uma variável, vide fi gura 6. Através da curva de 
interpolação, verifi ca-se que é possível utilizar Funções de Lagrange.

Figura 6. Interpolação polinomial para n graus de liberdade

As funções φ  são caracterizadas através de aplicação unitária por ponto discretizado, 
baseando-se em Soare (1962) e Guelfond (1963), defi ne-se a interpolação polinomial de 
grau n (Função de Lagrange).

Para o método das diferenças fi nitas, procede-se a aplicação de curvas de 
interpolação de ordem igual ou superior a maior derivação presente na EDO. No caso 
em questão, utiliza-se curva de interpolação quártica com o ponto j (ponto de aplicação) 
e os quatro adjacentes. Confi gurando-se dois tipos, basicamente, de diferenças fi nitas: 
centrais e assimétrica à direita. A formulação clássica do método das diferenças fi nitas é 
postulada com polinômio de interpolação parabólica e para tal referencia-se Quarteroni 
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et al. (2007).
a) Operadores de Diferenças Finitas Centrais
Ao considerar intervalos de igual comprimento e aplicar o caso particular do Método 

da Colocação para pontos no entorno do ponto j, tem-se a utilização de cinco pontos para 
o caso do polinômio interpolador de grau quártico, conforme é ilustrado na fi gura 7.

Figura 7. Polinômio de ordem quártica e os pontos de aplicação para diferenças fi nitas centrais

A função de interpolação v(x) apresentada na fi gura 7 é determinada mediante regra 
de Simpson, de formulação admitida em 1750 e citada em O’Hara e Ramming (2015), e 
expressa por:

Após obter o polinômio v(x) expresso na equação (10) por meio da aplicação nos 
pontos, procedem-se as derivações até terceira ordem e caracteriza-se o ponto de 
aplicação centrado (j = 0). Para tal aplicação, apresenta-se na fi gura 8 o ponto j e os 
vizinhos a distância relativa h.

Figura 8. Ponto de aplicação para operadores de diferenças fi nitas centrais

Os operadores das derivadas, até ordem 3 para as diferenças fi nitas centradas, 
fi cam expressos em termos dos pontos de vizinhança à esquerda (j - 2) e (j - 1) , bem 
como à direita (j - 1) e (j - 2) e defi nidos por:
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Empregando os Operadores de Diferenças Finitas Centrais apresentados nas 
equações (11) na EDO (equação 8) do problema de ponto limite para o pilar com seção 
transversal constante e de base engastada e topo livre, escreve-se a lei de formação das 
equações algébricas para os pontos do domínio do pilar (2≤ j ≤ n + 1), como:

Aplicando os Operadores das derivadas para a EDO do problema de ponto limite 
válida para pilar de seção transversal variável, equação (7), escreve-se a lei de colocação 
da seguinte forma:

onde: Ij, Ij-1,Ij-2,Ij+1,Ij+1 são os momentos de inércia nos pontos de colocação; h é o 
intervalo de interpolação; vj-2,vj-1,vj,vj+1,vj+2 são as defl exões na direção y nos pontos do 
entorno de j; Qj é a carga horizontal no ponto de aplicação, sendo: Qj = Q(x = xj) = A1 . x2

j

+ B1 . xj + c e xj a coordenada x do ponto de colocação j.

b) Operadores de Diferenças Finitas Assimétricas à Direita
Na fi gura 9 é apresentada a função interpoladora para a utilização do método das 

diferenças fi nitas com equacionamento assimétrico à direita. Assim, o ponto de aplicação   
j é posicionado a distância h da origem da abscissa. Restando apenas um ponto à frente 
da aplicação.
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Figura 9. Ponto de aplicação para operadores de diferenças fi nitas assimétrica à direita

Baseado no exposto em Mancini (1973), os operadores de diferenças fi nitas 
assimétricas à direita fi cam expressos por:

Analogamente ao procedido no item (a) desta subseção, expressam-se as leis 
de formação das equações algébricas (aplicável ao topo do pilar, no ponto j = n + 2 
apresentado na fi gura 10) para seção transversal constante e variável, respectivamente, 
tais como:

c) Discretização
A discretização do pilar é realizada mediante pontos distantes da altura h e de 

numeração zero (0), localizado a dois pontos abaixo do engaste, enquanto na base 
engastada tem-se o ponto j = 2 , e a numeração dos pontos é até o enésimo mais três 
pontos, este localizado acima do topo do pilar. Desta forma, aplica-se na base do pilar (j 
= 2)  a lei de aplicação com operadores de diferenças fi nitas centrais, ver equações (12) 
e (13), a depender da variação da seção transversal. As já mencionadas leis de aplicação 
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com diferenças fi nitas centrais também são aplicáveis aos pontos no domínio  (j = 3 até j 
= n +1), requerendo-se assim dois pontos além do (n + 1), no caso até o ponto acima do 
topo (j = n + 3) . Por fi m, no último ponto do domínio, o topo do pilar (j = n + 2) aplica-se a 
lei de colocação com as diferenças fi nitas assimétricas à direita, pois estas necessitarem 
apenas dos pontos já descritos. A resposta aproximada pelo Método das Diferenças Finitas 
será cada vez mais realísticas quanto mais próximos estejam os pontos da discretização, 
consequentemente, h será minorado. Vide fi gura 10.

Figura 10. Discretização do Pilar via Diferenças Finitas

Para completar as equações do sistema de equações algébricos (em função da 
imposição dos três pontos fi ctícios), adicionam-se três equações extras, que são 
provenientes das condições de contorno, e expressas por:

As condições de contorno, via operadores de diferenças fi nitas, fi cam reescritas 
como:
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Resultando, por fi m, a aplicação das equações (12), (13) e (15) na malha de 
discretização apresentada na fi gura 10, no seguinte sistema de equações algébricas:

sendo: {v} o vetor de incógnitas (deslocamentos transversais na direção y); [M] a 
matriz de coefi cientes e {q} o vetor independente.

d) Determinação da carga crítica
A obtenção da carga crítica pode ser realizada via dois procedimentos: o primeiro com 

a resolução da EDO, eq. (7) ou eq. (8), não homogênea e em decorrência do problema de 
ponto limite (Curva 1 apresentada na fi gura 11), na qual procede-se o incremento da carga  
até a convergência. Para o segundo método referencia-se Chajes (1974, p. 110 – 115), o 
qual consiste em adotar a EDO homogênea (Curva 2 da fi gura 11), através da imposição 
de nulidade ao termo particularizante (Qj = 0). Nestes, com a devida transformação 
de equação diferencial em sistema algébrico, mediante imposição dos operadores de 
diferenças fi nitas, obtém-se a carga crítica PCR via solução não trivial.

Figura 11. Obtenção da carga crítica por equação diferencial homogênea e problema de ponto limite
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2.3 Inaplicabilidade da equação clássica de Bessel

Realiza-se a adimensionalização da EDO apresentada na equação (8) através da 
fórmula  e das transformações nas derivações relativas ao eixo longitudinal x para 
o eixo adimensional ξ mediante: v'(x) = H-1. vI (ξ): v''(x) = H-2. vII (ξ) e v'''(x) = H-3. vIII(ξ). 
Resultando na EDO adimensionalizada expressa por: 

Observa-se que a EDO adimensional apresentada na equação (19) está com 
derivação um grau superior a defi nição das Funções de Bessel. Desta forma, aplica-se a 
transformação y = vI e por condições de contorno: y (ξ = 0) = 0 e y'(ξ = 0) = 0, reescreve-
se:

Partindo da equação clássica de Bessel, ver Spiegel (1974, p. 101), resolvendo-se a 
parcela homogênea, obtém-se a carga de fl ambagem, sendo a referida equação canônica 
de Bessel:

Aplicando a mudança de variável x = (1 - ξ) na equação (20) e enquadrando-a na 
equação de Bessel, eq. (25), tem-se como solução homogênea expressa por:

Verifi ca-se que a solução expressa na equação (22) é bastante laboriosa e que tal 
resolução via Bessel, nesta aplicação, é válida apenas para o caso particular de seção 
transversal ser constante e a carga no topo tida como nula. Tal implicação indicaria a 
inexistência do carregamento na superestrutura/vigas. No caso de pontes, equivale ao 
tabuleiro sem atuação dos veículos. Desta forma, como a solução apresentada na eq. (22) 
não contempla todos os casos possíveis de carregamento, conclui-se que é mais indicada 
a abordagem do problema através de Métodos Aproximados, a exemplo do Método das 
Diferenças Finitas. 
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3 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES

EXEMPLO 1: Nesta primeira aplicação será adotado o pilar metálico engastado na 
base e com extremidade livre no topo. Procedendo-se a análise da carga crítica para o 
pilar de ponte, sob confi gurações de seções transversais maciça e vazadas de formato 
retangular. O estado de carga será: q1 = q2 = 0kN/m e Q = 290kN como cargas laterais. Já 
o módulo de elasticidade vale E = 210 x 106 kN/m2 e a altura do pilar é de 100 metros. Na 
fi gura 12 apresentam-se as confi gurações analisadas.

Figura 12. Confi gurações do pilar: (a) estado de carga, (b) seção retangular maciça e (c) seção 
retangular vazada em termos da espessura relativa via η

Varia-se o valor do peso próprio p sob unidade “kN/m” e mantem-se inalterada a 
seção transversal, determinando-se a carga crítica via convergência do deslocamento no 
topo (vide fi gura 11). O processamento da EDO é realizado via método das diferenças 
fi nitas. Na tabela 1 são apresentadas as defl exões para a seção maciça (fi gura 12 b).

Tabela 1. Defl exões em y, no topo do pilar retangular, por incremento em  até convergência

Na fi gura 13 é apresentada a curva de convergência da carga crítica para a seção 
maciça.
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Figura 13. Curva de convergência de pCR para pilar engastado na base e seção retangular maciça

A carga crítica obtida através da convergência na curva apresentada na fi gura 13 é 
pCR = 112,3318945 x 104 kN/m. Mediante solução analítica apresentada em Timoshenko 
e Gere (2009) tem-se pCR= 112,35123 x 204 kN/m caracterizando uma aproximação de 
0,017 % a favor da segurança.

Nas tabelas 2 e 3 são apresentados os deslocamentos no topo do pilar com seção 
retangular vazada (ver fi gura 12 c), porém são simuladas quatro espessuras τ relativas 
das paredes, via coefi ciente η = {5,10,15,20} . Na referida tabela apresentam-se também 
a carga crítica via Timoshenko e Gere (2009) e conseguinte percentual de aproximação.

Tabela 2. Defl exões em y, no topo do pilar, para seção retangular vazada para η = 5 e η = 10
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Tabela 3. Defl exões em y no topo do pilar, com seção retangular vazada sob  η = 15 e η = 20

Na fi gura 14 apresentam-se as curvas de convergência da carga crítica em forma 

comparativa, para os quatro cenários de espessura relativa das paredes.

Figura 14. Curvas de convergência de  para pilar engastado na base e seção retangular vazada com 
espessura relativa das paredes

EXEMPLO 2: Nesta segunda análise admite-se o pilar com seção transversal circular 
vazada e contida na equivalência do retângulo do exemplo 1, vide fi gura 15. Sendo o 
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estado de carga: q1 = 2kN/m , q2 = 3kN/m, Q = 10kN e P = 0kN.  O material utilizado 
será o aço, assim tem-se como módulo de elasticidade longitudinal: E = 210 . 106 kN/
m2 . Adota-se a altura do pilar de 100 metros. Busca-se neste exemplo a mera aplicação 
das equações (7) e (8) resolvidas mediante diferenças fi nitas (ver item 2.2), daí a não 
verifi cação do índice de esbeltez inferior a 90, sendo esse o critério para a estrutura 
funcionar no campo das pequenas deformações, isso segundo a NBR 6118 (ABNT, 2014).

Figura 15. Geometria do pilar de seção circular vazada e constante na altura: (a) estado de carga, (b) 
seção transversal maciça e (c) seção anelar

Na tabela 4 são apresentados os deslocamentos no topo do pilar para quatro 
espessuras relativas das paredes, bem como carga crítica por convergência e pelo cálculo 
analítico presente em Timoshenko e Gere (2009) e análise da aproximação. Ver fi gura 15 
(c).

Tabela 4. Defl exões em y, no topo do pilar, para seção circular vazada (anelar) 
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Na fi gura 16 é apresentada a plotagem comparativa das curvas (carga x deformação), 
isso em detrimento da espessura relativa da seção circular vazada.

Figura 16. Curvas de convergência de pCR para pilar engastado na base e seção circular maciça e 
vazada com espessura relativa das paredes

Enquanto, na tabela 5 apresenta-se a convergência dos deslocamentos no topo do 
pilar para seção transversal circular maciça. Para tal, a inércia vale: Iz = 3,976m4 . Ver 
fi gura 15 (b).

Tabela 5. Defl exões em y, no topo do pilar circular, por incremento em p até convergência 

EXEMPLO 3: Admite-se o pilar analisado no exemplo 1 e sob mesmo estado de 
carga, material e altura. A única exceção é considera-lo de seção retangular variável 
linearmente na altura, sendo as dimensões na base: by = 10 m e bz = 30 m. Já, para o topo 
adota-se: hy = 4 m e hz = 12m. Vide fi gura 17. Procede-se neste último exemplo a mera 
aplicação das equações de obtenção da carga crítica, sem almejar verifi cações quanto ao 
índice de esbeltez.
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Figura 17. Pilar retangular maciço: (a) estado de carga e (b) perspectiva

Na tabela 6 apresentam-se os deslocamentos no topo do pilar, isso mediante 
incremento no peso específi co y do material em kN/m3.

Tabela 5. Defl exão y, para a seção retangular maciça e variável linearmente, com p em kN/m

A carga crítica por convergência é pCR = 4,37749 x 106 kN/m, já via Timoshenko e 
Gere (2009, pag. 128) e sob interpolação no programa Cálculo Numérico V5 (versão livre), 
tem-se: pCR = 3,977 x 106 kN/m . verifi ca-se aproximação de 10,06 % contra a segurança.

4 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS

A obtenção da equação diferencial que rege os efeitos de 2ª ordem do pilar submetido 
a carregamentos verticais devido ao peso – próprio e a reação de apoio da superestrutura 
foi obtida neste artigo de maneira prática pela Técnica do Meio Contínuo. Tal formulação 
é apresentada para seção transversal variável ao longo do eixo longitudinal  x, bem 
como para o caso particular de seção constante. Na resolução da EDO em termo dos 
deslocamentos v no topo do pilar e na direção y, obtém-se de forma rápida a carga de 
fl ambagem via discretização do Meio Contínuo pelo Método das Diferenças Finitas. 

Na determinação da carga crítica são analisados pilares de seção constante ou variável 
e com altura já mencionada e com seção transversal sob as seguintes confi gurações: 
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retangular, circular (maciças), tubular e anelar com paredes de espessura t relativa as 
demais dimensões. Além das seções transversais constantes ao longo do eixo axial do 
pilar (as seções anteriormente listadas), procede-se a determinação da carga crítica 
para seção transversal em formato retangular e linearmente variável na altura.  A curva 
de convergência da carga crítica é obtida mediante discretização da EDO do problema 
de estabilidade, utilizando-se o método das diferenças finitas (MDF) com polinômio de 
interpolação quártica.

Por fim, comparam-se tais resultados em três aplicações de casos particulares 
com resolução analítica apresentada na literatura especializada. E ainda, discute-se a 
ineficácia operacional da solução mediante Equação Clássica de Bessel.
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