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APRESENTAGAO

A obra “Aplicacédo do Conhecimento Cientifico na Engenharia Civil 2” contempla
vinte e trés capitulos com pesquisas relacionadas a temas da engenharia civil.

O desenvolvimento de novos materiais e a utilizagcdo de novas tecnologias na sua
composicdo permitem um grande avang¢o na area, gerando alternativas de execucéao e
muitas vezes evitando patologias nas edificacdes.

O estudo sobre o comportamento de materiais utilizados na construgao civil permite
o aperfeicoamento de sistemas construtivos ja existentes e proporciona uma otimizacao
na execucao de projetos.

O livro abordatambém artigos que avaliam desempenho de solos, seu comportamento
junto a estruturas de edificacbes e obras de pavimentacgao.

Esperamos que esta obra proporcione uma leitura agradavel e contribua para
a geracdo de novas pesquisas na area da engenharia civil, contribuindo para o

desenvolvimento tecnologico.

Franciele Braga Machado Tullio
Lucio Mauro Braga Machado
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RESUMO: A ruptura de pilares por flambagem
ocorre de forma abrupta, sem tempo para
a devida evacuacédo da estrutura. No caso
de pontes, este fenbmeno é crucial, pois
devido ao reduzido numero de pilares, pode
acarretar facilmente o colapso progressivo de
toda a estrutura por ultrapassar a capacidade
resistente dos demais pilares. Isto acontece
com a redistribuicdo dos referidos esforgos
resultando em elevada ordem de grandeza.
Na literatura especializada existe a analise
da estabilidade elastica de pilares sob cargas

concentradas e distribuidas, porém com

A Aplicac&do do Conhecimento Cientifico na Engenharia Civil 2

atuacdo em estados separados de carga.
Dai, nesse artigo procede-se o estudo da
estabilidade elastica para a atuagcé&o conjunta
dos diversos carregamentos e variagao linear da
secao transversal. Tais andlises sao procedidas
mediante Modelagem Computacional via
Método das Diferengas Finitas e os resultados
validados com casos particulares constantes na
literatura especializada.

PALAVRAS-CHAVE: Estabilidade Elastica,
Carga de Flambagem, Pilares metalicos,

Método das Diferencgas Finitas.

ELASTIC STABILITY IN METAL PILLARS
SUBJECT TO JOINT ACTUATION BY
VERTICAL LOAD AND WIND

ABSTRACT: The rupture of pillars by buckling

occurs abruptly, with no time for proper

evacuation of the structure. In the case of
bridges, this phenomenon is crucial because,
due to the small number of pillars, it can easily
lead to the progressive collapse of the whole
structure by exceeding the resisting capacity
of the other pillars. This happens with the
redistribution of these forces resulting in high
order of magnitude. In the specialized literature
there is the analysis of the elastic stability of

pillars under concentrated and distributed
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loads, but with performance in separate loading scenarios. Hence, the elastic stability study
is carried out for the joint action of the various loads and linear variation of the cross section.
Such analyses are carried out using the Finite Difference Method and the results are validated
with particular cases in the specialized literature.

KEYWORDS: Elastic stability, buckling load, metal pillars, finite difference method.

11 INTRODUCAO

O estudo da estabilidade elastica de elementos estruturais € apresentado em Chajes
(1974) e Timoshenko e Gere (2009), onde o pilar engastado na base e com extremidade livre
no topo é analisado para atuacao de cargas concentradas no topo p (vertical) e Q (lateral)
e distribuidas p (peso — proprio) em cenarios separados, sendo nessa ultima abordada
a resolucao da EDO mediante funcdes de Bessel. Neste sentido, é procedida a analise
da estabilidade elastica do referido pilar com carregamentos com atuacé&o conjunta: P,p
(verticais concentrada no topo do pilar e distribuido na altura, respectivamente), Q,q,,q,
(laterais concentrada no topo, constante na altura e sob varia¢do linear com valor maximo

igual a g, no topo, respectivamente). Vide figura 1.

Figura 1. Estado de carga do pilar sob cargas verticais e laterais

A resolucao da Equacao Diferencial oriunda da ag&o conjunta dos carregamentos
€ bastante laboriosa se conduzida via fun¢cées de Bessel, sendo mais eficaz e pratica
a utilizacdao de Métodos Aproximados: a exemplo, cita-se a utilizacdo do Método das
Diferencas Finitas (SOARE, 1962) e (GUTKOWSKI, 1981). A obtencédo da carga critica
sera procedida mediante incremento sucessivo da carga lateral p até o deslocamento v no
topo do pilar tender ao infinito. A verificagcao de tais resultado é realizada mediante casos
particulares com solugdes analiticas presentes na literatura especializada.
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2 | REFERENCIAL TEORICO

2.1 Formulacao Matematica

Ao considerar os efeitos de primeira ordem, verifica-se a ativagdo do momento fletor
ao longo do eixo axial x do pilar, unicamente pelas cargas laterais oriundas da atuacéo do
vento. Por outro lado, ao considerar a posicao deformada do pilar e, em conseguinte, o
calculo dos efeitos de 22 ordem, obtém-se o momento fletor i(x) mediante equilibrio de
momento numa sec¢éo genérica. Conforme € apresentado na figura 2.

o2, 4 u(E)

]

Wit I TTTT)

Q(1-5)  Jpe
dp= p.dx _Os_. — =
ule) S =eft) (\_—I'.—b »
— \

T T
111

@)=l

— a1
Iy

-

2(H-%) 'i,’ 4
-

N

J

Ll

Xa

Figura 2. Pilar sob cargas verticais e laterais: (a) Pilar deformado, (b) Momento fletor

H

H — 2
M) = — [0 ~ v dp — [(H) = v P + Q12+ Qo3 (H =)

X

(H—x)

+ QZb' 2

+ Q.(H — x) (1)

onde: v(x) — é a deflexdo do pilar na dire¢édo y ao longo do eixo axial X; v(X) —¢a
deflexdo do pilar na direcdo y para a posicdo X do elemento diferencial do peso — proprio
dP; v(H), v(0) — a deflexao do pilar para o topo e na base; H — a altura total do pilar; P — a
carga vertical aplicada no topo do pilar (decorrente da rea¢éo de apoio da superestrutura);
p— é 0 peso — proprio do pilar (constante se a secéo transversal do pilar for invariavel);
q,,d, — as cargas laterais oriundas da ag&o do vento ao longo do pilar; Q — a carga lateral
originaria da atuacao do vento na superestrutura; e M(x) — é a funcdo do momento fletor
ao longo do eixo longitudinal x.

As resultantes Q, ,Q,, e Q, dos carregamentos laterais g, e q,, S40 expressas por:

Q2a=q72.(1—%).(H—x) 2a)
Qzﬁ%-x-(H—x) (2 b)
Q1 =¢q:..(H—x) (2¢)
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A expressao do momento fletor M(x) apresentado na equacéo (1) é valida para
qualquer forma de variacdo do peso — proprio p(x). Por outro lado, neste caso de secao
transversal variavel, tem-se:

H

M(x) = - f [v(%) —v()].p(0).dx — [v(H) — v(x)]. P

X

01 x x? H 2 x?
+(H—X).{?.(H—X)+q2.l(i—ﬁ)+(§—§.x+ﬁ)l+0} (3)

Utilizando na equacao (1) a Teoria da Linha Elastica proposta por Navier e de acordo
com a Hipdtese de Bernoulli, que as sec¢des transversais permanecem perpendiculares a
linha elastica ap6s a deformacéo por flexao, escreve-se:

E.1(x).v"(x) = j p(x).[v(x) —v(x)].dXx + P.[v(H) —v(x)] + Q" (X) €))
com: Q*(x) = A.x® + B.x2 + C.x + D; Azg—;; B = —%; C= (ql—%).H+Q;

3.q; — 2.
D:—( q1 q:

c ).HZ—Q.H.

Na figura 3 explicita-se a mudancga do intervalo de integracédo de x a H em relag&o ao
eixo X para o intervalo de 0 a H no eixo axial x.

Ho Hr —H
0] o p]
ol od do

Figura 3. Mudanga dos limites de integragdo e do referencial X para x.

Pela transformacao de referencial apresentada na figura 3, reescreve-se a equagao

(4), como:
E.I(x).v"(x) = f p(x).v(x).dx — f p(x).v(x).dx — p(x).v(x).f dx
0 0 X
+P.[v(H)—v(x)]+A.x®*+B.x>+C.x+D (5)

Afim de remover as integrais da equacéo (5), procede-se com a derivagcdo em relagao
ao eixo axial x de toda a equacéo, resultando:
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d d d
—E. - 100.v" ()] = p(x). v(x) + —[p(0). v(x). (H = )] + = [P.v(0)] + Q)

(6)
onde: Q(x) = A;.x*> + B;.x + C;

d d
T2 . By = —2.B=qy; —[P.v(H)] = P.

A =-3.4A=———; —
1 3 2.H' dx dx

[v(H)] = 0;
H

H
f p(x).v(x)dx = cte & ;—xlf p(x). v(x) dx‘ =0 e
0

0
d
e [p(x).v(x).(H—x)] = [p'(x). v(x) + p(x).v'(x)]. (H — x) — p(x).v(x).

Apés realizar a derivacéo da equacéo (6) expressa-se a equacao diferencial ordinaria
(EDO) que rege a estabilidade elastica do pilar analisado. Sendo adotada a variacao da
secéo transversal do pilar (conforme ilustracdo na figura 4), bem como o estado de carga
e condi¢cbes de contorno apresentados na figura 4.5. Resultando assim a EDO:

E.[I'C).v"(x) +1(x).v"" ()] + [p'(x).v(x) + p(x).v'(x)].(H—x) + P.v'(x)
=A;.x* +B.x+C (7)

Is
Topo I(H)

uste | 100, A®)

Base | (0)

i

Figura 4. Pilar com secéo variavel

Ainda para o caso particular de secéo transversal constante, tem-se: El = cte,p =
cte,p'(x) = 0,I'(x) = O e reescreve-se a equacao (7), para pilar do tipo ilustrado na figura

5, como:
ELv"(x)+[p.(H—x)+Pl.v'(x)=A,.x* +B;.x+C (8)
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E,I, A= cte

Base

L

Figura 5. Pilar com secéo transversal constante

2.2 Diferencas Finitas

Baseado em Soare (1962) e com o intuito de introduzir uma primeira maneira de
transformar a equacéo diferencial que rege o problema analisado em sistema de equacgdes
algébricas, isto via o Método das Diferencas Finitas, procede-se para a ocorréncia de
funcdo dependente unicamente de uma variavel, vide figura 6. Através da curva de
interpolacao, verifica-se que € possivel utilizar Fungdes de Lagrange.

yll 2 n

x x
1 y(x)=ay+ay.x+ ﬂz-;"’(---)"‘an-g

Y

She_——————
bk ————

Figura 6. Interpolagéo polinomial para n graus de liberdade

As fungdes ¢ sao caracterizadas através de aplicagéo unitaria por ponto discretizado,
baseando-se em Soare (1962) e Guelfond (1963), define-se a interpolagao polinomial de
grau n (Funcao de Lagrange).

k=n+1

B (x—x1).(x —x3) e . (X = Xp—1)- (X — Xpg1)e e - (X — Xp41)
)

Ot — x)- Coe — X2)- oo (0 — Xg—1). (X — K1) e - (ke — Xsn)

%)

k=1

Para o método das diferencas finitas, procede-se a aplicacdo de curvas de
interpolacdo de ordem igual ou superior a maior derivagao presente na EDO. No caso
em questdo, utiliza-se curva de interpolagdo quartica com o ponto j (ponto de aplicagéo)
e 0s quatro adjacentes. Configurando-se dois tipos, basicamente, de diferencas finitas:
centrais e assimétrica a direita. A formulacao classica do método das diferencas finitas &

postulada com polindmio de interpolacdo parabdlica e para tal referencia-se Quarteroni
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et al. (2007).

a) Operadores de Diferencas Finitas Centrais

Ao considerar intervalos de igual comprimento e aplicar o caso particular do Método
da Colocacgao para pontos no entorno do ponto j, tem-se a utilizacdo de cinco pontos para
o caso do polinémio interpolador de grau quartico, conforme € ilustrado na figura 7.

— & | 2.5

Figura 7. Polinbmio de ordem quértica e os pontos de aplicacédo para diferencas finitas centrais

A funcao de interpolagao v(x) apresentada na figura 7 € determinada mediante regra
de Simpson, de formulagcdo admitida em 1750 e citada em O’Hara e Ramming (2015), e

expressa por:
/U’(X) — aa,x4 -+ (xb.x3 + ac.xz +ag.Xx+a, (10)

Apés obter o polinbmio v(x) expresso na equacédo (10) por meio da aplicagdo nos
pontos, procedem-se as derivacbes até terceira ordem e caracteriza-se o ponto de
aplicacédo centrado (j = 0). Para tal aplicacédo, apresenta-se na figura 8 o ponto j e os

vizinhos a distancia relativa h.

v
/\N

4Lb

L 1, i Va Vaa

-2 j—-1  jl  j+1 j+2
Figura 8. Ponto de aplicagao para operadores de diferencas finitas centrais
Os operadores das derivadas, até ordem 3 para as diferencas finitas centradas,

ficam expressos em termos dos pontos de vizinhanga a esquerda (j - 2) e (j - 1) , bem
como a direita (j - 1) e (j - 2) e definidos por:
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1
/U’] = m{’[}’j_z - 8.’0}'_1 + 8.’0}4_1 - ’U’j+2} (11 a’)

1

vy = m{—v}-_z + 16,01 — 30.0; + 16.0j,1 — Vjy,) (11b)
1
v = m{—v}-_z + 2.0y — 2041 + Vjya) (11¢)

Empregando os Operadores de Diferencas Finitas Centrais apresentados nas
equacgdes (11) na EDO (equacgao 8) do problema de ponto limite para o pilar com secao
transversal constante e de base engastada e topo livre, escreve-se a lei de formacéo das
equacgdes algébricas para os pontos do dominio do pilar (2<j<n + 1), como:

(-r+n )y +{zn -8}y + {21 48T v +{T - Ty ) v,
= Qj (12)

Aplicando os Operadores das derivadas para a EDO do problema de ponto limite
véalida para pilar de secéo transversal variavel, equacgéao (7), escreve-se a lei de colocagao
da seguinte forma:

(Tia +T2;) vjz + (Tw _ 8.T2j) iy + (Toe + pa)-vj + (Tld +8. sz) R

+ (Tle - sz) . vj+2 = Q} (13)
onde: I. Ij1,Ij2,Ij+1,Ij+1 sdo os momentos de inércia nos pontos de colocacao; h é o
intervalo de interpolacéo; VooV ViV Ve sédo as deflexbes na diregcdo y nos pontos do
entorno de j; Qj € a carga horizontal no ponto de aplicacéao, sendo: C)j =Q(x = xj) =A,. x2j
+B,. X +cexa coordenada x do ponto de colocacgao j.
com T = Eliz g Elia EL o Bl Elus [p.(H—x;)+P]
Chte T 1%.1113 '144.£3I 2.h3 E '1144 h3 E1z}4. h3' "2 ) 12.h . ’
. dj—2 Aj1 Eljvr vz o BL
Ty = 16- 377 1.1 128'14§r.1h3 + 25 h3;;28 144.h3 16122 ' =2
Tye = —30.—212 + 240. — =L — 240.— 11 .
1?4 h3 Elél}tl. h3 E 1144 h3 E I 144.h3 E I
— j—2 -1 Jj+1 ljv2
T1a = 16"5’1?4. h3 1281'144. n, 12 2.5, 1128 1%41113 "144.h3°
Te=—-——ttyg—JT L T g JH T2
1e 144. h3 144.h3  2.h3 144.h3  144.h3 €
Pa = s {pj—z —8.pj_1+8.pj41— Pj+2}-

12.h

b) Operadores de Diferencas Finitas Assimétricas a Direita

Na figura 9 é apresentada a fungéo interpoladora para a utilizagdo do método das
diferencas finitas com equacionamento assimétrico a direita. Assim, o ponto de aplicacao
j € posicionado a distancia h da origem da abscissa. Restando apenas um ponto a frente

da aplicagéo.




j-3 j-2 j-1 j+1

Figura 9. Ponto de aplicacéao para operadores de diferencas finitas assimétrica a direita

Baseado no exposto em Mancini (1973), os operadores de diferencas finitas

assimétricas a direita ficam expressos por:

1

vl = m{_m_g +6.0j_5 — 18.vj_; + 10. v + 3.4} (14 a)
1

v = m{—m_3 + 40, + 6,051 — 20.0; + 11. 05,4} (14 b)
rer 1

v = {05 — 6070 + 12,051 — 10,05 + 30741} (14

Analogamente ao procedido no item (a) desta subsecdo, expressam-se as leis
de formacdo das equacbes algébricas (aplicavel ao topo do pilar, no ponto j = n + 2
apresentado na figura 10) para secao transversal constante e variavel, respectivamente,

tais como:
-1} vs+6{-T+1} v, +{12.1, - 181, ).y,

+ 10.{—7‘1 + sz}.v}- + 3.{7‘1 + sz}.vm = Q; (15 a)

(Tiaa = T2,) - Vjms + (Tuow + 6.T2,) - Vj—z + (Trce — 18.Ty,) . vy

+ (Taa + Paa +10.T5,) vy + (Tre + 3.2, ) . v = Q (15 b)
E.[‘_3 E.I'_z E.I‘_l EI E.I'_'_l
com: Typy = —— — 6.— 22— 4+ 18.—L1— + 62. l__3 =
laa 144.Eh?} 144.};531 2.h3E1 144 h3 - Il44—.h3 .
Ty = 4 —22 4 24 — 72 gy J7L 39y T 4 qp ¥,
1bb 144. h3 144 h3 144. h3 144. h3 144. h3

c) Discretizacao

A discretizacéo do pilar é realizada mediante pontos distantes da altura h e de
numeracao zero (0), localizado a dois pontos abaixo do engaste, enquanto na base
engastada tem-se o ponto j = 2, e a numeragdo dos pontos é até o enésimo mais trés
pontos, este localizado acima do topo do pilar. Desta forma, aplica-se na base do pilar (]
=2) alei de aplicacdo com operadores de diferencas finitas centrais, ver equacodes (12)
e (13), a depender da variacdo da secao transversal. As jA mencionadas leis de aplicagao
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com diferencgas finitas centrais também sao aplicaveis aos pontos no dominio (j =3 até j
=n +1), requerendo-se assim dois pontos além do (n + 1), no caso até o ponto acima do
topo (j = n + 3) . Por fim, no ultimo ponto do dominio, o topo do pilar (j = n + 2) aplica-se a
lei de colocacéo com as diferencas finitas assimétricas a direita, pois estas necessitarem
apenas dos pontos ja descritos. Aresposta aproximada pelo Método das Diferencas Finitas
sera cada vez mais realisticas quanto mais proximos estejam os pontos da discretizagao,

consequentemente, h serd minorado. Vide figura 10.

%Tll’
j:n+3‘r

\ Yen "
TS A S\ S

j=n+1+

j=n+

Figura 10. Discretizagcéo do Pilar via Diferencas Finitas

Para completar as equacdes do sistema de equacgdes algébricos (em funcdo da
imposicdo dos trés pontos ficticios), adicionam-se trés equacbes extras, que sao

provenientes das condi¢cbes de contorno, e expressas por:

U’(x = 0) =0 = ’U”(jzz) =0 (16 b)
ED’E(X = H) =0 = ’U”(j=2) =0 (16 C)
As condi¢cbes de contorno, via operadores de diferengas finitas, ficam reescritas
como:
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My ,.v; = qq (17 a)
Ml,o.’v"o+M1,1.’U)1+M1’3.U3+M1'4.U4 - ql (17 b)
My y3n-1-Vn-1+ Myizn vy + Myisnir-Uner + Myssnio- sz + Myi3ngs3- Unys

= Qn+3 (17 ¢)
onde: My, =M;o=1;M;; = =8, M3 =8, M 4= -1, Myy3,1 =1, Mpi3, =4;
Myi3ni1 = 6, Myi3pni, = =20, My 3043 =11€qy = q; = @pe3 = 0.

Resultando, por fim, a aplicacdo das equacgdes (12), (13) e (15) na malha de
discretizacédo apresentada na figura 10, no seguinte sistema de equacgdes algébricas:

[M].{v} = {q} (18 a)
0 0 1 0 0 1,
0 9o
1 -8 0 8 —-1 .. o, a
Myo My 0 Maz My, v | ) @
Mn+2,n—1 Mn+2,n Mn+2,n+1 Mn+2,n+2 Mn+2,n+3 Un+2 n+2
Vn+3 n+3

Myuian-1 Mpizn Mpiznsr Mpyzniz Mpsanes

sendo: {v} o vetor de incOgnitas (deslocamentos transversais na direcao y); [M] a
matriz de coeficientes e {q} o vetor independente.

d) Determinacao da carga critica

Aobtencédo da carga critica pode ser realizada via dois procedimentos: o primeiro com
aresolucao da EDO, eq. (7) ou eq. (8), ndo homogénea e em decorréncia do problema de
ponto limite (Curva 1 apresentada na figura 11), na qual procede-se o incremento da carga
até a convergéncia. Para o segundo método referencia-se Chajes (1974, p. 110 — 115), o
qual consiste em adotar a EDO homogénea (Curva 2 da figura 11), através da imposicao
de nulidade ao termo particularizante (Qj = 0). Nestes, com a devida transformacéao
de equacéo diferencial em sistema algébrico, mediante imposicdo dos operadores de

diferencas finitas, obtém-se a carga critica P via solugéo n&o trivial.

P 3
E.Iz.V”(x) =0 PCR Curva 2

E.l;.v"(x) = M(x)

Curva l

>

Ve

Figura 11. Obtencéo da carga critica por equacéo diferencial homogénea e problema de ponto limite
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2.3 Inaplicabilidade da equacao classica de Bessel

Realiza-se a adimensionalizacdo da EDO apresentada na equacao (8) através da
formula & = E e das transformacdes nas derivacdes relativas ao eixo longitudinal x para
o eixo adimensional § mediante: v'(x) = H'. v! (§): v"(x) = H2. V"' (§) e v"'(x) = H3. V().

Resultando na EDO adimensionalizada expressa por:

Pl H® |
V@ + [p. -+ 5| v @ = €. (19)
n Q.H®> H* qz qz
com: Q, = — TR —7.€2+q1.f+(7—q1)].

Observa-se que a EDO adimensional apresentada na equacédo (19) estd com
derivacdo um grau superior a definicdo das Fun¢des de Bessel. Desta forma, aplica-se a
transformacao y = v' e por condi¢des de contorno:y (§ =0) =0 e y'(§ = 0) = 0, reescreve-
se:

P1 H?
YO+ [p. -0+ = y® = (20)

Partindo da equacao classica de Bessel, ver Spiegel (1974, p. 101), resolvendo-se a
parcela homogénea, obtém-se a carga de flambagem, sendo a referida equagao canbnica
de Bessel:

xZ2y"T+ 2. k+1).x. 9"+ (a?.x2"+ 2).y=0 (21)

Aplicando a mudanca de variavel x = (1 - §) na equacéao (20) e enquadrando-a na
equacao de Bessel, eq. (25), tem-se como solugdo homogénea expressa por:

p.H?
EI

do: P=0; a=H [P k=—ni k'=a; B=H |oir=s
sendo: P=0; a=H. |7—; k=—5; =3 B =H. T

Verifica-se que a solugdo expressa na equacéo (22) é bastante laboriosa e que tal

p.H3
El

1
2-

x3/? (22)

wl N

y= X Dl']1/3' x3/2 +D2.]_1/3.

resolucéo via Bessel, nesta aplicacdo, é valida apenas para o caso particular de secao
transversal ser constante e a carga no topo tida como nula. Tal implicacdo indicaria a
inexisténcia do carregamento na superestrutura/vigas. No caso de pontes, equivale ao
tabuleiro sem atuacao dos veiculos. Desta forma, como a solugcédo apresentada na eq. (22)
nao contempla todos 0s casos possiveis de carregamento, conclui-se que é mais indicada
a abordagem do problema através de Métodos Aproximados, a exemplo do Método das
Diferencas Finitas.
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31 RESULTADOS E DISCUSSOES

EXEMPLO 1: Nesta primeira aplicacédo sera adotado o pilar metélico engastado na

base e com extremidade livre no topo. Procedendo-se a analise da carga critica para o

pilar de ponte, sob configuracbes de secbes transversais macica e vazadas de formato

retangular. O estado de carga sera: g, = g, = OkN/m e Q = 290kN como cargas laterais. Ja

o mddulo de elasticidade vale E =210 x 106 kN/m? e a altura do pilar é de 100 metros. Na

figura 12 apresentam

& F

-se as configuracdes analisadas.

94 \l( P

S 7L

L \l/ v

2 b, =16m —

o \L

—

(|

— p H b, =8m

L |

= (b)

I

- indice de esbeltez:

=HL1N PRI,
A 1 (a) i T

v
-

b 2.m3, = n3,

?7=b/t= 1/713

100m
T 8m

y

(©

H

=242
h

= 86,6 < 90

Figura 12. Configuracdes do pilar: (a) estado de carga, (b) secao retangular macica e (c) secao
retangular vazada em termos da espessura relativa via n

Varia-se o valor do peso préprio p sob unidade “kN/m” e mantem-se inalterada a

secéo transversal, determinando-se a carga critica via convergéncia do deslocamento no

topo (vide figura 11). O processamento da EDO é realizado via método das diferencas

finitas. Na tabela 1 sdo apresentadas as deflexdes para a secdao macica (figura 12 b).

Diferengas Finitas com 100 pontos (h = 1 m)
p (kN/m) v (m) p(kN/m) v (m)
0 0,00067 112,32 x 10* 6,22664
10 0,00067 112,33 x10* 39,08649
100 x 10* 0,00060 112,331 x10* 82,76339
110 x 10* 0,03178 112,3317 x 10* 308,01060
112 x 10* 0,22317 112,33188 x 10* 4.970,34480
112,2 x 10* 0,56156 112,33189 x 10* 15.111,65985
112,27 x 10* 1,19664 112,3318945 x 10* 184.024,58580

Tabela 1. Deflex6es em y, no topo do pilar retangular, por incremento em até convergéncia

Na figura 13 é apresentada a curva de convergéncia da carga critica para a secéao

macica.
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Figura 13. Curva de convergéncia de p_, para pilar engastado na base e segao retangular macica

A carga critica obtida através da convergéncia na curva apresentada na figura 13 é
Per = 112,3318945 x 10* kN/m. Mediante solugéo analitica apresentada em Timoshenko
e Gere (2009) tem-se p..= 112,35123 x 20* kN/m caracterizando uma aproximagéo de
0,017 % a favor da seguranca.

Nas tabelas 2 e 3 sdo apresentados os deslocamentos no topo do pilar com secéo
retangular vazada (ver figura 12 c), porém sdo simuladas quatro espessuras T relativas
das paredes, via coeficiente n ={5,10,15,20} . Na referida tabela apresentam-se também
a carga critica via Timoshenko e Gere (2009) e conseguinte percentual de aproximacao.

Diferencas Finitas com 100 pontos (h = 1 m)

n=>5 n=10

[10°] pCor) v [105]pCoa) o (m)
11,16 0,38437 9,29 3,53645
11,1757 2,07456 9,292 78,50342
11,1790 27,41317 9,29205 167,01516
11,1792 105,53502 9,29207 304,21481
11,17927 40.995,52293 9,292094 21.390,73143
11,17927015 241.907,21360 9,2920943 160.345,53260
11,17927018 11.585.627,62397 9,29209434 1.197.181,06281

kN
Pcr = 11,18119 x 105 —

Via Timoshenko e Gere (2009)

kN
— 5
Pcr = 9,29369 x 10

Via Timoshenko e Gere (2009)

0,017 % (a favor da seguranca)

0,017 % (a favor da seguranca)

Tabela 2. Deflexdes em vy, no topo do pilar, para secéo retangular vazada paran=5en =10

A Aplicag&o do Conhecimento Cientifico na Engenharia Civil 2 Capitulo 15




Diferengas Finitas com 100 pontos (h = 1m)

n=>5 n=10
[105] p(o) vm (105 p() v (m)
7,392 4,06060 6,05 1,06790
7,3937 59,72808 6,0545 3,04075
7,39375 100,08278 6,0568 54,55065
7,39379 217,81425 6,05688 132,79715
7,39382 1.849,20169 6,056932 1.962,98015
7,393824 1.936.108,10456 6,0569355 27.118,06388
7,3938240035 25.369.692,40570 6,05693577 2.398.156,48192
Pcr = 7,39509 x 10° kN Pcr = 6,05798 x 10° kN
m m
Via Timoshenko e Gere (2009) Via Timoshenko e Gere (2009)
0,017 % (a favor da seguranca) 0,017 % (a favor da seguranca)

Tabela 3. Deflexdes em y no topo do pilar, com secao retangular vazada sob n=15en =20

3

b,.b 3 t t
com: L,(x) =~ {1 = [(1=2.m3).- (121, ) |}: s = 2.byi ms, = 3 Ty =

Na figura 14 apresentam-se as curvas de convergéncia da carga critica em forma

comparativa, para os quatro cenarios de espessura relativa das paredes.

v(’%’f)T

12

10

5 —8 n =20
4
2
o —_—
0 5000000 10000000 15000000 20000000 25000000 30000000 r(m)

Figura 14. Curvas de convergéncia de para pilar engastado na base e se¢éo retangular vazada com
espessura relativa das paredes

EXEMPLO 2: Nesta segunda analise admite-se o pilar com secao transversal circular

vazada e contida na equivaléncia do retangulo do exemplo 1, vide figura 15. Sendo o
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estado de carga: q, = 2kN/m , g, = 3kN/m, Q = 10kN e P = OkN. O material utilizado
sera o0 ago, assim tem-se como médulo de elasticidade longitudinal: E = 210 . 10° kN/

m? . Adota-se a altura do pilar de 100 metros. Busca-se neste exemplo a mera aplicacao

das equacgdes (7) e (8) resolvidas mediante diferencas finitas (ver item 2.2), dai a ndo

verificacdo do indice de esbeltez inferior a 90, sendo esse o critério para a estrutura

funcionar no campo das pequenas deformacgdes, isso segundo a NBR 6118 (ABNT, 2014).

Q 9
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g4 ‘LP

o T Tl . . el o

(@)

D=3m
(b)

=

060

D=3m
(©

v
e
'?3=£/D
s &
n3 i

I 1= (1 -2

Figura 15. Geometria do pilar de sec¢ao circular vazada e constante na altura: (a) estado de carga, (b)
secéo transversal macica e (c) secao anelar

Na tabela 4 s&o apresentados os deslocamentos no topo do pilar para quatro

espessuras relativas das paredes, bem como carga critica por convergéncia e pelo calculo

analitico presente em Timoshenko e Gere (2009) e anélise da aproximacao. Ver figura 15

(c).
Diferengas Finitas com 100 pontos (h = 1 m)
=5 n=10 n=15 n=20

P vm  pl) vm  plh vm  pl v (m)
5.500 0,03553 3.500 0,01898 2.800 0,13454 2.220 0,23094
5.600 0,07316 3.800 0,11038 2.840 0,60447 2.230 0,34657
5.660 0,19994 3.860 2,622919 2.845 1,07189 2.245 1,38812
5.690 1,48634 3.862 9,35073 2.850,500 7,16265 2.249 6,97158
5.692 2,60183 3.862,50 28,70482 2.850,800 10,37901 2.249,60 17,57173
5.693 416447 3.862,55 36,19672 2.851,400 101,82416 2.249,80 35,62892
5.694 10,42619 3.862,70 166,79780 2.851,450 383,08885 2.249,95 155,38855
5.694,66 1.363,99757 3.862,74 440726714 2.851,465  2.236,58360 2.249,99 1.499,04343

Pcr = 5.694, 66 kam
Via convergéncia

Via convergéncia

Via convergéncia

Pcr = 2. 249, gg kam
Via convergéncia

= 5.695,64 kN
Pcr = 2. ) o

Timoshenko e Gere

= 3.863,41 kN
Pcr = 9. ) m

Timoshenko e Gere

=2.851,96 kN
Pcr = 4. ' m

Timoshenko e Gere

=2.250,38 kN
Pcr = 4. . o

Timoshenko e Gere

(2009) (2009) (2009) (2009)
I, = 3,461 m* I, = 2,347 m* I,=1,733m* I, =1,367 m*
0,017 % (a favor da 0,017 % (a favor da 0,018 % (a favor da 0,017 % (a favor da
seguranca) seguranca) segurancga) seguranca)

Tabela 4. Deflexdes em y, no topo do pilar, para se¢éo circular vazada (anelar)
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Na figura 16 é apresentada a plotagem comparativa das curvas (carga x deformacéo),

isso em detrimento da espessura relativa da secéao circular vazada.

7.000

! secao Maciga
6:000
5:000
4000 n =10
3.000

"
2.000 n = 20
1.000

8 _— >
[} 1000 2000 3000 5000
v(m)

Figura 16. Curvas de convergéncia de p, para pilar engastado na base e segéo circular macica e
vazada com espessura relativa das paredes

Enquanto, na tabela 5 apresenta-se a convergéncia dos deslocamentos no topo do

pilar para segéo transversal circular maciga. Para tal, a inércia vale: | = 3,976m* . Ver

figura 15 (b).

Diferencas Finitas com 100 pontos (h = 1 m)

p (kN/m) v (m) p((kN/m) v (m) Pcr = 6.542,58 kN/m
6.000 0,01270 6.500 0,16276 Via convergéncia

4 .52 kN
6.200 0,20160 6.520 0,3069 Per = 6.543,71 —
6.300 0,02850 6.542,580 1.748,54162 Via Timoshenko e Gere (2009)
6.400 0,04855 6.542,582 3.527,44185 0,017 % (a favor da seguranca)

Tabela 5. Deflexdes em y, no topo do pilar circular, por incremento em p até convergéncia

EXEMPLO 3: Admite-se o pilar analisado no exemplo 1 e sob mesmo estado de

carga, material e altura. A Unica excecdo € considera-lo de secado retangular variavel

linearmente na altura, sendo as dimensdes na base: by =10meb, =30 m. Ja, para o topo

adota-se: hy =4 m e h = 12m. Vide figura 17. Procede-se neste ultimo exemplo a mera

aplicacao das equacgdes de obtencao da carga critica, sem almejar verificagées quanto ao

indice de esbeltez.
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Figura 17. Pilar retangular macico: (a) estado de carga e (b) perspectiva

Na tabela 6 apresentam-se os deslocamentos no topo do pilar, isso mediante
incremento no peso especifico y do material em kN/mé.

Diferencas Finitas com 100 pontos (h = 1 m)

Y [10*]  Ppase [10°] v (m) Y [10%] Phase [10°] v (m) kN
Pcr = 4,377x 106 e
0 0 0,01732 1,458 4,374 21,08928 =
Via convergéncia
1,3 3,9 0,15462 1,459 4,377 150,33863
1,4 4,2 0,41511 1,4591 4,377 388,35275 BN
=3,977 x 105 —
1,45 4,35 267749 1,45915 4,37745 1.863,45013 Per=2 m
1,451 4,353 3.00543 1,45916  4,37748 275580744, DUIEADERG oo QNN
1,454 4,362 475141 1,459162 4,377486  21.082,09253 10,06 % (contra a
1,457 4,371 11,34023 1,4591625 4,3774875 36.968,35366 seguranca)

Tabela 5. Deflexao y, para a se¢éo retangular macica e variavel linearmente, com p em kN/m

A carga critica por convergéncia é p., = 4,37749 x 10° kN/m, ja via Timoshenko e
Gere (2009, pag. 128) e sob interpolacdo no programa Célculo Numérico V5 (versao livre),
tem-se: p_, = 3,977 x 10° kN/m . verifica-se aproximacgéo de 10,06 % contra a seguranga.

41 CONSIDERACOES FINAIS

A obtencéo da equacéo diferencial que rege os efeitos de 2% ordem do pilar submetido
a carregamentos verticais devido ao peso — préprio e a reagcéo de apoio da superestrutura
foi obtida neste artigo de maneira pratica pela Técnica do Meio Continuo. Tal formulagao
€ apresentada para secado transversal variavel ao longo do eixo longitudinal x, bem
como para o caso particular de secédo constante. Na resolucdo da EDO em termo dos
deslocamentos v no topo do pilar e na dire¢cdo y, obtém-se de forma rapida a carga de
flambagem via discretizacdo do Meio Continuo pelo Método das Diferencas Finitas.

Nadeterminacao dacargacritica sao analisados pilares de secao constante ou variavel
e com altura j& mencionada e com secao transversal sob as seguintes configuracoes:
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retangular, circular (macicgas), tubular e anelar com paredes de espessura t relativa as
demais dimensdes. Além das secdes transversais constantes ao longo do eixo axial do
pilar (as secbes anteriormente listadas), procede-se a determinacdo da carga critica
para secao transversal em formato retangular e linearmente variavel na altura. A curva
de convergéncia da carga critica é obtida mediante discretizacdo da EDO do problema
de estabilidade, utilizando-se o método das diferencas finitas (MDF) com polindmio de
interpolacao quartica.

Por fim, comparam-se tais resultados em trés aplicacbes de casos particulares
com resolucao analitica apresentada na literatura especializada. E ainda, discute-se a
ineficacia operacional da solugdo mediante Equacédo Classica de Bessel.
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