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APRESENTAÇÃO 

A coletânea “Investigação, Construção e Difusão do Conhecimento em Matemática” 
é uma obra composta por 27 artigos que tem como foco principal a difusão de 
conhecimentos na dimensão matemática perante a uma diversidade de trabalhos. O 
livro apresenta produções científicas do âmbito nacional e internacional em formato de 
relatos de casos, estudos bibliográficos e experimentais com temáticas relevantes para a 
comunidade científica, para professores em exercício e aos que estão aperfeiçoando seus 
conhecimentos acerca do que está sendo pesquisado, debatido e proposto no ensino da 
educação básica, bem como no ensino superior. 

A relevância da matemática nos diferentes níveis educacionais é imensurável. Em 
todo canto e em toda situação a matemática está presente. Perante esse contexto, esta 
obra fomenta as pesquisas na área da educação matemática, dissemina os conhecimentos 
científicos a partir das diferentes visões teóricas e estudos contemplados pela referida 
área, a saber: etnomatemática, tecnologias, recursos didáticos, formação de professores e 
modelagem matemática. Também se insere nessa dimensão da difusão do conhecimento, 
as propostas interdisciplinares e conteudista para a educação básica e ensino superior, 
que visa primordialmente a aprendizagem com qualidade e de acordo com as exigências 
da sociedade contemporânea, isto é, um ensino próximo ao contexto do aluno. 

Debruçar nessa coletânea permite ao leitor se aventurar por diferentes conhecimentos 
científicos. Ampliará seus conhecimentos teóricos, bem como, enriquecerá sua prática 
docente a partir dos relatos com materiais concretos, tecnológicos e problemas 
contextualizados. Todavia, desejo que esta obra contribua significativamente não apenas 
para o enriquecimento teórico e prático, mas como meio motivador para novas investigações 
e consequentemente para a difusão do conhecimento científico matemático.   

José Elyton Batista dos Santos
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RESUMO: A eficiência de um método numérico 
na resolução de uma equação diferencial varia 
em funções de vários fatores, como precisão, 
tempo de processamento, capacidade da 
máquina, tipo de problema, entre outros. 
Portanto, a análise dessa eficiência é bastante 
complexa. A análise desse trabalho se 
concentrará em um problema de valor inicial de 
primeira ordem, onde serão revisados métodos 
e técnicas já consolidadas pela literatura, como 
o método de Euler, que se trata de um método 
direto e considerado elementar para resolução 
de EDO’s; e o método de Heun, que pode ser 
analisado de forma direta ou iterativa. Tais 
análises serão feitas a partir de aplicações 

comparativas, em que serão aplicados em 
dois estudos de caso da Engenharia Química, 
e serão analisados indicadores de rapidez e 
precisão de cada método.
PALAVRAS-CHAVE: Métodos Numéricos; 
Equações Diferenciais; Análises Numéricas.

COMPARISON BETWEEN EULER AND 

HEUN’S NUMERICAL METHODS IN 

RESOLVING ORDINARY DIFFERENTIAL 

EQUATIONS OF FIRST ORDER FROM 

APPLICATION IN CHEMICAL ENGINEERING

ABSTRACT: The efficiency of a numerical 
method in solving a differential equation varies 
in function of several factors, such as accuracy, 
processing time, machine capacity, type of 
problem, among others. Therefore, the analysis 
of this efficiency is quite complex. The analysis 
of this work will focus on a first-order initial 
value problem, where methods and techniques 
already consolidated in the literature will be 
reviewed, such as the Euler method, which is 
a direct method and considered elementary for 
solving ODE’s; and Heun’s method, which can 
be analyzed directly or iteratively. Such analyzes 
will be made from comparative applications, in 
which they will be applied in two case studies of 

http://lattes.cnpq.br/5933851972088367
http://lattes.cnpq.br/7790866637385232
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Chemical Engineering, and indicators of speed and precision of each method will be analyzed.
KEYWORDS: Numerical methods; Differential Equations; Numerical Analysis.

1 |  INTRODUÇÃO 

Muitos problemas fundamentais da engenharia são dados em termos de variações 
espaciais e temporais, e definem mecanismos de variação [4]. A abordagem de tais 
problemas é feita através de Equações Diferenciais, que envolve uma função desconhecida 
e suas derivadas. Processos químicos, fenômenos de transporte, e transferência de calor 
e massa são exemplos de tais fenômenos, presentes na engenharia química. 

Em problemas envolvendo misturas químicas é bastante comum encontrarmos 
equações diferenciais lineares de primeira ordem. As misturas são constituídas por duas 
ou mais substâncias, sendo estas simples ou compostas, onde suas propriedades vão 
variar de acordo com a proporção de seus componentes e essas proporções podem ser 
alteradas por processos químicos [4]. 

Uma equação diferencial é dita ordinária (EDO) quando as derivadas da equação 
pertencem a uma única variável, caso contrário, se trata de uma equação diferencial parcial 
(EDP). Há também a classificação quanto ao índice, ou ordem, da derivada presente na 
equação. Sendo assim, de acordo com [2], uma ED pode ser de ordem 1, 2, 3..., n, ...   

A resolução de uma equação diferencial implica em uma família de curvas, chama-se 
de solução geral. Porém, na maioria dos problemas, é necessário especificar uma curva 
para descrever o fenômeno apresentado. Segundo [10], se existir condições cujo número 
coincide com a ordem da EDO, tem-se um problema de valor inicial – PVI, onde a solução 
geral se reduz a uma solução particular, baseada nas condições apresentadas. 

A determinação dessas soluções é um dos grandes desafios da ciência. Para esse 
fim, há vários métodos que resolvem analiticamente uma EDO, contudo nem sempre é 
possível obter a solução analítica de uma EDO, neste caso, os métodos numéricos são a 
saída para se encontrar uma solução aproximada [2]. Outro desafio é obter uma solução 
numérica que se encaixam dentro de limites razoáveis, com o mínimo de erro possível. 
A análise desse erro, assim como apresentação de melhorias é o campo de estudo do 
presente trabalho.

2 |  FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

2.1 Equações diferenciais 

A fim de gerar uma melhor compreensão acerca dos estudos desenvolvidos neste 
trabalho, será apresentado um breve resumo da teoria fundamental relacionada as 
equações diferenciais. As demonstrações dos teoremas mais gerais fogem do escopo do 
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presente trabalho e serão omitidas em seu texto, podendo serem vistas na bibliografia 
básica dos cursos de equações diferenciais. Para iniciar-se o estudo, faz-se necessário 
entender as classificações de uma equação diferencial. Entre outros autores, [4] vem 
mostrar que: 

Definição 2.1 Uma equação que contém as derivadas (ou diferencias) de uma ou mais 
variáveis dependentes em relação a uma ou mais variáveis independentes é chamada de 
equação diferencial (ED). 

Tais equações, podem ser classificadas por tipo, ordem e linearidade. Quanto ao 
tipo, podem ser ordinárias ou parciais, onde a equação que apresenta derivadas com 
relação a uma única variável independente é chamada de equação diferencial ordinária 
(EDO). 

Entretanto, se a equação apresenta derivadas com relação a duas ou mais variáveis 
independentes é denominada de equação diferencial parcial (EDP). A classificação por 
ordem, corresponde a derivada de maior ordem na equação. Quanto à linearidade, dada 
a EDO de n - ésima ordem por:

O problema a ser tratado em Equações Diferenciais Ordinárias, consiste em encontrar 
uma função y (ou solução) que satisfaça a equação citada anteriormente. Esta solução 
é uma função que não possui derivadas nem diferenciais e ela podendo ser considerada 
geral ou particular. 

Uma solução particular é obtida a partir da solução geral, dando-se valores específicos 
às constantes. Frequentemente são dadas as seguintes condições que permitem encontrar 
os valores das constantes obtidas pelas integrações:

Para tais casos, se  então o problema é dito ser de valor 
inicial. Caso contrário, o problema é de valor de contorno. 

Neste trabalho, serão tratados métodos numéricos para se conseguir os valores de 
y(x) a partir de problemas de valor inicial. 



 
Investigação, Construção e Difusão do Conhecimento em Matemática Capítulo 23 220

2.1.2 Problema de Valor Inicial (PVI)

Em geral, os métodos matemáticos utilizados para resolver uma E.D.O. de primeira 
ordem, fornecem como resultado uma solução geral. Contudo, na prática é de maior 
interesse uma solução particular, ou seja, uma função y(x) que satisfaça determinadas 
condições de contorno que são impostas sobre ela e suas derivadas, e o problema para 
encontrar tal função dada as condições iniciais sobre x0, é chamado de problema de valor 
inicial (PVI).

Para resolver numericamente uma E.D.O. de primeira ordem com P.V.I., demonstrado 
na equação (2), supõem-se que ela satisfaz as condições de existência e unicidade. Esta 
solução numérica será encontrada para um conjunto finito de pontos (um intervalo fechado 
[a, b]) no eixo das abscissas.

Considerando m subintervalos deste intervalo [a, b], sendo m ≥ 1, é possível 
determinar m + 1 pontos onde as soluções numéricas devem ser calculadas. Estes pontos 
xj ϵ [a, b] são igualmente espaçados entre si por um tamanho de passo h, onde xj = x0 + j 
· h. O conjunto  obtido denomina-se rede ou malha de [a, b]. A solução 
numérica é uma funcão linear por partes, em que é aplicada a cada subintervalo, cujo 
gráfico apresenta-se como uma poligonal com vértices nos pontos  Embora existam 
métodos que apresentem uma boa precisão, os métodos numéricos sempre apresentarão 
erros quando comparados com as soluções exatas obtidas de um estudo analítico. 

2.2 Abordagem dos métodos numéricos para resolução de equações diferenciais

2.2.1 Série de Taylor de função de uma variável

Uma função  a uma variável x, contínua e indefinidademente derivável e aproximada em 
torno do ponto

 x = a, pode ser representada por uma série de potências da forma:

Em aplicações práticas, a Série de Taylor é utilizada em métodos numéricos, não é 
possível computar todos os seus termos. O que se faz, então, é considerar apenas um 
número  finito deles, truncando a série após o n-ésimo termo, na forma:
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O termo apresentado como Rn(x) corresponde ao erro de truncamento, que é expresso 
pela equação:

Em que a < ɛ < x.

2.2.2 Método de Euler

O método de Euler é o método mais antigo e simples para resolução de equações 
diferenciais ordinárias. Desenvolvido por Euler (1707 – 1783) por volta de 1768, esse 
método é também chamado de método da reta tangente, pois sua abordagem é feita 
a partir da equação da reta tangente [4]. Em um PVI, deseja-se obter as aproximações

, para as soluções exatas   uma vez que estas últimas 
são desconhecidas. Segundo Chapra (2006, p.555), a primeira derivada da função y = 

, fornece uma estimativa direta da inclinação em x0. Portanto, para determinar 
a projeção aproximada de um ponto seguinte (x1) em y, é feita uma estimativa através 
desta inclinação, que é definida pela função  da reta tangente a curva y no ponto (x0,y0 ):

Figura 1 – Gráfico de L(x)
Fonte: Gráfico de L(x) [7].

Sabendo que o ponto inicial (x0,y0) é fornecido pelo problema, o primeiro passo torna-
se a determinação de um valor para y1. Para tal, aproximando-se a solução y(x) por uma 
série de Taylor no ponto x=x0 e truncando o segundo termo, tem-se:
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Tendo em vista que, como valores exatos para y (xj) são desconhecidos, faz-se uso 
de valores aproximados yj e que ( , onde h é a distância 
entre os pontos xj, então:

Aplicando a formulação de Taylor para todos os subintervalos, pode-se definir uma regra 
geral para o Método de Euler:

Em que j pode assumir valores de 0,1, 2, …, m – 1.

2.2.3 Método de Heun

Segundo Chapra (2013, p. 561), uma grande fonte de erro, no método de Euler, é 
considerar que a derivada no início do intervalo pode ser usada em todo o intervalo. O 
método de Heun, que também é chamado de método de Euler melhorado, apresenta uma 
estratégia para melhorar a precisão da solução numérica. Uma das estratégias abordadas 
nesse método, segundo o mesmo autor, consiste em envolver a determinação de duas 
derivadas, uma no ponto inicial e outra no ponto final, onde a nova inclinação será dada 
pela média das duas derivadas. As Figuras 2 e 3 ilustram essa abordagem.

Figura 2 – Gráfico mostrando as inclinações em 
Fonte: Gráfico mostrando as inclinações em 
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Figura 3 - Gráfico mostrando as inclinações em (xi,yi) formando uma nova reta L (x) [7].
Fonte: Gráfico mostrando as inclinações em  formando uma nova reta  [7].

Neste método, uma estimativa antiga pode ser usada repetidamente para obter uma 
estimativa melhorada de yi + 1, convergindo para uma estimativa de erro de truncamento 
finito.

Pode-se então considerar [10]:

Usando o PVI, pode-se escrever as equações:

A partir de uma aproximação dada por: 

Tem-se:

Pode-se então considerar o algoritmo de Heun, dados  Gera-se 
aproximações para yi para y (xi) através de i = 0, 1, 2, 3…
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3 |  METODOLOGIA

Este estudo almeja ilustrar uma situação analítica e sua respectiva solução numérica, 
como também sua comparação com a solução computacional, a partir da abordagem de 
duas problemáticas diferentes, o Problema 1, “P1”, que trata da análise de mistura em 
um tanque com salmoura e o Problema 2 “P2” que trata da análise de concentrações das 
substâncias e da temperatura em função do tempo em um motor, onde há trocas de calor. 
As análises e comparações serão feitas a partir da aplicação dos métodos numéricos de 
Euler e Heun, que possibilitarão não só a resolução das equações diferenciais ordinárias 
de primeira ordem, como também a observação das diferenças entre os métodos e suas 
funções computacionais.

A aplicação dos métodos nos problemas selecionados, foram feitos com auxílio 
computacional. As configurações do computador utilizado no teste estão indicadas nos 
quadros a seguir:

CARACTERÍSTICAS GERAIS
Fabricante: Lenovo

Modelo: 50GA
Processador: Intel® Core™ i3-4005U CPU @ 1.70GHz 

Memória RAM: 4GB
HD: 1000GB

Quadro 1 – Dados referentes ao computador utilizado nos testes
Fonte: Manual do fabricante (2015).

CARACTERÍSTICAS GERAIS
Fabricante: Lenovo

Modelo: Windows 10 Profissional 64 bits

Quadro 2 – Dados referentes ao sistema operacional utilizado nos testes
Fonte: Manual do fabricante (2015).

3.1 Problemas Teóricos

Os problemas que vamos solucionar a seguir, constituem parte da análise teórica e 
abordam dois casos de aplicação na engenharia química, onde são aplicados os métodos 
numéricos citados anteriormente. Vejamos seus enunciados:

Problema 1 [2]: Considerando um tanque contendo inicialmente 300 galões de 
salmoura, com taxa de entrada da salmoura 3gal/min, concentração de 2lb/gal, e taxa de 
saída de 2gal/min. Com essas informações nota-se que o líquido acumulará no tanque a 
uma taxa de 1gal/min, logo em um tempo tem-se um volume de (300 + t) galões e uma 
taxa de entrada do sal igual a (3gal/min) * (2lb/gal) = 6lb/min. A concentração no fluxo 
de saída é A(t)/(300 + t), em que A(t) é a quantidade de sal no interior do tanque e a 
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quantidade fluxo de saída de sal é A(t)/(300 + t) * (2lb/gal). Descrevendo a variação da 
quantidade de sal A em função do tempo t, tem-se:

Problema 2 [5]: Um motor resfriado a ar que gera calor com uma taxa constante 
.

O ar no invólucro do motor circula rápido o suficiente para que sua temperatura 
seja considerada uniforme e igual à temperatura do ar de saída. O ar passa através do 
invólucro do motor com uma vazão de 6,00 lb.mol/min, entrando com uma temperatura de 
65°F, uma média de 0,200 lb.mol de ar está contida no invólucro do motor. (Desprezaremos 
a variação desta quantidade com a mudança da temperatura do ar.) O calor é érdido do 
invólucro para as vizinhanças com uma taxa de 

Suponha que o motor é ligado com a temperatura do ar dentro do invólucro igual a 
65°F.

Deduza uma equação diferencial para a variação da temperatura de saída com o 
tempo desde a partida e a resolva.

Dados: 

     

3.2 Estratégias de resolução

• Análise da resolução no tamanho do passo h;

• Análise de erros cometidos: erros absolutos (médio e máximo) e relativo (médio e 
máximo).

3.3 Algoritmos 

A seguir, estão representados os algoritmos utilizados nas simulações dos métodos 
numéricos.

3.3.1 Algoritmo para o Método de Euler

No método, após a inicialização dos parâmetros, o laço é iniciado executando o 
método de Euler e, consequentemente, novos valores de y são retornados ao passo que o 
valor de x (i) é atualizado a cada operação com um acréscimo h no seu valor. O processo 
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termina quando o método tiver percorrido todo o intervalo [x inicial, x final]. O gráfico contendo 
a função solução analítica e a função aproximada pelo método é gerado simultaneamente. 

Figura 4 – Algoritmo para o Método de Euler
Fonte: Autoria própria (2018).

3.3.2 Algorítimo para o método de Heun

No método, após a inicialização dos parâmetros, o laço é iniciado gerando novos 
valores de y partir da média das inclinações ao passo que o valor de x (i) é atualizado a 
cada operação com um acréscimo h no seu valor. O processo termina quando o método 
tiver percorrido todo o intervalo [x inicial, x final]. O gráfico contendo a função solução analítica 
e a função aproximada pelo método é gerado simultaneamente.
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Figura 5 - Algorítimo para o Método de Heun
Fonte: Autoria própria (2018).

4 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES

A seguir serão apresentados os resultados e discussões relacionados aos problemas 
teóricos propostos e a análise comportamental em diferentes casos de processos químicos.

Para resolver os problemas citados nesta análise comparativa, os métodos numéricos 
se apresentam como uma alternativa válida para encontrar uma solução aproximada. No 
presente estudo foi utilizado o cálculo analítico, e comparado o desempenho dos métodos 
numéricos de Euler e Heun, onde ambos são classificados como método de passo único. 
Segundo [2], métodos de passo único trabalham com base apenas na informação de 
um único ponto, e calculam uma predição futura. Os problemas envolvendo misturas 
químicas trabalham com problema de valor inicial, portanto esse primeiro ponto é sempre 
conhecido.

4.1 Resultados

4.1.1 Problema 1

A priori, analisou-se as condições estabelecidas pelo problema, juntamente com a 
E.D.O. fornecida:
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Tal equação diferencial, possui a seguinte solução analítica segundo a substituição dos 
dados abordados pelo problema:

A partir do enunciado, sabe-se que a quantidade de sal envolvida no tanque é de 
50lb, portanto A (0) = 50. Considerou-se 

Na modelagem do problema em questão, foram considerados dois tamanhos de 
passo h para a análise comparativa, no algorítimo dos dois métodos, sendo eles h = 1 e h 
= 10. A partir disso, obteve-se os seguintes resultados:

Considerando a resolução pelo método de Euler:

Tabela 1 – Resultados do método de Euler para o Problema 1
Fonte: Autoria própria (2018).

Pode-se destacar a influência da utilização dos tamanhos de passo h = 1 e h = 10 
na Figura 6:

Figura 6 – Aplicação do método de Euler no Problema 1
Fonte: Autoria própria (2018).

Considerando a resolução pelo método de Heun:
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h Iterações
Erro 

absoluto 
médio

Erro 
absoluto 
máximo

Erro relativo
médio

Erro relativo
máximo

1 401 0.0006 0.0008 0.0001 % 0.0002 %
10 41 0.0621 0.0797 0.0105% 0.0224%

Tabela 2 – Resultados do método de Heun para o Problema 1
Fonte: Autoria própria (2018).

Pode-se destacar a influência da utilização dos tamanhos de passo h = 1 e h = 10 
na Figura 7:

Figura 7 – Aplicação do método de Heun no Problema 1
Fonte: Autoria própria (2018).

4.1.2 Problema 2

Inicialmente é feita uma análise sobre as condições de contorno fornecidas no 
enunciado do problema, e a partir disso deu-se prosseguimento aos balanços de massa 
e energia em estado transiente, em que:

Substituindo-se os dados destacados do enunciado, chegamos a seguinte equação 
diferencial:
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Com PVI definido por: t = 0 e T = 65°F.
A resolução desta equação diferencial leva ao seguinte resultado analítico:

Na modelagem do problema em questão, foram considerados três tamanhos de 
passo h para a análise comparativa no algorítimo dos dois métodos, sendo eles h = 0.01, 
h = 0.001 e h = 0.0001. A partir disso, obteve-se os seguintes resultados:

h Iterações
Erro 

absoluto 
médio

Erro 
absoluto 
máximo

Erro relativo
médio

Erro relativo
máximo

0.01 31 2.0646 25.2687 1.4223%. 20.2075%
0.001 301 0.1918 1.6206 0.1326% 1.2599%

0.0001 3001 0.0192 0.1576 0.0132% 0.1218%

Tabela 3 – Resultados do método de Euler para o Problema 2
Fonte: Autoria própria (2018).

Pode-se destacar a influência da utilização dos tamanhos de passo h = 0.01, h = 
0.001 e h = 0.0001 na Figura 8:

Figura 8 – Aplicação do método de Euler no Problema 2
Fonte: Autoria própria (2018)

Considerando a resolução pelo método de Heun:
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h Iterações
Erro 

absoluto 
médio

Erro 
absoluto 
máximo

Erro relativo
médio

Erro relativo
máximo

0.01 31 0.8726 6.7107 0.5692 % 5.3434 %
0.001 301 0.0050 0.0413 0.0035 % 0.0320%

0.0001 3001 0.0002% 0.0003 0.0001% 0.0002%

Tabela 4 – Resultados do método de Heun para o Problema 2
Fonte: Autoria propria (2018).

Pode-se destacar a influência da utilização dos tamanhos de passo h = 0.01, h = 0.001 
e h = 0.0001 na Figura 9:

Figura 9 - Aplicação do método de Heun no Problema 4
Fonte: Autoria própria (2018).

4.2 Discussões

A partir da análise computacional comparativa dos Métodos Numéricos de Euler e 
Heun para resolução de Equações Diferenciais Ordinárias de primeira ordem, a influência 
do tamanho de passo h no desenvolvimento dos problemas aplicados à engenharia 
química abordados neste trabalho, foi o que mais se destacou na comparação entre os 
métodos, onde a diminuição do tamanho de passo h acarretou diretamente na diminuição 
dos erros associados aos métodos, tornando-os quase nulos. Tal efeito traduz-se em 
um comportamente bastante aproximado ao comportamento da curva do resultado 
analítico. Outro efeito observado neste estudo foi o do aumento de operações diretamente 
proporcional à diminuição do tamanho de passo h, nos dois problemas abordados, em 
decorrência do aumento da precisão.
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5 |  CONCLUSÕES 

Mediante apresentação dos resultados obtidos neste estudo, conclui-se que 
o método de Heun apresentou um menor erro em relação ao método de Euler, sendo 
mais apropriado para resolução destes tipos de problemas, embora a diferença entre os 
erros dos dois métodos possa ser considerada mínima. Além disto, obteve-se resultados 
importantes quanto a influência do tamanho de passo utilizado h, onde constatou-se que 
quanto menor o tamanho de passo h, para os dois estudos de caso considerados no 
presente trabalho, mais parecido se torna o comportamento da curva expressa pelos 
métodos de Euler e Heun com o comportamento da curva expressa a partir do resultado 
obtido analiticamente. Deste modo, comprova-se a melhor eficiência da utilização do 
método numérico de Heun na resolução dos problemas utilizados na análise comparativa 
deste trabalho, no ramo da Engenharia Química.
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