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APRESENTACAO

N&o ha padrées de desempenho em engenharia elétrica e da computacao que sejam
duradouros. Desde que Gordon E. Moore fez a sua classica profecia tecnologica, em
meados dos anos 60, a qual o numero de transistores em um chip dobraria a cada 18
meses - padrao este valido até hoje — muita coisa mudou. Permanece porem a certeza de
gue nao ha tecnologia na neste campo do conhecimento que nao possa ser substituida a
qualquer momento por uma nova, oriunda de pesquisa cientifica nesta area.

Produzir conhecimento em engenharia elétrica e da computacao é, portanto, atuar
em fronteiras de padrbes e técnicas de engenharia. Algo desafiador para pesquisadores
e engenheiros.

Neste livro temos uma diversidade de temas nas areas niveis de profundidade
e abordagens de pesquisa, envolvendo aspectos técnicos e cientificos. Aos autores e
editores, agradecemos pela confianca e espirito de parceria.

Boa leitura!
Joao Dallamuta
Henrique Ajuz Holzmann
Marcelo Henrique Granza
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TEORIA E ESTUDOS DE APLICACOES DA
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RESUMO: A transformada fracional de Fourier
(fractional Fourier transform - FrFT) é uma
generalizacdo da transformada classica de
Fourier (Fourier transform- FT) cujo pressuposto
basico exige que existam poténcias nao inteiras
para o operador ordinario de Fourier. A FrFT
tem origem em publicagdes do século XX, em
que o tratamento da transformada de Fourier
como a aplicacdo de um operador linear a uma
funcdo permitiu a generalizacdo da operacéo
para um conjunto continuo de dominios
fracionais, ou seja, dominios intermediarios
entre tempo e frequéncia. As aplicagcbes da
transformada fracional de Fourier vao desde
técnicas de criptografia e multiplexacdo de
sinais até aplicagdes em resolucao de equacgdes
fendbmenos

diferenciais que descrevem
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quanticos. O objetivo deste trabalho é apresentar as propriedades principais do operador
de Fourier de ordem a e do nucleo da transformacéo, para a obtencéo da forma discreta da
ferramenta. A FrFT implementada foi utilizada para realizar analises iniciais de sinais que
representam disturbios na rede elétrica e foram estudadas novas aplicacbes para a FrFT
como: Deteccao de ilhamento e curto circuito no sistema elétrico de poténcia.
PALAVRAS-CHAVE: Transformada de Fourier; Processamento de Sinais; Transformada
fracional de Fourier.

THEORY AND APPLICATION STUDIES OF THE FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM

ABSTRACT: The fractional Fourier transform is a generalization of the classic Fourier
transform, and if F? is the Fourier operator, a is a real number, however if F° is a FrFT
operator, a is a non integer number. FrFT has its origins in publications of the 20th century,
in which the treatment of the Fourier transform as the application of a linear operator to
a function allowed the generalization of the operation for a continuous set of fractional
domains, that is, intermediate domains between time and frequency. The applications of the
Fourier fractional transform range from cryptography and signal multiplexing techniques to
applications in solving differential equations that describe quantum phenomena. The objective
of this work is to present the main properties of the Fourier operator of order a and of the
transformation kernel, to obtain the discrete form of the tool. The implemented FrFT was
used to perform initial analysis of signals that represent disturbances in the electrical network
and new applications for FrFT were studied, such as: Island detection and short circuit in the
electrical power system.

KEYWORDS: Fourier Transform; Signal Processing; Fractional Fourier Transform.

11 INTRODUCAO

O campo do processamento digital de sinais sempre se beneficiou de uma estreita
conexao entre teoria e aplicagdes praticas em novas tecnologias (NETO, 2019). Em
engenharia elétrica os conceitos de processamento digital de sinais permitem que sejam
aplicados algoritmos eficientes na resolucdo de uma vasta classe de problemas que, sob
o ponto de vista do paradigma analégico de processamento de sinais, nédo podem ser
tratados.

Existem diversos estudos a respeito de transformadas em corpos finitos cujas
aplicacdes sao desenvolvidas desde os anos 1970 quando John M. Pollard apresentou
“The fast Fourier transform in a finite field” onde foram apresentadas as definicbes da
transformada discreta de Fourier aplicada em corpos finitos e também sao apresentados
os algoritmos para o célculo da transformada (NETO, 2019). A transformada discreta de
Fourier (discrete Fourier transform- DFT) é, provavelmente, o exemplo mais conhecido de
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uma transformada de comprimento finito com diversas aplicagdes em engenharia elétrica
e processamento de sinais.

A definicdo classica da transformada de Fourier foi formalizada pelo matematico
Jean-Baptiste Joseph Fourier durante o estudo da equacao diferencial que modela a
difusdo do calor. Atualmente existem inUmeras variagcdes da transformada classica de
Fourier cujas aplicacbes se estendem por diversos campos do conhecimento. Apesar da
formulagdo original da transformada ser integral com tempo continuo, a discretizacéo da
ferramenta escrevendo-a em termos de uma base composta de exponenciais complexas
conferiu a possibilidade do desenvolvimento de algoritmos computacionais para o calculo
da transformada.

O objetivo deste trabalho € apresentar os conceitos fundamentais acerca da FrFT e
as possiveis aplicagbes no contexto da engenharia elétrica. Diversas aplicagdes ja foram
estudadas como a multiplexacdo de sinais baseada na aplicacdo de transformacdes
fracionais aos sinais, implementacéao de filtros fracionais, tecnologia de encriptacao de
sinais e outras aplicagdes (LIMA, 2012).

O trabalho investiga ainda a aplicabilidade da FrFT como ferramenta para analise de
sinais que caracterizam eventos no SEP. Os eventos analisados foram: Curto-circuito e
ilhamento. Os resultados obtidos evidenciam o fato de que é possivel utilizar a FrFT como
ferramenta para extrair caracteristicas destes sinais.

2| FUNDAMENTACAO MATEMATICA DA TRANSFORMADA FRACIONAL DE FOURIER

A FrFT € uma generalizacao da FT que admite a existéncia de poténcias nao inteiras
para o operador ordinario de Fourier. Uma vez que a transformada de Fourier ordinaria
realiza a mudanca do dominio de uma func¢éo do tempo para a frequéncia, a transformada
fracional de Fourier de ordem a levara esta fungcdo a um dominio intermediario no plano
tempo-frequéncia (OZAKTAS; KUTAY; MENDLOVIC, 1999).

Para definir com precisao a transformada fracional de Fourier, € valido fazer algumas
consideracbes a respeito da transformada classica de Fourier. Antes de construir a
transformada, propriamente, é necessario definir um espaco vetorial topolégico onde
estdo contidas as fungdes de interesse. A metodologia utilizada sera definir a transformada
classica de Fourier em um espaco de Fréchet, que € uma generalizacdo localmente
convexa dos espacos de Banach.

Entdo seja L o espaco de Fréchet que contém fungbes suaves f infinitamente
diferenciaveis, € necessario estabelecer condi¢cdes de existéncia para a FT. Uma condi¢cao
suficiente para a existéncia da FT exige que o0 modulo do maior valor do produto entre a
m-ésima poténcia de t e a n-ésima poténcia de f(t) seja sempre menor que infinito, ou seja:

Yool (1) :sup‘t”’f”(t)‘ < o para todo m,n =0,1,2 (1)
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Se a condicéo estabelecida na equacado se cumpre define-se o operador ordinario
de Fourier para uma fungcédo fe L:

Flo) = J;_;r [ Ftre ot 2)

A transformada classica de Fourier é invertivel e a expressao da operacéo inversa é
dada pela equacéo abaixo:

f(t) = j F(w)e “de (3)

1

Var

As equacdes e sdao, respectivamente as expressdes para andlise e sintese de
Fourier. Uma vez definidos os operadores de analise e sintese de Fourier no espaco
estabelecido, € possivel desenvolver os conceitos iniciais a respeito da transformada
classica de Fourier. Estas propriedades levam a uma interpretacdo geométrica das
transformadas fracional e ordinaria de Fourier.

A primeira propriedade a se definir para a FT é chamada de propriedade da paridade,
o operador de paridade da FT é obtido através da aplicacédo sucessiva da FT. Entao, seja
f(t) uma fungado do tempo de frequéncia &, a aplicacéo sucessiva da FT em f(t) € dada por:

F(t)= (F(FF)(t) = | Flo)e “do 4)

J_

Entdo, a equacdo pode ser escrita como:
F?f(t) = (F(FF))t) =f(-t)

Seja F o operador ordinario de Fourier, entdo o operador de paridade é dado por F2.
De maneira analoga é possivel verificar o comportamento de poténcias mais altas da FT.
Entdo, seja F3, o comportamento da FT é dado pela equacgéo :

1 % A
—(F F2f _ f —m)tdt 5
3(t) = (F(F?f))(w) = 2;7[ (5)

Entao:

Ff(t) = (F(F*f))(@) = f(-)
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A equacao (5) evidencia o fato de que F3, ou seja, aplicar a transformada de Fourier
ordinariatrés vezes aumafungéo, é equivalente a aplicar a transformada inversa de Fourier
nesta funcdo. De maneira analoga é possivel verificar o comportamento do operador F4:

Ff(t)=F(t)=1 (6)

O operador F 4 coincide com o operador Fo— | que € o0 operador identidade de
Fourier, desta maneira aplicar a transformada de Fourier quatro vezes consecutivas a
mesma funcao tem como resultado a propria funcdo. A equacédo (6) também permite
verificar que a FT possui um periodo igual a 4, ou seja, poténcias maiores do que 4
para o operador ordinario vao ter comportamento semelhante ao que foi observado nos
operadores identidade (Fo e F4), paridade (F2) e inversa de Fourier (F3).

Os operadores podem ser escritos como F 2 com a € Z, e sintetizados de acordo com
a equacao (7), em que se define um angulo de rotacdo a cujo valor esta relacionado ao
parametro a.

a :%T paratodo acZ (7)

E a FT pode ser escrita como uma matriz de rotacdo dependente do angulo a e,

consequentemente, do parametro a.

t, | | cos(a) sen(a)|| t
L)j - {—sen(a) COS(a):||:a):|

A interpretacdo geométrica da FT decorre da possibilidade de interpreta-la como
uma rotacdo aplicada ao dominio de um sinal do tempo, levando-o para o dominio da
frequéncia. De forma geral o que se considera € que a aplicagcdo da transformada de
Fourier rotaciona em um angulo de 11/2 graus no sentido anti horario o dominio da funcéo,
ou seja, na transformada de fourier a = 1 na equacéo (7). Ja para os operadores de
paridade, inversa e identidade de Fourier o pardmetro a causa rotagées de 1, 3 1/ 2 ou -1t
/2 e 2 rrou 0, respectivamente, nos dominios das fungoes.

Os resultados podem ser observados em um sistema de coordenadas cartesiano

em que o eixo x representa o dominio do tempo e o eixo y representa o dominio da

frequéncia, vide Figura 1:
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F!' = F(w)

F? = f(-1) FO=F'=1=f(1)

F}=F'=F(-w)

Figura 1: Interpretacéo dos operadores no plano tempo frequéncia.

Fonte: Elaborado pelos autores.

As propriedades da transformada classica de Fourier no plano tempo frequéncia
evidenciam o aspecto de rotacdo da transformada de Fourier. Formalizar a transformada
de Fourier a este ponto exigiu, em um primeiro momento, a definicdo de um espacgo
vetorial topoldgico que contém as fungbes em que a transformada esta sendo aplicada.
Neste mesmo espago considerado anteriormente é possivel formalizar a transformada
fracional de Fourier e, através da mesma metodologia e verificar o carater de rotacao da
FrFT.

Para obter a FrFT através da mesma metodologia utilizada até aqui, deve ser possivel
que as poténcias do operador F sejam numeros nao inteiros. Entdo, assume-se que a
equacao (7) pode ser escrita como:

a :%T para todo a€ R (8)

Com o paréametro a pertencendo ao conjunto dos numeros reais, o &ngulo de rotacéo
a, que descreve a rotacdo do dominio das fungdes pode assumir valores diferentes de
/2, m 3/ 2e 2 Entdo, ao aplicar a FrFT a uma fungéo, o resultado obtido é uma
funcéo cujo dominio esta definido em uma reta ndo colinear com o dominio do tempo e
nao colinear com o dominio da frequéncia.

Eventualmente, o resultado da FrFT é idéntico ao da FT, uma vez que o conjunto Z
esta contido em R e, assim a FT é, na verdade, um caso especial da FrFT que acontece
quando o parametro a € um numero inteiro.

Para definir a matriz de rotacdo da FrFT, com aassociado a equacgao (8) é conveniente
definir variaveis adimensionais para os resultados da FrFT, uma vez que os resultados
ndo serdo definidos nos dominios da frequéncia e do tempo. Entdo seja x, a variavel
independente apos a aplicagao da FrFT e & a variavel dependente, a matriz de rotagao
pode ser definida por:
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X, cos(a) sen(a)|| x
{fa } - {—sen(a) cos(a)}{é}
O plano tempo frequéncia pode ser definido para as variaveis da FrFT como mostrado
na Figura 2.
A continuidade do pardmetro a na FrFT é garantida através da demonstracéo do
comportamento do kernel da transformacao quando o angulo de rotacdo aplicado é a
=0 e a=rmr/2. As consequéncias da aplicacdo de transformadas fracionais com estas

dimensdes serdo vistas na sec¢ao que trata das propriedades do kernel da transformada e
=~
ser4 visto que, para estes casos especiais, a FrFT se comporta como a funcéo .

‘fa—fﬁ—ﬂ-’
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Figura 2: Resultados da FrFT no plano tempo frequéncia.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Com as propriedades vistas até aqui, € possivel prosseguir para a definicdo da
expressao integral da FrFT:

o0

()= [ K, (xE)f(x)dx (9)

-0

O termo k,(x,£) na equagéo (9) é o kernel da FrFT e admite uma expanséo espectral
em termos de autofuncbes da FT, caso em que os autovetores da FrFT e da FT sédo
compartilhados, porém com os autovalores da FT elevados a a-ésima poténcia fracional
da FrFT. A definicdo da FT como uma equacao de autovalores leva a investigacdao da
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autoestrutura das transformadas, campo em que varias pesquisas sédo desenvolvidas com
0 objetivo de obter conjuntos de autovetores que aproximem o resultado numérico e as
propriedades da FrFT.

Para a definicao da FrFT através da autoestrutura da FT, é necesséario definir
primeiro uma base do espacgo L. A base do espaco que deseja-se obter € um conjunto de
autovetores da FT. Uma vez que /, todos os autovalores da transformada de Fourier estao
no conjunto {71, -i, -1, i} e, portanto, existem apenas quatro autovalores e quatro espacos
préprios diferentes, todos com dimenséo infinita. Deve-se considerar que o conjunto de
autovetores, neste caso, ndo é unico (devido as multiplicidades dos autovalores da FT),
porém os autovetores pertencentes a diferentes espacos proprios serdo automaticamente
ortogonais uma vez que F € auto adjunto no espaco L munido de produto interno. Dentro
de cada espaco proprio a escolha de um conjunto ortonormal de autovetores pode ser
arbitraria (BULTHEEL; SULBARAN, 2002).

Um conjunto ortonormal de autofuncdes, neste caso é chamado de fungdes Hermite-
Gaussianas. Escolhendo este conjunto especifico de autofun¢bes a transformada de

Fourier pode ser escrita como:

/a

Fig, =e 24, (10)

LT
—i=

Aqui, o autovalor para @ é dado por 4, =€ "2 com A, =—i =€ ? representando
uma rotagdo por um angulo de 1/ 2. Como as fun¢des Hermite-Gaussianas sdao um
conjunto de autofungdes da transformada de Fourier no espacgo L, isto é suficiente para
definir a FrFT neste conjunto de autofungdes. Assim a transformada fracional de Fourier
de ordem a é dada por:

T
an—

Fig. =e 24 (11)

A expanséao espectral do kernel da FT é dada por:

K(t.w)=3" A d, (@), (t) com 4, =€ "2 (12)

Enquanto que expansdo espectral do kernel da FrFT, em termos das mesmas
autofuncoes, é dado por:

. T
—lan—

k(X,.5,) = Zm:ﬂ«,%(éa)(ﬁn(xa) com i®=e 2 (13)

’ Ve ] ~ ] - 7ian£ 7 .
Em que @ (x_)é a n-ésimafungéo Hermite-Gaussianae e ? corresponde a a-ésima
poténcia do autovalor A? da transformada de Fourier ordinaria. A expansao espectral

Engenharia Elétrica e de Computagao Atividades Relacionadas com o Setor Cientifico e Tecnolégico 2 Capitulo 12




do kernel da transformada fracional em polinbmios Hermite-Gaussianos fundamenta
métodos de discretizacdo da transformada a partir do conhecimento da sua autoestrutura.
O estudo da autoestrutura das transformadas discretas sobre os reais tornou o horizonte
de pesquisas e aplicacao destas transformadas mais amplo e expandiu as pesquisas no
campo das transformadas fracionais (NETO, 2019). Em Lima (2012) é possivel observar
alguns exemplos de aplicacdes da FrFT e métodos utilizados para obter as suas versdes
discretizadas.

Agora, se forem definidos os operadores de sintese e andlise por T, e T,

respectivamente, e o operador que representa os autovalores por S,, entéo:

T,:f >c, ¢, = [ f(x},(x)dx

—a0

. T

S,:{4, ¢} A =e 2

RICARS WHAR)

Entdo, pode-se escrever a equagéo da transformada classica de Fourier:
F=T,S,T, (14)

Para a FrFT é possivel escrever a mesma equacao, considerando as poténcias nao
inteiras do operador F e o fato de que as duas transformadas compartilham os mesmos
autovetores, com a diferenca de que os autovalores da transformada fracional de Fourier

estdo elevados também ao parametro néo inteiro a, ou seja:
a *Qa
F°=T,SIT, (15)

Verifica-se que o operador T é unitario e T é o seu adjunto. Através desta
representacao é possivel demonstrar varias propriedades fundamentais do operador F2,
as principais propriedades estao listadas abaixo:

1. Propriedade da FT: Para a transformada classica de Fourier a=1 e a =mr/2entao
Fi(t) = F(w);

2. Propriedade da identidade: Se a = 0, F#f(f) = 1f({) = f(1);

3. Propriedade da paridade: Se a = 2, F2f(f) = f(-1);

4. Propriedade aditiva: Sejam os operadores F ae F b, paratodo a, be R, entéo
(Fa+Fb)f(t) = F af(t)+F bf(t);

5. Raiz quadrada: A FrFT de ordem a = 0,5 é a raiz quadrada da FT, uma vez que
(FPo+ FP°) £(f) = Ff(f) = Fw);

6. Propriedade da unitariedade: (F?)" = (F?);
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7. Comutatividade: F2F° = FbF#2;
8. Associatividade: F?(F°F°)=(F*F")F°.
Entdo valem as propriedades abaixo para o kernel da FrFT:
1. Simetria Diagonal: k,(x,x) = ky,(x, ) ;
2. Complexo conjugado: kg, (x,X) =k, (x,x);
3. Simetria Pontual: k_([x,x )=k, (x,[x);
4. Aditividade: k,([Ix,x )k, (0x,x) = k_,,(0x,x);
5. Ortogonalidade: k,(x,x )k (x,x)=d(x[x).

31 ALGORITMO PARA O CALCULO DA TRANSFORMADA FRACIONAL DE FOURIER

r N

Uma multiplicagao por um chirp

Y

Uma convolu¢do com um chirp

Uma segunda multi-
plicacdo por um chirp

Figura 3: Algoritmo para o célculo da transformada fracional de Fourier.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Em Ozaktas et al (1996) sdo apresentados dois métodos computacionais para o
calculo da FrFT, ambos baseados no fato de que transformacées lineares candnicas, como
€ o0 caso da FrFT podem ser divididas em operacdes mais simples como multiplicacédo e
convolugao por um chirp e a transformacédo ordinaria de Fourier. Em Ozaktas, Kutay,
Mendlovic (1999), o processo para o calculo da FrFT & definido através do seguinte
procedimento:

Para definir a FrFT de acordo com o procedimento acima, assume-se que em todos
os dominios fracionais, de variavel x, a fungao f esta contida no intervalo [-Ax/2 , Ax/2].
Essa definicdo é equivalente a assumir que a distribuicdo de Wigner das funcdes f esta
contida em um circulo de raio Ax/2, o que garante que boa parte da energia do sinal
esta contida no mesmo raio, desde que Ax seja suficientemente grande. A FrFT pode ser
escrita, com a expressao do kernel simplificada, como:

Faf(X) — IA(J{e‘r'ﬂoot(oc)x2 J' ei27rcsc(a)xaxeiﬂoot(a)x2 f(X)dX (1 6)
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O parametro a (que determina o angulo de rotacéo do dominio dos sinais) deve estar
limitado ao intervalo 0,5 < a < 1,5 para que a fungdo modulada e S esteja contida no
intervalo +Ax Por fins de simplificacdo, assume-se que a =cot(a) e b =csc(a ).

Sabendo que distribuicdo de Wigner é zero para um circulo de raio maior que Ax
centrado na origem, aplica-se o método da interpolacdo de Shannon para reescrever
e )f(x) como:

. 2 N P 2 *
e M (x)= D ™ 25" (n]2Ax,)sinc(2Ax,(x — (n ] 2Ax,)) (17)
n=-—N
Onde N = (Ax)?. O somatério na equacao (17) é realizado de -N até N - 1 e assume-
se que f(x) é igual a 0 fora do intervalo [-Ax/2 , Ax/2]. Substituindo a equacéo (17) em (16)
e mudando a ordem de integracéo e soma:

. ox o N-1 P 2 . 2
f,(x,)=Ae™ e " gl (et f(n/2Axa)je'”ﬂ”axsin c(2Ax,(x —(n/2Ax,))dx (18)
n=—N

Uma vez que a integral rect(csc(a)/2[]x,)=1 no intervalo Ixl =< Ax /2. Entéo as
componentes de f, ( x, ) podem ser calculadas por:

N-1 ) ) .
£(X,)= (A, 12Au) Y @™ *glPn2ve)gin (m2alf y 1 2px) (19)
n=—N
A equacao (19) é uma versao discretizada da FrFT que pode ser implementada
computacionalmente, no entanto o esforco computacional exigido & proporcional ao
numero de operacdes que a operagao exige. Para reduzir o numero de operacgdes, adota-
se 0 método descrito no inicio desta secédo, em que a FrFT é dividida em operagcées mais

ipb (n/2[0x)?

simples e, entédo, a equacao (19) é escrita como uma convolugéo por e como:

fa(m/Axa) _ (Aa /2Au)eiﬂ(a*—ﬁ)(m/2Axa ¥ Nz‘j eiﬂﬁ((m—n)IZAx)zeiﬂ(axfﬁ)(n/2Axa ¥ (20)
n=-N

AFrFT pode serimplementada através da equacéao 20 para qualquer dominio fracional,
embora o parametro a esteja limitado ao intervalo 0,5< a < 1,5, gracas a propriedade da
aditividade, os dominios fracionais que nao estao contidos no intervalo podem ser obtidos
através de aplicagdes sucessivas de FrFT no intervalo de a.

A Figura 4 mostra a evolugdo da funcéo retangular do dominio do tempo para o
dominio da frequéncia, passando por dois dominios fracionais. Em (a), a FrFT aplicada
€ a identidade de Fourier, caso em que a = 0, em (b) é possivel verificar o resultado da
aplicacéo de uma FrFT com a = 0,5, caso em que o resultado obtido é a raiz quadrada da
FT (de acordo com as propriedades ja descritas anteriormente), em (c) a FrFT aplicada
possui a = 0,7 e, com o dominio fracional se aproximando do dominio da frequéncia,
as componentes de frequéncia do sinal se destacam e o resultado se aproxima da FT.
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Finalmente, em (d) a FrFT aplicada coincide com a FT com a = 1 e o resultado obtido é a
funcéo sinc, que corresponde exatamente ao resultado esperado.

(a) (b)

10 4

10 1
05 4 05 4
0.0 1 , , , 0.0 1
-5 o 5 -5 o 5
(c) (d)
10 - 101
0.5 - 05 1
0.0 4 T T T 0.0 1 T T T
-5 o 5 -5 o 5

Figura 4: Modulo de diferentes transformadas fracionais da funcéo retangular.

Fonte: Elaborado pelos autores.

41 APLICACOES DA TRANSFORMADA FRACIONAL DE FOURIER

4.1 MULTIPLEXACAO DE SINAIS

Uma das possiveis aplicagdes da FrFT, no &mbito da comunicacao é utiliza-la na
multiplexacdo de sinais. Multiplexar sinais significa transmiti-los através de um mesmo
canal utilizando, para isto, ferramentas multiplexacdo e demultiplexagdo. A técnica de
multiplexacdo baseada na FrFT consiste em rotacionar os dominios dos sinais a serem
transmitidos em direcdes fixas no plano tempo frequéncia de modo a garantir um melhor
aproveitamento do uso da largura de banda.

Nos trabalhos de Ozaktas et al, (1994), Martone (2001) e Erseghe, Laurenti e Cellini
(2005) sao tratados conceitos relacionados a multiplexagéo de sinais no dominio do tempo
e da frequéncia e multiplexagcdo de sinais em dominios fracionais contendo informacéo
dos dois espacos. Os autores apresentam modelos em que € possivel transmitir sinais
através dos mesmos canais sem que haja sobreposi¢cdo das informagdes, utilizando a
FrFT.

Estudos mais recentes demonstram a possibilidade da utilizagcdo da FrFT em
sistemas de multiplexacao através de um sistema que procura otimizar o aproveitamento
do plano tempo frequéncia. No sistema proposto em Tao, Meng e Wang (2010) é
realizada a multiplexacado de sinais baseada na ordem da transformada fracional aplicada.
Nesse sistema, as fungdes de base dos sinais transmitidos séo unides dos kernels das

transformadas fracionais aplicadas aos sinais.
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4.2 FILTROS FRACIONAIS

Além da multiplexacé&o de sinais, outra aplicacdo da FrFT em comunicacdes € a
utilizacdo para filtragem de sinais. A FrFT é utilizada para filtrar sinais cujas componentes
indesejadas sdo sobrepostas nos dominios do tempo e da frequéncia, porém podem ser
separadas em dominios fracionais.

O processo de filtragem fracional pode ser resumido através da Figura 5, o sinal em
(a) € um pulso gaussiano modulado por um chirp e o objetivo de aplicar um filtro fracional
a este sinal é recupera-lo, no dominio do tempo, com o0 minimo de componentes do chirp
adicionado.

Em (b) é possivel observar o primeiro estagio do processo de recuperacgéo do sinal,
uma FrFT de a = 0,8 foi aplicada ao sinal de modo a observar, no dominio fracional,
as componentes de frequéncia presentes. O pulso gaussiano (componente de maior
magnitude) € mantido, enquanto que o restante da informacéo do sinal é eliminada através
de um filtro passa faixa.

Em (c) é possivel verificar o resultado apés a filtragem, ainda no dominio fracional.
Para recuperar o sinal, em (d) é necessério aplicar uma FrFT inversa de mesma ordem a
que foi aplicada anteriormente.

(a) (b)
10 -
> 05
00 T T L L T T T L T L
(c) (d)
24
)
14
0<I T T T T ‘I T T T T
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

X X

Figura 5: Aplicagao de um filtro fracional para recuperag¢éao de um sinal.
Fonte: Modificado de Lima (2012).

4.3 DETECCAO DE FALHAS EM MAQUINAS ELETRICAS

A utilizacdo de ferramentas matematicas avancadas a analise de vibracdo em
maquinas elétricas € um campo com vasta aplicabilidade para transformadas de Fourier.

A utilizacdo da FrFT para identificacéo de falhas em motores é estudada no trabalho de
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GU et al, (2018) em que sédo estudadas falhas no rotor de maquinas trifasicas de inducéao.

No estudo realizado por GU et al, (2018) foram obtidos resultados promissores com
relacdo a utilizacdo da FrFT na deteccao de falhas em 4 experimentos distintos. Foram
verificadas falhas do tipo: rotor danificado, uma barra do rotor oca e danos no rolamento da
esfera. Além disso, foram introduzidos ruidos intencionais aos sinais de modo a verificar
a eficiéncia do método desenvolvido para sinais com ruidos.

4.4 ANALISE DE DISTURBIOS NO SISTEMA ELETRICO DE POTENCIA UTILIZANDO A
TRANSFORMADA FRACIONAL DE FOURIER

O conceito de qualidade de energia esta diretamente relacionado as formas de onda
de tensao e corrente e com a frequéncia do SEP. Os limites de oscilacéo dos paradmetros
do sistema elétrico séo fixados através dos Procedimentos de Distribuicdo de Energia
Elétrica no Sistema Elétrico Nacional — PRODIST (ANEEL, 2017).

Em operacdo normal, a frequéncia da rede deve ser tdo proxima quanto possivel
do valor nominal de 60 Hz e as formas de onda da corrente e da tensdo ndo devem
apresentar distor¢coes. Dentre os fenbmenos que podem causar degradacao da qualidade
de energia podem se destacar: Harmoénicos, flutuagdes de tensao, afundamento de tenséao,
transitérios eletromagnéticos, curto circuito, ilhamento, etc.

A andlise de disturbios no SEP pode ser realizada através de ferramentas de
processamento digital de sinais que sao utilizadas para extrair caracteristicas e identificar
anomalias nos sinais. Na Figura 6 é possivel observar o resultado do modulo da FrFT
aplicada ao sistema elétrico trifasico em operacao normal.

Operacdo Normal da Rede
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T T T
0 100 200 300 400 500

"v'r Dfammm&n k

T T
0 100 200 500

Operacdo normal: FrFT com a = 0.5

Figura 6: Representacao das 3 fases do sistema elétrico no dominio do tempo e as respectivas FrFT's.

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Uma das ocorréncias que precisa ser detectada nos instantes iniciais, no sistema
elétrico de poténcia, é o curto circuito. Um curto circuito ocorre quando a corrente elétrica
flui através de um caminho de impedancia que, teoricamente, tende a zero. Existem
diferentes tipos de curto circuitos e cada um deles possui caracteristicas particulares.
Podem ocorrer curtos trifasicos, curtos bifasicos e monofasicos, além disto os curtos
bifasicos e trifasicos podem ou n&o ter envolvimento com a terra, entretanto o curto circuito
monofasico acontece sempre entre uma das fases do sistema e a terra.

A ocorréncia de curto circuitos assimétricos SEP causa um desbalanco entre fases
gue pode ser observado nas formas de onda de cada uma das trés fases do sistema. A
FrFT pode ser utilizada para analisar sinais que representam curto-circuito no SEP. Na
Figura 7 € possivel verificar o resultado da aplicacdo de uma FrFT de ordem 0,5 (a raiz
quadrada da FT) ao sinal de tensdo durante um curto circuito bifasico entre as fases A e
B do sistema.

Curto Circuito Bifasico entre as fases A e B
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Figura 7: M6dulo da FrFT aplicada a um sinal de curto circuito no SEP.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Além do curto circuito bifasico, foi verificado o resultado da FrFT ao analisar um curto
circuito monofasico na fase A. O resultado obtido para os casos de curto circuito analisados
evidenciam o fato de que a FrFT possui um maior grau de liberdade com relagao a FT,
uma vez que nos dominios fracionais, a informag¢éo contida nos sinais mantém relacéo
com as informacdes do tempo e da frequéncia. O resultado obtido para o curto circuito
monofasico pode ser visto na Figura 8, onde foi plotado o sinal de tensdo durante o curto:
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Curto Circuito monofisico na fase A
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Figura 8: Modulo da FrFT aplicada a um sinal de curto circuito no SEP.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Outro evento analisado foi o ilhamento. Um ilhamento ocorre quando, por algum
motivo, parte da rede elétrica € desconectada do sistema principal e permanece
energizada por um gerador distribuido. Os sistemas de deteccéo de ilhamento devem ser
capazes de distinguir entre os eventos do SEP de modo a evitar atuagcdes indevidas. Além
disso, é necessario que os sistemas sejam confidveis, uma vez que a néo detecgcao de
ilhamento causa diversos problemas ao SEP como queda da qualidade de energia, perda
de referéncia de tensao, entre outros problemas.

As principais técnicas de deteccdo de ilhamento podem ser classificadas em:
Técnicas locais, que podem ser ativas, passivas ou hibridas; Técnicas remotas e Técnicas
que utilizam processamento de sinais. As vantagens de se empregar técnicas baseadas
em processamento de sinais sao a nao degradacao da qualidade de energia, problema
qgue ocorre em técnicas ativas, e a confiabilidade conferida ao sistema. O resultado obtido
com a FrFT aplicada a um sinal de ilhamento pode ser visto na Figura 8.

Durante o ilhamento ocorre um valor elevado de transitérios no sinal da tensao.
Componentes do sinal que se sobreponham nos dominios do tempo e da frequéncia serao
perdidas com FrFT = FT, entretanto, é possivel analisar as componentes transitorias nos
dominios fracionais.
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Operacdo ilhada
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Figura 8: Modulo da FrFT aplicada a um sinal de ilhamento no SEP.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Outra possibilidade é utilizar a FrFT para tratar a energia do sinal, uma vez que
€ possivel determinar dominios fracionais com um pequeno numero de amostras que
contém toda a energia do sinal.

51 CONCLUSAO

A transformada fracional de Fourier € uma ferramenta cujo campo de aplicacbes
ainda esta aberto a ser explorado, dada a vasta utilidade da ferramenta nos mais variados
problemas.

Neste trabalho foram apresentados conceitos consagrados a respeito da FrFT,
como a sua definicdo em termos de autofunc¢des da FT, as propriedades do kernel da
transformada, as propriedades fundamentais do operador fracional de Fourier e um dos
métodos através dos quais é possivel implementa-la computacionalmente.

Também foram vistos conceitos iniciais cujas aplicagbes ainda nao foram
desenvolvidas pela comunidade de processamento de sinais, como a analise de disturbios
no sistema elétrico de poténcia, sendo estes distarbios o ilhamento e o curto circuito.

Embora a transformada de Fourier seja uma ferramenta consagrada no tratamento
deste tipo de problema, o fato de a transformada fracional de Fourier possuir uma resposta
mais geral, dada a continuidade do parametro a, abre uma nova gama de possibilidades
em processamento de sinais.

A analise de sinais em dominios fracionais pode ser empregada em conjunto com
técnicas de inteligéncia computacional para o reconhecimento de padrdes em disturbios
do SEP e, assim, novos modelos de técnicas de deteccéo de ilhamento, curto circuito,
oscilagbes de tensdo e outros disturbios podem ser tratados do ponto de vista do

Engenharia Elétrica e de Computagao Atividades Relacionadas com o Setor Cientifico e Tecnolégico 2 Capitulo 12




processamento digital de sinais utilizando a transformada fracional de Fourier.
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