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APRESENTAÇÃO

Não há padrões de desempenho em engenharia elétrica e da computação que sejam 
duradouros. Desde que Gordon E. Moore fez a sua clássica profecia tecnológica, em 
meados dos anos 60, a qual o número de transistores em um chip dobraria a cada 18 
meses - padrão este válido até hoje – muita coisa mudou. Permanece porem a certeza de 
que não há tecnologia na neste campo do conhecimento que não possa ser substituída a 
qualquer momento por uma nova, oriunda de pesquisa científica nesta área. 

Produzir conhecimento em engenharia elétrica e da computação é, portanto, atuar 
em fronteiras de padrões e técnicas de engenharia. Algo desafiador para pesquisadores 
e engenheiros.

Neste livro temos uma diversidade de temas nas áreas níveis de profundidade 
e abordagens de pesquisa, envolvendo aspectos técnicos e científicos. Aos autores e 
editores, agradecemos pela confiança e espirito de parceria.

Boa leitura!
João Dallamuta

Henrique Ajuz Holzmann
Marcelo Henrique Granza
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RESUMO: A transformada fracional de Fourier 
(fractional Fourier transform - FrFT) é uma 
generalização da transformada clássica de 
Fourier (Fourier transform - FT) cujo pressuposto 
básico exige que existam potências não inteiras 
para o operador ordinário de Fourier. A FrFT 
tem origem em publicações do século XX, em 
que o tratamento da transformada de Fourier 
como a aplicação de um operador linear a uma 
função permitiu a generalização da operação 
para um conjunto contínuo de domínios 
fracionais, ou seja, domínios intermediários 
entre tempo e frequência. As aplicações da 
transformada fracional de Fourier vão desde 
técnicas de criptografia e multiplexação de 
sinais até aplicações em resolução de equações 
diferenciais que descrevem fenômenos 
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quânticos. O objetivo deste trabalho é apresentar as propriedades principais do operador 
de Fourier de ordem a e do núcleo da transformação, para a obtenção da forma discreta da 
ferramenta. A FrFT implementada foi utilizada para realizar análises iniciais de sinais que 
representam distúrbios na rede elétrica e foram estudadas novas aplicações para a FrFT 
como: Detecção de ilhamento e curto circuito no sistema elétrico de potência.
PALAVRAS-CHAVE: Transformada de Fourier; Processamento de Sinais; Transformada 
fracional de Fourier.

THEORY AND APPLICATION STUDIES OF THE FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM

ABSTRACT: The fractional Fourier transform is a generalization of the classic Fourier 
transform, and if aF  is the Fourier operator, a is a real number, however if aF  is a FrFT 
operator, a is a non integer number. FrFT has its origins in publications of the 20th century, 
in which the treatment of the Fourier transform as the application of a linear operator to 
a function allowed the generalization of the operation for a continuous set of fractional 
domains, that is, intermediate domains between time and frequency. The applications of the 
Fourier fractional transform range from cryptography and signal multiplexing techniques to 
applications in solving differential equations that describe quantum phenomena. The objective 
of this work is to present the main properties of the Fourier operator of order a and of the 
transformation kernel, to obtain the discrete form of the tool. The implemented FrFT was 
used to perform initial analysis of signals that represent disturbances in the electrical network 
and new applications for FrFT were studied, such as: Island detection and short circuit in the 
electrical power system.
KEYWORDS: Fourier Transform; Signal Processing; Fractional Fourier Transform.

1 |  INTRODUÇÃO

O campo do processamento digital de sinais sempre se beneficiou de uma estreita 
conexão entre teoria e aplicações práticas em novas tecnologias (NETO, 2019).  Em 
engenharia elétrica os conceitos de processamento digital de sinais permitem que sejam 
aplicados algoritmos eficientes na resolução de uma vasta classe de problemas que, sob 
o ponto de vista do paradigma analógico de processamento de sinais, não podem ser 
tratados.

Existem diversos estudos a respeito de transformadas em corpos finitos cujas 
aplicações são desenvolvidas desde os anos 1970 quando John M. Pollard apresentou 
“The fast Fourier transform in a finite field” onde foram apresentadas as definições  da 
transformada discreta de Fourier aplicada em corpos finitos e também são apresentados 
os algoritmos para o cálculo da transformada (NETO, 2019). A transformada discreta de 
Fourier (discrete Fourier transform- DFT) é, provavelmente, o exemplo mais conhecido de 
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uma transformada de comprimento finito com diversas aplicações em engenharia elétrica 
e processamento de sinais.

A definição clássica da transformada de Fourier foi formalizada pelo matemático 
Jean-Baptiste Joseph Fourier durante o estudo da equação diferencial que modela a 
difusão do calor. Atualmente existem inúmeras variações da transformada clássica de 
Fourier cujas aplicações se estendem por diversos campos do conhecimento. Apesar da 
formulação original da transformada ser integral com tempo contínuo, a discretização da 
ferramenta escrevendo-a em termos de uma base composta de exponenciais complexas 
conferiu a possibilidade do desenvolvimento de algoritmos computacionais para o cálculo 
da transformada.

O objetivo deste trabalho é apresentar os conceitos fundamentais acerca da FrFT e 
as possíveis aplicações no contexto da engenharia elétrica. Diversas aplicações já foram 
estudadas como a multiplexação de sinais baseada na aplicação de transformações 
fracionais aos sinais, implementação de filtros fracionais, tecnologia de encriptação de 
sinais e outras aplicações (LIMA, 2012).

O trabalho investiga ainda a aplicabilidade da FrFT como ferramenta para análise de 
sinais que caracterizam eventos no SEP. Os eventos analisados foram: Curto-circuito e 
ilhamento. Os resultados obtidos evidenciam o fato de que é possível utilizar a FrFT como 
ferramenta para extrair características destes sinais.

2 |  FUNDAMENTAÇÃO MATEMÁTICA DA TRANSFORMADA FRACIONAL DE FOURIER 

A FrFT é uma generalização da FT que admite a existência de potências não inteiras 
para o operador ordinário de Fourier. Uma vez que a transformada de Fourier ordinária 
realiza a mudança do domínio de uma função do tempo para a frequência, a transformada 
fracional de Fourier de ordem a levará esta função a um domínio intermediário no plano 
tempo-frequência (OZAKTAS; KUTAY; MENDLOVIC, 1999).

Para definir com precisão a transformada fracional de Fourier, é válido fazer algumas 
considerações a respeito da transformada clássica de Fourier. Antes de construir a 
transformada, propriamente, é necessário definir um espaço vetorial topológico onde 
estão contidas as funções de interesse. A metodologia utilizada será definir a transformada 
clássica de Fourier em um espaço de Fréchet, que é uma generalização localmente 
convexa dos espaços de Banach.

Então seja L o espaço de Fréchet que contém funções suaves f infinitamente 
diferenciáveis, é necessário estabelecer condições de existência para a FT. Uma condição 
suficiente para a existência da FT exige que o módulo do maior valor do produto entre a 
m-ésima potência de t e a n-ésima potência de f(t) seja sempre menor que infinito, ou seja:

                                                                  (1) 
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Se a condição estabelecida na equação  se cumpre defi ne-se o operador ordinário 
de Fourier para uma função ƒ ϵ L:

A transformada clássica de Fourier é invertível e a expressão da operação inversa é 
dada pela equação abaixo:

As equações  e  são, respectivamente as expressões para análise e síntese de 
Fourier. Uma vez defi nidos os operadores de análise e síntese de Fourier no espaço 
estabelecido, é possível desenvolver os conceitos iniciais a respeito da transformada 
clássica de Fourier. Estas propriedades levam a uma interpretação geométrica das 
transformadas fracional e ordinária de Fourier.

A primeira propriedade a se defi nir para a FT é chamada de propriedade da paridade, 
o operador de paridade da FT é obtido através da aplicação sucessiva da FT. Então, seja 
f(t) uma função do tempo de frequência ξ, a aplicação sucessiva da FT em f(t) é dada por:

Então, a equação  pode ser escrita como:

Seja F o operador ordinário de Fourier, então o operador de paridade é dado por F 2. 
De maneira análoga é possível verifi car o comportamento de  potências mais altas da FT. 
Então, seja F 3, o comportamento da FT é dado pela equação :

Então:



Engenharia Elétrica e de Computação Atividades Relacionadas com o Setor Científi co e Tecnológico 2 Capítulo 12 152

A equação (5) evidencia o fato de que F 3, ou seja, aplicar a transformada de Fourier 
ordinária três vezes a uma função, é equivalente a aplicar a transformada inversa de Fourier 
nesta função. De maneira análoga é possível verifi car o comportamento do operador F 4:

O operador F 4 coincide com o operador F 0 = I que é o operador identidade de 
Fourier, desta maneira aplicar a transformada de Fourier quatro vezes consecutivas à 
mesma função tem como resultado a própria função. A equação (6) também permite 
verifi car que a FT possui um período igual a 4, ou seja, potências maiores do que 4 
para o operador ordinário vão ter comportamento semelhante ao que foi observado nos 
operadores identidade (F 0 e F 4), paridade (F 2) e inversa de Fourier (F 3).

Os operadores podem ser escritos como F a com a ϵ �, e sintetizados de acordo com 
a equação (7), em que se defi ne um ângulo de rotação ɑ cujo valor está relacionado ao 
parâmetro a.

                                                                                                                        (7)

E a FT pode ser escrita como uma matriz de rotação dependente do ângulo ɑ e, 
consequentemente, do parâmetro a.

A interpretação geométrica da FT decorre da possibilidade de interpretá-la como 
uma rotação aplicada ao domínio de um sinal do tempo, levando-o para o domínio da 
frequência. De forma geral o que se considera é que a aplicação da transformada de 
Fourier rotaciona em um ângulo de π /2 graus no sentido anti horário o domínio da função, 
ou seja, na transformada de fourier a = 1 na equação (7). Já para os operadores de 
paridade, inversa e identidade de Fourier o parâmetro a causa rotações de π, 3 π / 2 ou -π 
/ 2 e 2 π ou 0, respectivamente, nos domínios das funções.

Os resultados podem ser observados em um sistema de coordenadas cartesiano 
em que o eixo x representa o domínio do tempo e o eixo y representa o domínio da 
frequência, vide Figura 1:
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Figura 1: Interpretação dos operadores no plano tempo frequência.
Fonte: Elaborado pelos autores.

As propriedades da transformada clássica de Fourier no plano tempo frequência 
evidenciam o aspecto de rotação da transformada de Fourier. Formalizar a transformada 
de Fourier a este ponto exigiu, em um primeiro momento, a definição de um espaço 
vetorial topológico que contém as funções em que a transformada está sendo aplicada. 
Neste mesmo espaço considerado anteriormente é possível formalizar a transformada 
fracional de Fourier e, através da mesma metodologia e verificar o caráter de rotação da 
FrFT.

Para obter a FrFT através da mesma metodologia utilizada até aqui, deve ser possível 
que as potências do operador F sejam números não inteiros. Então, assume-se que a 
equação (7) pode ser escrita como:

                                                                                                                    (8)

Com o parâmetro a pertencendo ao conjunto dos números reais, o ângulo de rotação 
ɑ, que descreve a rotação do domínio das funções pode assumir valores diferentes de 
π / 2, π, 3 π / 2 e 2 π. Então, ao aplicar a FrFT à uma função, o resultado obtido é uma 
função cujo domínio está definido em uma reta não colinear com o domínio do tempo e 
não colinear com o domínio da frequência.

Eventualmente, o resultado da FrFT é idêntico ao da FT, uma vez que o conjunto � 
está contido em � e, assim a FT é, na verdade, um caso especial da FrFT que acontece 
quando o parâmetro a é um número inteiro.

Para definir a matriz de rotação da FrFT, com ɑ associado a equação (8) é conveniente 
definir variáveis adimensionais para os resultados da FrFT, uma vez que os resultados 
não serão definidos nos domínios da frequência e do tempo. Então seja xa a variável 
independente após a aplicação da FrFT e ξa a variável dependente, a matriz de rotação 
pode ser definida por:
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O plano tempo frequência pode ser defi nido par a as variáveis da FrFT como mostrado 
na Figura 2.

A continuidade do parâmetro a na FrFT é garantida através da demonstração do 
comportamento do kernel da transformação quando o ângulo de rotação aplicado é ɑ
= 0 e ɑ = π / 2. As consequência s da aplicação de transformadas fracionais com estas 
dimensões serão vistas na seção que trata das propriedades do kernel da transformada e 
será visto que, para estes casos especiais, a FrFT se comporta como a função .

Figura 2: Resultados da  FrFT no plano tempo frequência.
Fonte: Elaborado pelos autores.

Com as propriedades vistas até aqui, é possível prosseguir para a defi nição da 
expressão integral da FrFT:

O termo  na equação (9) é o kernel da FrFT e admite uma expansão espectral 
em termos de autofunções da FT, caso em que os autovetores da FrFT e da FT são 
compartilhados, porém com os autovalores da FT elevados a a-ésima potência fracional 
da FrFT. A defi nição da FT como uma equação de autovalores leva a investigação da 
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autoestrutura das transformadas, campo em que várias pesquisas são desenvolvidas com 
o objetivo de obter conjuntos de autovetores que aproximem o resultado numérico e as 
propriedades da FrFT.

Para a definição da FrFT através da autoestrutura da FT, é necessário definir 
primeiro uma base do espaço L. A base do espaço que deseja-se obter é um conjunto de 
autovetores da FT. Uma vez que I, todos os autovalores da transformada de Fourier estão 
no conjunto {1 , -i , -1 , i} e, portanto, existem apenas quatro autovalores e quatro espaços 
próprios diferentes, todos com dimensão infinita. Deve-se considerar que o conjunto de 
autovetores, neste caso, não é único (devido as multiplicidades dos autovalores da FT), 
porém os autovetores pertencentes a diferentes espaços próprios serão automaticamente 
ortogonais uma vez que F é auto adjunto no espaço L munido de produto interno. Dentro 
de cada espaço próprio a escolha de um conjunto ortonormal de autovetores pode ser 
arbitrária (BULTHEEL; SULBARAN, 2002).

Um conjunto ortonormal de autofunções, neste caso é chamado de funções Hermite-
Gaussianas. Escolhendo este conjunto específico de autofunções a transformada de 
Fourier pode ser escrita como:

Aqui, o autovalor para Φn é dado por com  representando 
uma rotação por um ângulo de π / 2. Como as funções Hermite-Gaussianas são um 
conjunto de autofunções da transformada de Fourier no espaço L, isto é suficiente para 
definir a FrFT neste conjunto de autofunções. Assim a transformada fracional de Fourier 
de ordem a é dada por:

A expansão espectral do kernel da FT é dada por:

Enquanto que expansão espectral do kernel da FrFT, em termos das mesmas 
autofunções, é dado por:

Em que Φn (xa ) é a n-ésima função Hermite-Gaussiana e  corresponde a a-ésima 
potência do autovalor λa

n da transformada de Fourier ordinária. A expansão espectral 
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do kernel da transformada fracional em polinômios Hermite-Gaussianos fundamenta 
métodos de discretização da transformada a partir do conhecimento da sua autoestrutura. 
O estudo da autoestrutura das transformadas discretas sobre os reais tornou o horizonte 
de pesquisas e aplicação destas transformadas mais amplo e expandiu as pesquisas no 
campo das transformadas fracionais (NETO, 2019). Em Lima (2012) é possível observar 
alguns exemplos de aplicações da FrFT e métodos utilizados para obter as suas versões 
discretizadas.

Agora, se forem definidos os operadores de síntese e análise por TΦ  e T*
Φ, 

respectivamente, e o operador que representa os autovalores por Sλ, então:

Então, pode-se escrever a equação da transformada clássica de Fourier:

Para a FrFT é possível escrever a mesma equação, considerando as potências não 
inteiras do operador F e o fato de que as duas transformadas compartilham os mesmos 
autovetores, com a diferença de que os autovalores da transformada fracional de Fourier 
estão elevados também ao parâmetro não inteiro a, ou seja:

Verifica-se que o operador Tø é unitário e T*
ø é o seu adjunto. Através desta 

representação é possível demonstrar várias propriedades fundamentais do operador Fa, 
as principais propriedades estão listadas abaixo:

1. Propriedade da FT: Para a transformada clássica de Fourier a =1 e ɑ = π / 2 então 
Ff(t) = F(ω);

2. Propriedade da identidade: Se a = 0, Faf(t) = 1f(t) = f(t);

3. Propriedade da paridade: Se a = 2, F 2f(t) = f (-t);

4. Propriedade aditiva: Sejam os operadores F a e F b, para todo a, b ϵ � , então  

(F a + F b ) f(t) = F af(t)+F bf(t);

5. Raiz quadrada: A FrFT de ordem a = 0,5 é a raiz quadrada da FT, uma vez que 

(F0,5 + F0,5 ) f (t) = Ff(t) = F(ω);

6. Propriedade da unitariedade: (Fa)-1 = (Fa);
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7. Comutatividade: F aF b = F bF a;

8. Associatividade: ( ) ( )a b c a b cF F F F F F= .

Então valem as propriedades abaixo para o kernel da FrFT:
1. Simetria Diagonal: ( , ) ( , )a ak x k xx x�= ;

2. Complexo conjugado: *( , ) ( , )a ak x k xx x� = ;

3. Simetria Pontual: ( , ) ( , )a ak x k xx x� = � ;

4. Aditividade: ( , ) ( , ) ( , )a b a bk x k x k xx x x+� � = � ;

5. Ortogonalidade: *( , ) ( , ) ( )a ak x k x xx x d x= � .

3 |  ALGORITMO PARA O CÁLCULO DA TRANSFORMADA FRACIONAL DE FOURIER

Figura 3: Algoritmo para o cálculo da transformada fracional de Fourier.
Fonte: Elaborado pelos autores. 

Em Ozaktas et al (1996) são apresentados dois métodos computacionais para o 
cálculo da FrFT, ambos baseados no fato de que transformações lineares canônicas, como 
é o caso da FrFT podem ser divididas em operações mais simples como multiplicação e 
convolução por um chirp e a transformação ordinária de Fourier.  Em Ozaktas, Kutay,  
Mendlovic (1999), o processo para o cálculo da FrFT é definido através do seguinte  
procedimento:

Para definir a FrFT de acordo com o procedimento acima, assume-se que em todos 
os domínios fracionais, de variável x, a função fɑ está contida no intervalo [-∆x/2 , ∆x/2]. 
Essa definição é equivalente a assumir que a distribuição de Wigner das funções f está 
contida em um círculo de raio ∆x/2, o que garante que boa parte da energia do sinal 
está contida no mesmo raio, desde que ∆x seja suficientemente grande. A FrFT pode ser 
escrita, com a expressão do kernel simplificada, como:
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O parâmetro a (que determina o ângulo de rotação do domínio dos sinais) deve estar 
limitado ao intervalo 0,5 ≤ a ≤ 1,5 para que a função modulada 2cot( )i xe p a   esteja contida no 
intervalo ±∆x Por fins de simplificação, assume-se que * cot( )a a=  e csc( )b a= .

Sabendo que distribuição de Wigner é zero para um círculo de raio maior que ∆x 
centrado na origem, aplica-se o método da interpolação de Shannon para reescrever 

2cot( ) ( )i xe f xp a  como:

Onde N = (∆x)2. O somatório na equação (17) é realizado de -N até N - 1 e assume-
se que f(x) é igual a 0 fora do intervalo [-∆x/2 , ∆x/2]. Substituindo a equação (17) em (16) 
e mudando a ordem de integração e soma:

Uma vez que a integral (csc( ) / 2 ) 1arect xa � =  no intervalo |x|  ≤ ∆x / 2. Então as 
componentes de fa ( xa ) podem ser calculadas por:

A equação (19) é uma versão discretizada da FrFT que pode ser implementada 
computacionalmente, no entanto o esforço computacional exigido é proporcional ao 
número de operações que a operação exige. Para reduzir o número de operações, adota-
se o método descrito no início desta seção, em que a FrFT é dividida em operações mais 
simples e, então, a equação  (19) é escrita como uma convolução por 2( /2 )i n xe pb �  como:

A FrFT pode ser implementada através da equação 20 para qualquer domínio fracional, 
embora o parâmetro a  esteja limitado ao intervalo 0,5≤ a ≤ 1,5, graças a propriedade da 
aditividade, os domínios fracionais que não estão contidos no intervalo podem ser obtidos 
através de aplicações sucessivas de FrFT no intervalo de a.  

A Figura 4 mostra a evolução da função retangular do domínio do tempo para o 
domínio da frequência, passando por dois domínios fracionais. Em (a), a FrFT aplicada 
é a identidade de Fourier, caso em que a = 0, em (b) é possível verificar o resultado da 
aplicação de uma FrFT com a = 0,5, caso em que o resultado obtido é a raiz quadrada da 
FT (de acordo com as propriedades já descritas anteriormente), em (c) a FrFT aplicada 
possui a = 0,7 e, com o domínio fracional se aproximando do domínio da frequência, 
as componentes de frequência do sinal se destacam e o resultado se aproxima da FT.  
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Finalmente, em (d) a FrFT aplicada coincide com a FT com a = 1 e o resultado obtido é a 
função sinc, que corresponde exatamente ao resultado esperado.

Figura 4: Módulo de diferentes transformadas fracionais da função retangular.
Fonte: Elaborado pelos autores. 

4 |  APLICAÇÕES DA TRANSFORMADA FRACIONAL DE FOURIER

4.1 MULTIPLEXAÇÃO DE SINAIS

Uma das possíveis aplicações da FrFT, no âmbito da comunicação é utilizá-la na 
multiplexação de sinais. Multiplexar sinais signifi ca transmiti-los através de um mesmo 
canal utilizando, para isto, ferramentas multiplexação e demultiplexação. A técnica de 
multiplexação baseada na FrFT consiste em rotacionar os domínios dos sinais a serem 
transmitidos em direções fi xas no plano tempo frequência de modo a garantir um melhor 
aproveitamento do uso da largura de banda.

Nos trabalhos de Ozaktas et al, (1994), Martone (2001) e Erseghe, Laurenti e Cellini 
(2005) são tratados conceitos relacionados a multiplexação de sinais no domínio do tempo 
e da frequência e multiplexação de sinais em domínios fracionais contendo informação 
dos dois espaços. Os autores apresentam modelos em que é possível transmitir sinais 
através dos mesmos canais sem que haja sobreposição das informações, utilizando a 
FrFT.

Estudos mais recentes demonstram a possibilidade da utilização da FrFT em 
sistemas de multiplexação através de um sistema que procura otimizar o aproveitamento 
do plano tempo frequência. No sistema proposto em Tao, Meng e Wang (2010) é 
realizada a multiplexação de sinais baseada na ordem da transformada fracional aplicada. 
Nesse sistema, as funções de base dos sinais transmitidos são uniões dos kernels das 
transformadas fracionais aplicadas aos sinais.
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4.2 FILTROS FRACIONAIS

Além da multiplexação de sinais, outra aplicação da FrFT em comunicações é a 
utilização para filtragem de sinais. A FrFT é utilizada para filtrar sinais cujas componentes 
indesejadas são sobrepostas nos domínios do tempo e da frequência, porém podem ser 
separadas em domínios fracionais.

O processo de filtragem fracional pode ser resumido através da Figura 5, o sinal em 
(a) é um pulso gaussiano modulado por um chirp e o objetivo de aplicar um filtro fracional 
a este sinal é recuperá-lo, no domínio do tempo, com o mínimo de componentes do chirp 
adicionado.

Em (b) é possível observar o primeiro estágio do processo de recuperação do sinal, 
uma FrFT de a = 0,8 foi aplicada ao sinal de modo a observar, no domínio fracional, 
as componentes de frequência presentes. O pulso gaussiano (componente de maior 
magnitude) é mantido, enquanto que o restante da informação do sinal é eliminada através 
de um filtro passa faixa.

Em (c) é possível verificar o resultado após a filtragem, ainda no domínio fracional. 
Para recuperar o sinal, em (d) é necessário aplicar uma FrFT inversa de mesma ordem a 
que foi aplicada anteriormente.

Figura 5: Aplicação de um filtro fracional para recuperação de um sinal.
Fonte: Modificado de Lima (2012).

4.3 DETECÇÃO DE FALHAS EM MÁQUINAS ELÉTRICAS

A utilização de ferramentas matemáticas avançadas à análise de vibração em 
máquinas elétricas é um campo com vasta aplicabilidade para transformadas de Fourier. 
A utilização da FrFT para identificação de falhas em motores é estudada no trabalho de 
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GU et al, (2018) em que são estudadas falhas no rotor de máquinas trifásicas de indução. 
No estudo realizado por GU et al, (2018) foram obtidos resultados promissores com 

relação a utilização da FrFT na detecção de falhas em 4 experimentos distintos. Foram 
verifi cadas falhas do tipo: rotor danifi cado, uma barra do rotor oca e danos no rolamento da 
esfera. Além disso, foram introduzidos ruídos intencionais aos sinais de modo a verifi car 
a efi ciência do método desenvolvido para sinais com ruídos.

4.4 ANÁLISE DE DISTÚRBIOS NO SISTEMA ELÉTRICO DE POTÊNCIA UTILIZANDO A 

TRANSFORMADA FRACIONAL DE FOURIER

O conceito de qualidade de energia está diretamente relacionado às formas de onda 
de tensão e corrente e com a frequência do SEP. Os limites de oscilação dos parâmetros 
do sistema elétrico são fi xados através dos Procedimentos de Distribuição de Energia 
Elétrica no Sistema Elétrico Nacional – PRODIST (ANEEL, 2017).

Em operação normal, a frequência da rede deve ser tão próxima quanto possível 
do valor nominal de 60 Hz e as formas de onda da corrente e da tensão não devem 
apresentar distorções. Dentre os fenômenos que podem causar degradação da qualidade 
de energia podem se destacar: Harmônicos, fl utuações de tensão, afundamento de tensão, 
transitórios eletromagnéticos, curto circuito, ilhamento, etc.

A análise de distúrbios no SEP pode ser realizada através de ferramentas de 
processamento digital de sinais que são utilizadas para extrair características e identifi car 
anomalias nos sinais. Na Figura 6 é possível observar o resultado do módulo da FrFT 
aplicada ao sistema elétrico trifásico em operação normal.

Figura 6: Representação das 3 fases do sistema elétrico no domínio do tempo e as respectivas FrFT's. 
Fonte: Elaborado pelos autores.
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Uma das ocorrências que precisa ser detectada nos instantes iniciais, no sistema 
elétrico de potência, é o curto circuito. Um curto circuito ocorre quando a corrente elétrica 
fl ui através de um caminho de impedância que, teoricamente, tende a zero.  Existem 
diferentes tipos de curto circuitos e cada um deles possui características particulares. 
Podem ocorrer curtos trifásicos, curtos bifásicos e monofásicos, além disto os curtos 
bifásicos e trifásicos podem ou não ter envolvimento com a terra, entretanto o curto circuito 
monofásico acontece sempre entre uma das fases do sistema e a terra.

A ocorrência de curto circuitos assimétricos SEP causa um desbalanço entre fases 
que pode ser observado nas formas de onda de cada uma das três fases do sistema. A 
FrFT pode ser utilizada para analisar sinais que representam curto-circuito no SEP. Na 
Figura 7 é possível verifi car o resultado da aplicação de uma FrFT de ordem 0,5 (a raiz 
quadrada da FT) ao sinal de tensão durante um curto circuito bifásico entre as fases A e 
B do sistema.

Figura 7: Módulo da FrFT aplicada a um sinal de curto circuito no SEP.
Fonte: Elaborado pelos autores.

Além do curto circuito bifásico, foi verifi cado o resultado da FrFT ao analisar um curto 
circuito monofásico na fase A. O resultado obtido para os casos de curto circuito analisados 
evidenciam o fato de que a FrFT possui um maior grau de liberdade com relação a FT, 
uma vez que nos domínios fracionais, a informação contida nos sinais mantém relação 
com as informações do tempo e da frequência. O resultado obtido para o curto circuito 
monofásico pode ser visto na Figura 8, onde foi plotado o sinal de tensão durante o curto:
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Figura 8: Módulo da FrFT aplicada a um sinal de curto circuito no SEP. 
Fonte: Elaborado pelos autores.

Outro evento analisado foi o ilhamento. Um ilhamento ocorre quando, por algum 
motivo, parte da rede elétrica é desconectada do sistema principal e permanece 
energizada por um gerador distribuído. Os sistemas de detecção de ilhamento devem ser 
capazes de distinguir entre os eventos do SEP de modo a evitar atuações indevidas. Além 
disso, é necessário que os sistemas sejam confi áveis, uma vez que a não detecção de 
ilhamento causa diversos problemas ao SEP como queda da qualidade de energia, perda 
de referência de tensão, entre outros problemas.

As principais técnicas de detecção de ilhamento podem ser classifi cadas em: 
Técnicas locais, que podem ser ativas, passivas ou híbridas; Técnicas remotas e Técnicas 
que utilizam processamento de sinais. As vantagens de se empregar técnicas baseadas 
em processamento de sinais são a não degradação da qualidade de energia, problema 
que ocorre em técnicas ativas, e a confi abilidade conferida ao sistema. O resultado obtido 
com a FrFT aplicada a um sinal de ilhamento pode ser visto na Figura 8.

Durante o ilhamento ocorre um valor elevado de transitórios no sinal da tensão. 
Componentes do sinal que se sobreponham nos domínios do tempo e da frequência serão 
perdidas com FrFT = FT, entretanto, é possível analisar as componentes transitórias nos 
domínios fracionais.
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Figura 8: Módulo da FrFT aplicada a um sinal de ilhamento no SEP.
Fonte: Elaborado pelos autores.

Outra possibilidade é utilizar a FrFT para tratar a energia do sinal, uma vez que 
é possível determinar domínios fracionais com um pequeno número de amostras que 
contém toda a energia do sinal.

5 |  CONCLUSÃO

A transformada fracional de Fourier é uma ferramenta cujo campo de aplicações 
ainda está aberto a ser explorado, dada a vasta utilidade da ferramenta nos mais variados 
problemas.

Neste trabalho foram apresentados conceitos consagrados a respeito da FrFT, 
como a sua defi nição em termos de autofunções da FT, as propriedades do kernel da 
transformada, as propriedades fundamentais do operador fracional de Fourier e um dos 
métodos através dos quais é possível implementá-la computacionalmente.

Também foram vistos conceitos iniciais cujas aplicações ainda nao foram 
desenvolvidas pela comunidade de processamento de sinais, como a análise de distúrbios 
no sistema elétrico de potência, sendo estes distúrbios o ilhamento e o curto circuito.

Embora a transformada de Fourier seja uma ferramenta consagrada no tratamento 
deste tipo de problema, o fato de a transformada fracional de Fourier possuir uma resposta 
mais geral, dada a continuidade do parâmetro a, abre uma nova gama de possibilidades 
em processamento de sinais. 

A análise de sinais em domínios fracionais pode ser empregada em conjunto com 
técnicas de inteligência computacional para o reconhecimento de padrões em distúrbios 
do SEP e, assim, novos modelos de técnicas de detecção de ilhamento, curto circuito, 
oscilações de tensão e outros distúrbios podem ser tratados do ponto de vista do 
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processamento digital de sinais utilizando a transformada fracional de Fourier. 
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