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APRESENTAÇÃO 

A coletânea “Investigação, Construção e Difusão do Conhecimento em Matemática” 
é uma obra composta por 27 artigos que tem como foco principal a difusão de 
conhecimentos na dimensão matemática perante a uma diversidade de trabalhos. O 
livro apresenta produções científicas do âmbito nacional e internacional em formato de 
relatos de casos, estudos bibliográficos e experimentais com temáticas relevantes para a 
comunidade científica, para professores em exercício e aos que estão aperfeiçoando seus 
conhecimentos acerca do que está sendo pesquisado, debatido e proposto no ensino da 
educação básica, bem como no ensino superior. 

A relevância da matemática nos diferentes níveis educacionais é imensurável. Em 
todo canto e em toda situação a matemática está presente. Perante esse contexto, esta 
obra fomenta as pesquisas na área da educação matemática, dissemina os conhecimentos 
científicos a partir das diferentes visões teóricas e estudos contemplados pela referida 
área, a saber: etnomatemática, tecnologias, recursos didáticos, formação de professores e 
modelagem matemática. Também se insere nessa dimensão da difusão do conhecimento, 
as propostas interdisciplinares e conteudista para a educação básica e ensino superior, 
que visa primordialmente a aprendizagem com qualidade e de acordo com as exigências 
da sociedade contemporânea, isto é, um ensino próximo ao contexto do aluno. 

Debruçar nessa coletânea permite ao leitor se aventurar por diferentes conhecimentos 
científicos. Ampliará seus conhecimentos teóricos, bem como, enriquecerá sua prática 
docente a partir dos relatos com materiais concretos, tecnológicos e problemas 
contextualizados. Todavia, desejo que esta obra contribua significativamente não apenas 
para o enriquecimento teórico e prático, mas como meio motivador para novas investigações 
e consequentemente para a difusão do conhecimento científico matemático.   

José Elyton Batista dos Santos
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RESUMO: Este trabalho tem como objetivo 
principal comparar métodos de extensão em 
implicação fuzzy. O foco nesse conectivo lógico 
justifica-se por sua aplicabilidade, especialmente 

em memórias associativas fuzzy implicativas. 
O resultado essencial da pesquisa é o fato de 
que o método via e-operador preserva todas as 
propriedades algébricas testadas, o que não 
ocorre com o método via retração. Além disso, 
em se tratando do método via e-operador há 
uma espécie de comutatividade entre extensões 
para dois tipos especiais de implicação fuzzy: 
a R-implicação e a (S,N)-implicação. Tais 
resultados apontam que o método de extensão 
via e-operador é promissor, excepcionalmente 
no que diz respeito ao conectivo lógico 
implicação fuzzy.
PALAVRAS-CHAVE: conectivos fuzzy; 
retração; R-implicação; (S,N)-implicação; sub-
reticulado.

EXTENSION VIA E-OPERATOR OF LATTICE-

VALUED FUZZY IMPLICATION

ABSTRACT: This paper deals with the 
comparison between two extension methods in 
fuzzy implication. This approach is justified by the 
wide application of fuzzy implication, mainly in 
associative fuzzy memories. From the obtained 
results it was concluded that the method via 
e-operator preserves all the algebraic properties 
tested, which does not happen with the method 
via retraction. In addition, was observed that 
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there is a kind of commutativity between extensions for two special types of fuzzy implication: 
the R-implication and the (S,N)-implication, when the e-operator method was used. These 
results indicate that the extension method via e-operator is promising, exceptionally with 
regard to the logical connective fuzzy implication.
KEYWORDS: fuzzy connectives; retraction; R-implication; (S,N)-implication; sub-lattice.

1 |  FUNDAMENTAÇÃO

O problema da extensão de funções é muito conhecido em matemática. Palmeira 
(2013) discute a extensão de conectivos fuzzy valorados em reticulados limitados e 
desenvolve dois métodos de extensão, chamados “via retração” e “via e-operador”. Neste 
trabalho, testamos o via e-operador em implicações fuzzy e obtivemos bons resultados.

Inicialmente, o primeiro ponto motivador dessa pesquisa é a diversidade de aplicações 
da lógica fuzzy, especialmente no que diz respeito à inteligência artificial. Outro ponto 
chave é quanto à escolha por valor em reticulados, que oferece mais generalização para 
modelar situações nas quais nem sempre há relação de ordem total (para mais detalhes, 
consultar Ouncharoen, Kreinovich e Nguyen (2015)). Por fim, a ideia de avançar a pesquisa 
proposta por Palmeira (2013) na investigação de implicações fuzzy vem pela importância 
que esse conectivo lógico apresenta; em especial, implicações fuzzy vem sendo usadas 
em memórias associativas, conforme podemos ver em Mesquita (2007). 

Encontraremos dentro da teoria de reticulados algumas definições preliminares 
para o desenvolvimento das técnicas de extensão elaboradas em Palmeira (2013). Com 
esse aporte, Palmeira (2013) define uma noção mais geral de subreticulado, o (r,s)-
subreticulado, na qual a estrutura de conjunto associada a um subreticulado não precisa 
estar contida no reticulado em que ele está inserido.

Ainda como aparato preliminar, é importante entender o que são os conectivos lógicos 
fuzzy. Quando Zadeh (1965) estende a lógica clássica, ganhamos uma possibilidade maior 
de definir os conectivos lógicos “conjunção”, “disjunção”, “negação”, “implicação”. Neste 
trabalho, a conjunção clássica é generalizada pela t-norma, a disjunção pela t-conorma, a 
negação pela negação fuzzy e a implicação clássica pela implicação fuzzy.

As implicações podem apresentar algumas propriedades, nomeadas: condição da 
fronteira à esquerda, à direita ou 4 (CFE, CFD ou CF4, respectivamente), princípio da 
neutralidade à esquerda (NE), princípio da troca, da identidade ou da ordenação (PT, PI ou 
PO, respectivamente), lei da iteratividade Booleana, da contraposição, da contraposição 
à esquerda ou à direita (LIB, LC, LC-E ou LC-D, respectivamente) ou positividade (P). 
Podemos, ainda, considerar dois tipos especiais de implicação fuzzy: a (S,N)-implicação 
e a R-implicação, oriundas de relações lógicas clássicas. 

Diante desse quadro preliminar, Palmeira (2013) debruça sob o problema da extensão. 
Ele está interessado em, tendo um conectivo fuzzy definido em M, um subreticulado 



 
Investigação, Construção e Difusão do Conhecimento em Matemática Capítulo 26 256

de  L no sentido mais geral ((r,s)-subreticulado), estender esse conectivo para L. E a 
princípio o método desenvolvido é o método via retração, que usa a ideia de retração 
citada anteriormente. 

Ao investigar essa técnica de extensão, observa-se que algumas daquelas 
propriedades de implicação não são carregadas através desse método. A fim de obter 
melhores resultados, Palmeira et al. (2014a) cria um segundo método de extensão, que 
utiliza um operador de extensão chamado “e-operador” e um par de retrações. A ideia 
desse método é mostrada na Figura 1 a seguir.

Figura 1 – Extensão via e-operador ʘ (com auxílio de duas retrações r1 e r2) de um conectivo fuzzy r 
definido em M para L ( M é um (r,s)-subreticulado de :L)

Fonte: Compilação dos autores

Palmeira et al. (2014b) demonstrou proposições acerca da extensão via retração de 
operadores fuzzy, inclusive das implicações fuzzy. Tendo em vista a importância desse 
conectivo lógico, em virtude da sua imprescindibilidade para a programação, investigamos o 
método via e-operador aplicado a implicações fuzzy.

2 |  RESULTADOS NOVOS 

Utilizando o método via e-operador para a implicação fuzzy, provamos neste trabalho 
que, assim como o método via retração, o via e-operador também estende a implicação. 
Além disso, ao testarmos aquelas doze propriedades da implicação, temos como resultado 
que esse método preserva todas elas. A Figura 2 compara os resultados do método via 
retração e o método via e-operador para implicações.
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Figura 2 – Comparação dos resultados da extensão de implicação via retração IE e via e-operador IEʘ

Fonte: Compilação dos autores

Ao testar para a (S,N)-implicação e a R-implicação foram obtidos os resultados a 
seguir. 

Proposição 1. Sejam M um (r1, r2, s)-subreticulado de L, S uma t-conorma, N uma 
negação fuzzy, IS,N uma (S,N)-implicação e ʘ um e-operador, todos definidos em M (ʘ 
definido em Mx M). Então .

Proposição 2. Sejam M um (r1, r2, s)-subreticulado de L, com M, L reticulados 
completos, T uma t-norma, IT uma R-implicação e ʘ um e-operador, todos definidos em M 
( definido em Mx M ). Então .

Essas relações são de desigualdade quando utilizada a extensão via retração. 
Como pode ser visto em Palmeira et al. (2014b),  e . Logo, 
concluímos que há uma espécie de comutatividade envolvendo a extensão via e-operador 
das t-conorma e negação fuzzy e a extensão da (S,N)-implicação, bem como entre a 
extensão da t-norma e a extensão da R-implicação. A Figura 3 contém a ideia dessas 
comutatividades, que expressam as Proposições 1 e 2.

Figura 3 – A comutatividade da Proposição 1 (parte superior) e da Proposição 2 (parte inferior)
Fonte: Compilação dos autores
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Esse é mais um resultado que indica a eficácia desse método de extensão. Assim, 
o e-operador, diferentemente do método de extensão via retração, mostrou-se bom em 
preservar as estruturas verificadas. Como perspectiva para trabalhos futuros, pretendemos 
aplicar essa extensão no contexto das memórias associativas fuzzy implicativas.
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