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APRESENTACAO

Em “A Aplicacdo do Conhecimento Cientifico na Engenharia Civil 3” trazemos vinte e
um capitulos que trazem estudos com boas contribuicées para a Engenharia Civil.

Temos varios estudos a respeito da utilizacdo da simulagédo numérica e computacional
na resolucao de problemas no projeto e execucgao de estruturas.

O estudo sobre o comportamento de estruturas utilizando determinados materiais
proporciona sua validacdo como alternativa construtiva. Trazemos também analises a
respeito de estruturas submetidas a calor intenso, o que permite otimizar os projetos,
considerando situacdes de incéndio.

Tendo em vista a crescente preocupagcdo com o0 meio ambiente e a escassez de
recursos naturais, torna-se imprescindivel os estudos que visem solugdes ligadas a
otimizacdo na utilizacdo de materiais e desenvolvimento de materiais sustentaveis.

A analise de ferramentas computacionais para o desenvolvimento de projetos de
engenharia permite realizar comparativos com a finalidade de subsidiar o projetista a
optar por ferramentas mais adequadas e seguras, proporcionando uma melhor qualidade
em projetos.

Esperamos que esta coletanea seja util aos seus estudos. Boa leitura!

Franciele Braga Machado Tullio
Lucio Mauro Braga Machado
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CAPITULO 11

ANALISE NUMERICA COMPARATIVA DE MODELOS
APLICAVEIS AO PROJETO DE LAJES DE CONCRETO
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RESUMO: O dimensionamento de lajes de
concreto armado é objeto de dissonancia
entre os diversos procedimentos aplicados
ao calculo dos esforcos solicitantes. Mesmo
os aplicativos computacionais de alto
desempenho, que permitem sua modelagem
refinada como elementos de placa, néao

lograram éxito, haja vista, a insuficiéncia de

A Aplicac&do do Conhecimento Cientifico na Engenharia Civil 3

conhecimento do comportamento mecanico
do concreto. Procedimentos simplificados
podem ser empregados para a validagcao
de resultados obtidos mediante os codigos
automaticos, que podem ser Uteis, inclusive,
enquanto recursos didaticos em escolas de
engenharia. O objetivo deste trabalho é a
analise comparativa do desempenho mecénico
de lajes de concreto armado realizada sobre
modelos analisados mediante diferentes
procedimentos consagrados no ambito da
Mecanica Estrutural e em projetos estruturais
da construcéao civil. Para tal seréo utilizados o
codigo computacional ABAQUS para o calculo
de lajes, alternativamente, como placas e
como grelhas globais, ambas continuas, bem
como software fundamentado na formulagcao
do Método das Grelhas, do bojo da bibliografia
tradicional referente ao Projeto de Lajes de
Concreto Armado.

PALAVRA-CHAVE: Concreto Armado; Lajes;

Placas, Simulacgéo.

COMPARATIVE ANALYSIS OF APPLICABLE
MODELS TO THE DESIGN OF CONCRETE
SLABS

ABSTRACT: The reinforced concrete slabs
design is object of dissonance among the
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several applied procedures to the internal forces calculation. Even the high-performance
computational codes, which enable its refined modeling as plates elements, don’t have
success, given the insufficient knowledge of the concrete mechanical behavior. Simplified
procedures may be employed for the validation of obtained results from the automatic codes,
which can be useful, even while teaching resources in engineering schools. The aim of this
work is the comparative analysis of reinforced concrete slabs mechanical performance carried
out upon analyzed models by different procedures, enshrined in the structural mechanic
frameworks and structural civil construction projects. To accomplish such a subject it is used
the computational code ABAQUS for the calculation of slabs, alternatively, as plates and as
global grids, both as continuous sound mass, as well as a software based on the Method of
the Grids Formulation, that is a traditional bibliography theme concerning to the Design of
Reinforced Concrete Slabs.

KEYWORDS: Reinforced Concrete; Slabs; Plates; Simulation.

11 INTRODUGCAO

O dimensionamento de lajes de concreto armado envolve tarefas de abordagem
delicada haja vista o contra senso perdurado até os dias de hoje entre os diversos
procedimentos aplicados ao calculo dos esforcos e deslocamentos, necessarios a
consecucao de tal finalidade.

Mediante aplicativos computacionais de alto desempenho, a laje poderia ser
modelada como elementos de placa continua. Mesmo assim, esta solugcao esta longe de
redundar em resultados fidedignos, pois, o conhecimento da resposta comportamental do
concreto ainda deve ser considerado incipiente.

A necessidade de validar os resultados obtidos mediante os cddigos automaticos
pode ser satisfeita a partir da utilizacdo de procedimentos simplificados adequados ao
calculo manual.

Abordagens simplificadas s&o U(teis, enquanto recursos didaticos em escolas
de engenharia, haja vista os beneficios a sensibilidade do estudante no tocante ao
desempenho mecéanico dos membros estruturais envolvidos.

O objetivo deste trabalho é a analise comparativa do desempenho mecénico de lajes
de concreto armado realizada mediante diferentes procedimentos do &mbito da Mecénica
Estrutural e dos projetos estruturais.

Para a consecucéo de tais objetivos séo utilizados o c6digo computacional ABAQUS,
bem como software fundamentado na formulacédo do Método das Grelhas, da literatura
tradicional referente ao Calculo de Lajes de Concreto.
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21 FORMULACAO

Conforme a Teoria Classica da Elasticidade o Médulo de Rigidez a Flexao de placas
€ expresso na forma:

Eh’

onde os parametros E e v representam, respectivamente, o Mddulo de Elasticidade
e o coeficiente de Poisson do concreto e h € a espessura da placa.

A deformada da placa da Figura 1.a, mostrada na Figura 1.b, é descrita mediante a
Equacao Diferencial de Lagrange, ARAUJO (2014), escrita na forma:

4 4 4
61:f+2 82w7+6v4v:p(x,y)
ox ox oy- oy D

(2)

desde que w representa o deslocamento translacional de dire¢do normal ao plano
médio da laje e p(x,y) a funcé&o que descreve a distribuicdo da carga solicitante segundo
toda a extenséo de sua area.

Conforme a Teoria de Kirchhoff, os Momentos Fletores, Figura 1.c, séo:

2 2 R
MX:—DatVH/a? (3)
ox” oy
o*'w  o*w
M, =—D[ ; ale (4)
e:
o*w
M_=M_=-D 1- 5
axay( v) (5)
O grupo de equacdes 3, 4 e 5 pode ser expresso na forma matricial:
M} =-|Dy Jik} (6)
onde:
My=-[M, M, M_][ (7)
1 v 0
[Dy] =D[V 1 0 ] (8)
0 0 (1—v)/2
e:
2 2 2
(A U K ©)
ox~ oy Oxoy
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Figura 1. a) Laje; b) Deformada; c) Esfor¢os

Considerando-se que a Teoria de Kirchhoff é valida para os casos em que a
deformacao cisalhante transversal é desprezivel, e, portanto, tem-se, exclusivamente,
deformacao cisalhante torsional, a energia deformacional na placa pode ser caracterizada
plenamente em termos das deformagdes no plano xy, €, g, eY,, que, por suavez, podem
ser definidas em termos do deslocamento transversal “w(x,y)”. Para a formulacdo do
elemento de placa de Kirchhoff, Apud COOK et al (1989), pode-se partir da energia de
deformacgao:

U= j% Itk \dA (10)

V

O elemento de quatro ponto nodais, figura 2, apresenta 3 graus de liberdade por
ponto nodal que sdo o deslocamento linear transversal w, e as duas rotagdes em torno
dos eixos coordenados w, e W As funcdes de interpolacdo pertinentes associadas a
elementos de n pontos nodais podem ser representadas pelo vetor:

Vi=[v N, LN ] (11)
e, o0 vetor dos deslocamentos nodais do elemento de placa é da forma:
{d}:[wl Wa Wa W, Weo W oW, Wa W,yn]T (12)

onde w , w  representam as derivadas da fungc@o w(x,y) em relagdo as variaveis x, e
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y., respectivamente. O deslocamento translacional normal ao plano médio da placa, para
um ponto qualquer situado em tal plano sera:

w= [N} (13)
Para o vetor das curvaturas resulta a expressao:
{k}=[Blid} (14)

se [B] é a matriz geométrica, neste caso de dimensao 3x3n, de modo que para k
resultara vetor de dimensao igual a 3, e, o vetor dos momentos nos pontos nodais do

elemento {M} tera dimensao igual a 3n.

Z,W

X

Figura 2 — Elemento de Placa de Kirchhoff de quatro pontos nodais

A caracterizacdo do elemento de grelha tomemos no painel de laje, figura 3.a, é
modelada estruturalmente a partir do tracado em linha cheia. Destacando-se o retangulo
sombreado ABCD, real¢cado na figura 3.b, pode-se observar que o ponto ao seu centro,
€ comum a laje e a grelha que a modela, e apresenta os graus de liberdade, translacao
transversal ao plano da laje “w” e, rotagdes em torno de eixos nas direcdes x e y, no
caso ‘w. e “W,y", de modo que, a aproximacéao da laje pela grelha pode ser consistente. A
grelha sera discretizada com base em elementos do tipo EF, Figura 3.a. Considerando-se
a aproximacgao como sendo linear, o elemento de grelha EF seria dotado de dois pontos
nodais, cada um com trés graus de liberdade, Figura 3.c. Em estreita coeréncia, cada um
dos pontos nodais do elemento EF, seria solicitado por trés esforcos correspondentes a
esses trés graus de liberdade, que seriam um esforg¢o cortante na dire¢cado z, um momento

Ky 0

fletor cujo vetor alinha-se com eixo paralelo a direcdo do eixo “y” e um momento torsor

cujo vetor alinha-se com o eixo paralelo a direcéo do eixo “x”, Figura 3.d.
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z
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Figura 3 — Elemento de grelha

As fungdes de forma podem ser representadas por vetor do tipo:
{Vi=[N, N,.. Ng] (15)
O vetor dos deslocamentos nodais por elemento seria, entdo, do tipo:

{d}:[wl Wa Wy W, Wy W, I (16)

e seria extraido do vetor deslocamentos de todos os pontos nodais do dominio que
€ obtido a partir da expressao:

al=k1{F) (17)

sendo [k] e {F} a matriz de rigidez global e o vetor das cargas nodais da estrutura,
respectivamente. Aequacao é meramente simbdlica, pois, tomada ao pé da letra presumiria
a operacao de inversado da matriz [k]. Entretanto, na pratica, tal operacéo néo é realizada,
o que se faz, na verdade, é utilizar algoritmos elaborados sobre método numérico de
resolucao de sistemas lineares. O deslocamento translacional normal ao plano médio da
grelha, para qualquer ponto de um elemento, serd dado mediante forma semelhante a
Equacéo 13.

Para a aplicacdo do Método das Grelhas Padréo o sistema de eixos coordenados é
materializado de forma tal que os eixos sédo paralelos aos lados da laje, e o eixo dos “x”
€ paralelo a direcao de maior rigidez a flexdo. Os momentos fletores sao expressos nas

formas:

M, = mXpL2 My, = mprf(,- Mye = mxepLi; e, My = myepo( (18)

onde “p” é a carga total que atua normalmente ao plano médio da laje e “L.” é o
comprimento do vao na diregao de maior rigidez a flexao. “M” e “M " representam os
momentos fletores positivos ao centro da laje nas diregcdes “x” e “y”, respectivamente.
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‘M, e “M " representam os momentos fletores negativos nos bordos engastados, quando

” 11

houver, nas diregées “x’ e “y”. Os parametros “m”, “m

y b
adimensionais de formulagdo prépria, que se distingue, conforme as condicdes de

”»
xe ’

m,, € “m~ sao grandezas

vinculacéo dos bordos da laje.

31 SUPORTE COMPUTACIONAL

Osresultados deste trabalho foram obtidos a partir do “software” ABAQUS com o sélido
modelado, alternativamente, como placa e como grelha. O “software” adota aproximacao
por elementos finitos, e, inclui a formulagdo dos elementos de placa e de grelha tratados no
item 2. Para a analise simplificada foi empregado algoritmo, desenvolvido por Madureira
(2017), em linguagem C++, sobre a formulacdo do Método das Grelhas apresentada no
item 2.

41 VALIDACAO DO PROGRAMA

A validacdo do ABAQUS é pautada no trabalho de Silva e Cashell (2015), referente
a analise de resultados de placas quadradas em concreto de véaos iguais a 1,50 m e
espessura de 60 mm, manufaturas, comparados a leituras de ensaios experimentais,
constatando-se boa concordancia.

51 MODELOS ANALISADOS

A andlise objeto deste trabalho sera realizada sobre quatro casos cada um deles
envolvendo laje constituida de quatro painéis, apoiada sobre as vigas V1, V2, V3, V4, V5
e V6, de elevada rigidez a flexdo, Figura 4. As lajes apresentam espessura h uniforme
e igual a 120 mm e os segmentos de reta normais ao seu plano orientam-se segundo a
direcao vertical.

Os referidos painéis considerados isoladamente s&do semelhantes em dimensodes e
condi¢des de bordo. Cada um deles apresenta uma das dimensdes em planta fixa e igual
a 6,00 m, enquanto a outra dimensao difere caso a caso conforme coluna 2 da tabela 1.
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Figura 4 — Modelos analisados

As lajes sdo manufaturadas em concreto de Classe de Resisténcia a Compresséo C
30, armado mediante barras longitudinais de aco CA 50. Os parametros de desempenho
mecéanico do concreto, no caso, o modulo de deformacdo secante e o coeficiente de
Poisson, foram avaliados conforme as recomendacdes da NBR 6118/2014.

O plano médio das lajes € definido como o lugar geométrico de todos os pontos de
sua massa, equidistantes em dos bordos superior e inferior.

As lajes serdo submetidas a carga 3,0 kN/m2, uniformemente distribuida em toda a
sua extensao, de direcdo normal ao seu plano médio.

A andlise de desempenho mecénico dos membros estruturais objeto deste artigo foi
realizada considerando a massa de concreto trabalhando no regime linear elastico. Tal
hipbtese pode ser considerada satisfatoria, haja vista que, nos casos da pratica cotidiana
de estruturas de construgao civil as cargas solicitantes induzem estados de tensdes que
em pouco diferem desta realidade.

Para cada um dos casos analisados o conjunto € modelado, alternativamente, como
placas, figura 5.a e como grelhas, figura 5.b. Uma vez modelado como placas, resulta
0 esquema estrutural da figura 5.a, no qual as linhas em tom azul coincide com o eixo
longitudinal das vigas de apoio. Uma vez o conjunto modelado como grelhas, resulta o
esquema estrutural da figura 5.b, no qual as linhas em tom marrom representam as barras
da grelha idealizada, que sdo apoiadas em seus pontos de intersec¢cdo com as linhas em
tom azul. A geometria do modelo de grelha dos casos estudados sera definida a partir da
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Figura 5.b complementada com os parametros das colunas 3 e 4 da tabela 1.
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Legenda: a=0,50 m o (b)

- Barra da Grelha

- Linha de Apoio

Figura 5 — Modelos Estruturais

Casos L (metros) n D(metros)
1 3,00 6 6,00
2 4,00 8 8,00
& 5,00 10 10,00
4 6,00 12 12,00

Tabela 1 — Caracterizacdo Geométrica

Os modelos estruturais foram discretizados a partir de elementos de placas e

elementos de grelhas com dimensé&o da ordem de 5 cm.

6 | RESULTADOS E DISCUSSAO

Uma vez a laje tendo atingido a configuracdo de equilibrio para o carregamento
solicitante, os deslocamentos verticais do ponto 0 em seu centro, culminaram nas
magnitudes apresentadas nas colunas 2, 3, e, 5 da Tabela 2.

Os resultados obtidos indicam que os deslocamentos s&o maiores na medida em que
o comprimento do menor entre os vaos é maior. Observa-se, inclusive, como era de se
esperar, que as magnitudes dos deslocamentos obtidos a partir da modelagem do membro
estrutural mediante elementos de placa foram maiores do que aqueles referentes a sua
modelagem a partir de elementos de grelha. O fato pode ser justificado pela consideracao
do coeficiente de Poisson na modelagem referente aos elementos de placa ao contrario
do que acontece tratando-se dos elementos de grelha. Talvez a resposta fosse diferente,
se nos elementos de placa fosse considerada a rigidez ao cisalhamento transversal.
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A menor diferenca foi de 3,2%, constatada para o caso 1, de maior diferenca entre os
comprimentos dos vaos da laje, e, a maior de 7,5%, para o caso 4, de menor diferenca
entre os comprimentos dos vaos.

Deslocamento Vertical (mm)

Casos Placa Grelha Placa x Grelha
1 0,3027 0,2933 3,2%
2 0,7785 0,7416 4,8%
3 1,4389 1,3396 6,9%
4 2,1636 2,0028 7,5%

Tabela 2 — Deslocamentos verticais em ponto do centro da laje

Para os Momentos Fletores ao centro da laje na direcdo x, por sua vez, resultaram
as intensidades sumarizadas nas colunas 2, 3 e 5, da Tabela 3. Observa-se que suas
magnitudes sdo tantos maiores quanto maior € o comprimento do menor entre 0s vaos.
Os valores destes Momentos Fletores obtidos mediante os elementos de placa foram
maiores que aqueles referentes a modelagem através de elementos de grelha o que deve
ser atribuido as diferencas entre os deslocamentos citadas no paragrafo, imediatamente,
anterior. A menor diferenca para o esforco ora em discusséo foi de 1,2%, e refere-se ao
caso 1, de maior diferenga entre os comprimentos dos vaos, enquanto a maior foi de
17,9%, consumada no caso 4, de menor diferenca entre os comprimentos dos vaos dos
painéis de lajes.

Momento Positivo - direcao “x” (kNm/m)
Casos Placa Grelha Placa x Grelha Marcus Placa x Marcus

1 1,70 1,68 1,2% 1,59 6,7%
2 2,52 2,24 11,1% 2,33 7,3%
3 3,04 2,53 16,8% 2,78 8,6%
4 3,25 2,67 17,9% 2,91 10,5%

Tabela 3 — Momentos Fletores ao centro da laje na direcéao x

Para o Momento Fletor negativo na secé&o do apoio intermediario da laje, na diregcao
X, resultou tendéncia idéntica aquela reportada no paragrafo anterior, como pode ser
constatado dos valores das colunas 2, 3 e 5, Tabela 4. Verificou-se menor diferenca de
8,0%, para o caso 1, e maior de 8,8%, para o0 caso 4.
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Momento Negativo - direcédo “x” (kNm/m)

Casos Placa Grelha Placa x Grelha Marcus Placa x Marcus
1 -3,01 -2,77 8,0% -3,18 -5,6%
2 -4,74 -4,35 8,2% -5,00 -5,5%
3 -6,16 -5,62 8,8% -6,30 -2,2%
4 -7,15 -6,52 8,8% -6,75 5,5%

Tabela 4 — Momentos Fletores na secéo do apoio intermediario da laje na direcéo x

Para os Momentos Fletores ao centro da laje na direcao y, por sua vez, resultaram as
intensidades sumarizadas nas colunas 2, 3 e 5, da Tabela 5. Assim como ocorreu para 0s
momentos na direcdo x, as intensidades dos momentos ora abordados resultaram tanto
maiores quanto menor a diferenga entre os comprimentos dos vaos dos painéis de laje.
Observa-se que a diferenca entre as intensidades desses momentos apresenta tendéncia
peculiar. Para os casos 1 e 2 os valores obtidos a partir da modelagem de elementos de
placa sao menores e para 0s casos 3 e 4 ocorre, a situacao inversa. A menor diferenca foi
de 3,6%, e refere-se ao caso 3, enquanto a maior foi de 17,9%, consumada no caso 4, de
menor diferenca entre os comprimentos dos vaos das lajes.

Momento Positivo - direcao “y” (kNm/m)
Casos Placa Grelha Placa x Grelha Marcus Placa x Marcus

1 0,67 0,77 14,9% 0,40 40,7%
2 1,3 1,42 9,2% 1,03 20,2%
3 2,23 2,15 3,6% 1,93 13,5%
4 3,25 2,67 17,9% 2,91 10,5%

Tabela 5 — Momentos Fletores ao centro da laje na direcéo y

Apesar de os Momentos Fletores na secé&o do apoio intermediario da laje na direcao
y, Tabela 6, apresentarem tendéncia semelhante dos momentos na direcéo x, a diferenca
entre eles apresentou padrao semelhante aquele reportado no paragrafo anterior,
observando-se maiores diferencas para os casos 1 e 4, e menores diferengcas para os
casos 2 e 3. Verificou-se menor diferenca de 5,7%, para o caso 3, e maior de 10,8%, para
o caso 1.

Momento Negativo - direcao “y” (kNm/m)

Casos Placa Grelha Placax Grelha Marcus Placa x Marcus
1 -2,03 -1,81 10,8% -0,80 60,7%
2 -3,61 -3,35 7,2% -2,22 38,4%
3 -5,41 -5,10 5,7% -4,39 18,8%
4 -7,15 -6,52 8,8% -6,75 5,5%

Tabela 6 — Momentos Fletores na se¢éo do apoio intermediério da laje na dire¢éo y
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Examinando-se os resultados obtidos pode-se observar que as intensidades
dos Momentos Fletores calculadas mediante o método de Marcus sao sensivelmente
menores que as correspondentes determinadas conforme a modelagem via elementos
de placa. Vale ressaltar, portanto, a conveniéncia de, em estudos futuros, examinar mais
apropriadamente os efeitos da plastificagdo do concreto sobre a distribuicdo de esforgcos
em lajes para assim dar mais substancia a pratica de utilizacdo dos modelos analiticos
simplificados aplicados ao dimensionamento de lajes de concreto armado.

7 1| CONCLUSOES

Este trabalho trata da analise comparativa do desempenho mecanico de lajes de
concreto armado segundo abordagem alternativa sobre modelagem mediante elementos
de placa, elementos de grelha e o método de Marcus.

Para suporte de calculo foram utilizados o “software” ABAQUS para as analises
sobre elementos de placa e de grelha, e, algoritmo estruturado elaborado em linguagem
C++, sobre a formulacéo do Método das Grelhas.

A analise numérica foi realizada sobre modelo de laje envolvendo quatro casos
diferenciados entre si pela relagcéo entre os comprimentos dos vaos, considerando-se o
comportamento do concreto no regime linear elastico.

A partir dos resultados obtidos constataram-se deslocamentos maiores na analise
concernente a elementos de placa, o que pode ser justificado pelo fato de esta versao
considerar o efeito de Poisson ao contrario da modelagem mediante elementos de grelha.

O menor desvio foi de 3,2%, constatado para o caso de maior diferenca entre os
comprimentos dos vaos dos painéis de laje e o maior foi de 7,5%, verificada para o caso
de menor diferenca.

Os deslocamentos resultaram tanto maiores na medida em que o comprimento do
menor entre 0s vaos é maior.

Conforme os resultados, os Momentos Fletores na direcdo do vdo de menor
comprimento s&o maiores para maiores diferengas entre os comprimentos dos vaos, e,
aqueles obtidos mediante elementos de placa foram maiores que aqueles referentes a
modelagem através de elementos de grelha o que deve ser atribuido as diferencas entre
os deslocamentos supra assinaladas.

Para os momentos positivos referidos no paragrafo anterior, a menor diferenca foi
de 1,2%, correspondente ao caso de maior diferenca entre os comprimentos dos vaos,
enquanto a maior foi de 17,9%, consumada no caso de menor diferenca entre tais
comprimentos enquanto, para 0s negativos, verificou-se menor diferenca de 8,0%, para
o caso de maior diferenca entre os comprimentos dos vaos, e maior de 8,8%, para a
condic&ao oposta.

A tendéncia dos Momentos Fletores na direcdao do vao de maior comprimento
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diferiu, sobretudo, pelo fato de se constatarem maiores desvios para o caso de maior
e para o caso de menor diferenca entre os comprimentos dos vaos, além do que, os
valores dos momentos para os dois casos de maior diferenca entre os comprimentos dos
vaos, obtidos a partir da modelagem de elementos de placa serem menores que 0S seus
correspondentes obtidos mediante elementos de grelha.

Vale ressaltar que os Momentos Fletores calculados mediante o método de Marcus
resultaram menores que aqueles correspondentes determinados conforme a modelagem
via elementos de placa, com diferencas expressivas para esses esforcos na direcado do
maior entre os vaos.

Em vista da conclusdo formulada no paragrafo antecedente, pode ser conveniente a
realizacdo de estudos mais aprofundados dos efeitos da plastificacdo do concreto sobre
a distribuicdo de esforcos em lajes, para assim melhor consubstanciar a validade dos

modelos simplificados de anélise estrutural de lajes de concreto armado.
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