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APRESENTAÇÃO

As obras As Engenharias e seu Papel no Desenvolvimento Autossustentado Vol. 1 e 2 
abordam os mais diversos assuntos sobre métodos e ferramentas nas diversas áreas das 
engenharias a fim de melhorar a relação do homem com o meio ambiente e seus recursos.

O Volume 1 está disposto em 24 capítulos, com assuntos voltados a engenharia elétrica, 
materiais e mecânica e sua interação com o meio ambiente, apresentando processos 
de recuperação e reaproveitamento de resíduos e uma melhor aplicação dos recursos 
disponíveis, além do panorama sobre novos métodos de obtenção limpa da energia.

Já o Volume 2, está organizado em 27 capítulos e apresenta uma vertente ligada ao 
estudo dos solos e aguas, da construção civil com estudos de sua melhor utilização, visando 
uma menor degradação do ambiente; com aplicações voltadas a construção de baixo com 
baixo impacto ambiental.

Desta forma um compendio de temas e abordagens que facilitam as relações entre 
ensino-aprendizado são apresentados, a fim de se levantar dados e propostas para novas 
discussões sobre temas atuais nas engenharias, de maneira aplicada as novas tecnologias 
hoje disponíveis.

Boa leitura!

Henrique Ajuz Holzmann 

João Dallamuta 

Viviane Teleginski Mazur
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RESUMO: A análise de vibrações mecânicas 
(lineares e não lineares) compõem um dos 
objetos de pesquisas de inúmeros trabalhos 
científicos. Isso se deve ao fato de que as 
vibrações mecânicas estarem presentes 
em todo os tipos de estruturas mecânicas 
influenciando-as sob as mais diversas 
formas e, em diferentes níveis, incidindo 

diretamente, assim, em sua vida útil, na 
segurança, bem como na operação de 
máquinas e equipamentos, etc. Diante disso, 
este trabalho visa utilizar a Transformada 
Rápida de Fourier (Fast Fourier Transform - 
FFT) com vistas a identificar e caracterizar 
o fenômeno não linear. Dessa forma, é 
necessário que o efeito não linear atuante 
no sistema seja disposto na equação do 
movimento como uma força de perturbação 
do sistema conservativo, possibilitando 
assim controlar a evolução do efeito não 
linear sobre o sistema dinâmico e, por 
consequência aplicar a FFT. Permitindo, 
assim, identificar o efeito não linear, bem 
como a evolução de sua caracterização.
PALAVRAS-CHAVE: Análise dinâmica. 
Equação Diferenciais. Método de Newmark. 
Não linearidades.

USING FOURIER’S FASTTRANSFORMED 
TO IDENTIFY NONLINEAR PHENOMENON 

IN DYNAMIC SYSTEMS

Abstract: The analysis of mechanical 
vibrations (linear and nonlinear) is one 
of the objects of research in numerous 
scientific works. This is due to the fact that 
mechanical vibrations are present in all types 
of mechanical structures, influencing them 
in the most diverse forms and at different 

http://lattes.cnpq.br/1125102362304422


As Engenharias e seu Papel no Desenvolvimento Autossustentado Capítulo 8 96

levels, directly affecting their useful life, safety, as well as the operation of machines and 
equipment, etc. This work aims to use the Fast Fourier Transform (FFT) in order to identify 
and characterize the nonlinear phenomenon in dynamic systems incorporating nonlinearities. 
Thus, it is necessary that the nonlinear effect acting on the system be disposed in the equation 
of movement as a disturbing force of the conservative system, making it possible to control 
the evolution of the nonlinear effect on the dynamic system in order to allow the application of 
FFT. As a consequence, it is possible to identify the non-linear effect as well as the evolution 
of its characterization.
KEYWORDS: Dynamical analysis. Differential Equation. Newmark method. Nonlinearities.

1 | 	INTRODUÇÃO

A dinâmica não linear é uma teoria matemática que estuda sistemas de equações 
de evolução, ou seja, equações onde o tempo é uma variável independente (WIGGINS, 
1990). Se tais equações forem lineares, há soluções gerais que nos permitem determinar o 
comportamento futuro do sistema descrito de forma exata, em função do seu estado atual. 
Porém, no trato de equações não lineares, essas soluções exatas, em geral, não existem na 
forma fechada. 

Diante disso, a dinâmica não linear concentra-se nos comportamentos a longos períodos 
do sistema que está sendo estudado (ALLIGOOD, SAUER e YORKE, 1997) e (SAVI, 2010), 
porém este estudo específico terá foco no comportamento futuro a pequenos tempos, 
normalmente, obtido por solução numérica (computacional) das equações de evolução. 

Por outro lado, o campo de aplicações da dinâmica não linear é muito extenso, 
abrangendo os sistemas físico, biológico, das ciências sociais, etc. que possam ser descrito 
por equações de evolução (VIANA, 2011). Porém, neste trabalho, especial atenção será 
dada a sistemas matemáticos, físicos ou da mecânica clássica incorporando incertezas 
paramétricas.

Levando-se em consideração, a variabilidade de parâmetros físicos e/ou geométricos, 
certamente, tais incertezas incorrerão nas respostas dos modelos numéricos representativos 
dos sistemas. Além disso, hipóteses equivocadas sobre condições de contorno ou sobre a 
linearidade do sistema em análise pode ser feita, o que resulta nas chamadas incertezas de 
modelo. Portanto, fica evidente que, para aumentar a representatividade desses modelos 
preditivos, é extremamente importante quantificar tais incertezas (SOIZE, 2013).

Assim, no sentido de quantificar incertezas em sistemas dinâmicos é possível destacar 
o trabalho de Lima e Sampaio (2017) cujo objetivo visa caracterizar, a partir de ponto de vista 
estatístico, a resposta do oscilador de fricção a seco a partir de uma sequência de modos 
adesivo e deslizante e de Cunha Jr. e Sampaio (2015) quando propõem estudar o efeito do 
fenômeno não linear em um sistema dinâmico composto por uma barra elástica, presa a 
molas e uma massa concentrada, com módulo elástico aleatório quando submetida a uma 
força externa distribuída de amplitude aleatória. 

Todavia, a análise de vibrações em sistemas não lineares torna-se potencialmente 
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importante no caso de sistemas mecânicos industriais. Diante disso, Caetano (1992), 
Gonçalves (2004) e Ritto (2005) sugerem caracterizar a análise de um sinal no domínio 
da frequência por meio de sua decomposição num conjunto finito ou infinito de harmônicos 
de amplitude e frequência variáveis, sendo a via imediata através de sua decomposição 
espectral, no caso de funções periódicas, utilizando a expansão em série de Fourier.

Assim, inúmeros pesquisadores como Savi (2010) e Viana (2011), dedicam seus 
estudos no sentido de descrever algumas propriedades dos sistemas dinâmicos não lineares 
tais como: estabilidade, equilíbrio, caoticidade, etc, outros, porém, focam seus estudos 
no tratamento de incertezas paramétricas e não paramétricas associadas aos sistemas 
dinâmicos não lineares (SOIZE, 2013; CUNHA JR e SAMPAIO, 2015; LIMA e SAMPAIO, 
2017). 

Existem, ainda, aqueles que buscam estabelecer padrões para identificar a ocorrência 
do fenômeno não linear em sistemas dinâmicos, conforme se observa nos trabalhos de 
Caetano (1992) e Gonçalves (2004). 

Diante disso, este trabalho visa, além da caracterização do fenômeno não linear a 
partir de parâmetros aleatórios, o estudo interessa-se, particularmente na identificação e 
evolução do comportamento não linear em sistemas dinâmicos não lineares. Assim, este 
trabalho vem corroborar com os trabalhos disponíveis na literatura científica no sentido de 
incorporar incertezas em sistemas dinâmicos com vistas a induzir o efeito não linear a fim de 
caracterizar sua evolução durante seu processo de operação ao longo do tempo.

2 | 	MATERIAL E MÉTODOS

A metodologia, inicialmente, perpassa por uma extensa pesquisa bibliográfica, 
especialmente, em artigos científicos, para a apropriação dos conhecimentos já 
disponibilizados nas literaturas especializadas (MENDONÇA, 2003). 

O desenvolvimento se dará por meio de implementação de diversas rotinas 
computacionais e métodos numéricos de resolução de equações diferenciais, como por 
exemplo o Método de Newmark, como também pela implementação da FFT de um sinal 
periódico. 

Diante disso, pressupõe-se o estreitamento da técnica de resolução de equações 
diferenciais e a transformada de Fourier.

3 | 	RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os fenômenos não lineares são acontecimentos correntes em vários ramos da 
engenharia prática, sendo o comportamento linear de tal sorte, uma exceção. Entretanto, a 
característica potencialmente imprevisível de um sistema não linear pode levá-lo com mais 
facilidade a uma falha catastrófica. Por exemplo, em construções civis, durante eventos 
esportivos e concertos, as construções em concreto armado podem estar sujeitas a oscilações 
não lineares devido ao relaxamento das articulações e ao movimento das armações. 
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Na indústria aeronáutica, os movimentos não lineares podem ter graves consequências 
sobre a vida útil de peças e componentes estruturais como fuselagens e asas. Já na 
indústria automobilística, os sistemas de freio e suspensão do motor, por exemplo, possuem 
inerentemente um comportamento não linear (GERGES, 2013). 

Neste contexto, observa-se que os pesquisadores são confrontados a sistemas 
não lineares em um momento ou outro de sua vida profissional e devem ser capazes de 
reconhecê-los. A partir do momento em que uma das hipóteses de linearização não é mais 
válida, o sistema de equações diferenciais do movimento do sistema dinâmico passa a não 
ser mais válido e, a aplicação do princípio da superposição modal não é mais aplicável.

O oscilador de Duffing ilustrado na Fig. 1(a) representa o tipo de não linearidade 
foco deste estudo, sendo modelada por meio da equação do movimento (1), onde  
representa a rigidez não linear, podendo ser negativa ou positiva.

A Fig. 1(b) representa as respostas do oscilador para vários valores de . Pode-se 
notar a importância de se considerar a contribuição do termo não linear, que evolui com o 
nível da excitação. A Fig. 1(c) mostra a contribuição da rigidez não linear sobre os níveis de 
excitação onde nota-se uma evolução não proporcional da resposta harmônica com relação 
à excitação. 
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A Fig. 1(d) representa os diagramas de fase onde é observado claramente o aparecimento 
de um segundo harmônico a partir do nível de excitação de F0=5N, ficando mais evidente 
com o aumento destes. O diagrama de fase traduz a característica periódica da solução 
obtida e a distorção observada está ligada ao aparecimento do segundo harmônico.

Por outro lado, Caetano (1992), Gonçalves (2004) e Ritto (2005), afirmam que análise 
de um sinal pode processar-se no domínio da frequência por meio de sua decomposição 
num conjunto finito ou infinito de harmônicos de amplitude e frequência variáveis. A via mais 
imediata de proceder tal decomposição, no caso de funções periódicas, consiste na utilização 
da expansão em série de Fourier, definida como segue:

sendo  

em que    são ilustrados na Fig. 2 e, representam a composição de  em 
termos dos harmônicos em 

De acordo com Caetano (1992) para representar um sinal periódico é necessário 
combinar uma ou mais funções periódicas, conforme a Eq. (2), afetando assim, a condição 
de linearidade da aproximação. Portanto, tal combinação se apresenta na transformada 
de Fourier por meio de diversos harmônicos com o objetivo de representar os coeficientes 

Figura 2–Representação dos termos  (Adaptado de Caetano (1992))

Diante disso, é possível identificar o fenômeno não linear através da análise dos 
harmônicos presentes no sinal. Nesse sentido, Souza (2008) utiliza, dentre outras, a 
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técnica da Transformada Rápida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) para identificar e 
caracterizar não linearidades em sistemas dinâmicos.

Assim, a título de ilustração, a Fig. 3 mostra a amplitude das funções de resposta 
em frequência normalizadas do modelo de Duffing obtidas a partir da FFT do sinal do 
deslocamento para diferentes valores de rigidez não linear e amplitude de excitação igual 
a 50N. Nota-se a presença de harmônicos à medida que o efeito não linear se torna mais 
presente, sob as mesmas condições iniciais. 

Figura 3 – FFT do sinal do deslocamento para o modelo de Duffing: (a) 0 N=nlk m ;  

(b) 110 N�=nlk m ; (c) 610 N=nlk m

O modelo de Duffing, Fig. 2, apresenta resposta dinâmica levando-se em conta 
o fator de não linearidade cúbica incorporado, bem como o efeito não linear advindo da 
excitação externa aplicada ao sistema mecânico, conforme ilustra a Fig. 2 (b,c). Analisando 
conjuntamente as Figs. 2 e 3, observa-se a partir da Fig. 3(a)  um pico de 
amplitude de sinal da FFT, predominado, dessa forma, o comportamento linear no sistema 
não linear. 

Nessa mesma perspectiva de análise a Fig. 3(b) evidencia a presença de pelo menos 
três harmônicos distintos (3 picos), caracterizando assim um comportamento não linear 
no sistema, isto já sendo esperado conforme ilustrado na Fig. 2(c,d). Finalmente, na Fig. 
3(c), quando se considera um alto fator de rigidez à contribuição não linear, observa-se o 
surgimento de inúmeros harmônicos ilustrando, fortemente, o comportamento não linear no 
sistema não linear. 

Observa-se ainda, que em baixos valores de rigidez não linear, o sistema apresenta 
comportamento não linear, conforme o tipo e o nível de excitação externa.
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4 | 	CONSIDERAÇÕES FINAIS

Convém salientar que este trabalho se encontra em fase preliminar de estudo. Assim, 
apresenta-se, apenas, os resultados parciais, relacionados ao modelo determinístico 
aplicado a um típico sistema mecânico de um grau de liberdade incorporando um tipo de não 
linearidade induzida de terceiro grau.

Segundo Souza (2008) para identificar a presença do efeito não linear em um sistema 
dinâmico por meio da FFT é necessário que a resposta obtida via transformada demonstre a 
existência de diferentes harmônicos em uma faixa de frequência de interesse, ou a presença 
de harmônico distorcido, equivalendo a existência de diferentes harmônicos em uma pequena 
vizinhança de uma frequência específica.

A partir dos resultados obtidos, observa-se que a metodologia proposta para identificar a 
presença do fenômeno não linear incorporado ao sistema apresentou-se de forma satisfatória 
e eficiente (no sentido de identificação da presença de não linearidade a partir da análise a 
posteriori da resposta do sinal da equação de estado. 

Contudo, uma demanda maior de análise e aprimoramento do método deve ser, ainda, 
desenvolvida, para a questão da caracterização do nível de não linearidade incorporada ao 
sistema.

De forma geral, existem sistemas não lineares que exibem o efeito não linear tão suaves 
que estes podem ser transformados em sistemas lineares sem, contudo, perderem suas 
características. Quando isso não é possível, é fundamental utilizar um modelo não-linear 
para representar a dinâmica do sistema. 
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