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APRESENTAÇÃO

Em “A Aplicação do Conhecimento Científico na Engenharia Civil 3” trazemos vinte e 
um capítulos que trazem estudos com boas contribuições para a Engenharia Civil.

Temos vários estudos a respeito da utilização da simulação numérica e computacional 
na resolução de problemas no projeto e execução de estruturas. 

O estudo sobre o comportamento de estruturas utilizando determinados materiais 
proporciona sua validação como alternativa construtiva. Trazemos também análises a 
respeito de estruturas submetidas a calor intenso, o que permite otimizar os projetos, 
considerando situações de incêndio.

Tendo em vista a crescente preocupação com o meio ambiente e a escassez de 
recursos naturais, torna-se imprescindível os estudos que visem soluções ligadas a 
otimização na utilização de materiais e desenvolvimento de materiais sustentáveis.

A análise de ferramentas computacionais para o desenvolvimento de projetos de 
engenharia permite realizar comparativos com a finalidade de subsidiar o projetista a 
optar por ferramentas mais adequadas e seguras, proporcionando uma melhor qualidade 
em projetos. 

Esperamos que esta coletânea seja útil aos seus estudos. Boa leitura!

Franciele Braga Machado Tullio
Lucio Mauro Braga Machado
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RESUMO: Este trabalho compara os métodos 
aproximados e o método geral de cálculo do 
efeito local de segunda ordem em pilares de 
concreto armado, segundo a NBR 6118. Por 
serem simplificados, o método do pilar-padrão 
com curvatura aproximada e o método do pilar-
padrão com rigidez k aproximada são muitas 
vezes escolhidos para o cálculo dos esforços 
solicitantes em pilares medianamente esbeltos. 
Por outro lado, o método geral apresenta 
resultados mais precisos, embora seja mais 
complexo. Uma planilha de cálculo criada 
pelos autores e o programa P-Calc foram 
utilizados para determinação das solicitações 
pelos métodos aproximados e geral, variando 

o esforço normal e o índice de esbeltez. Foi 
observado que a intensidade do momento 
total solicitante de cálculo aumentou conforme 
cresceu o esforço normal e o índice de esbeltez 
e ainda que o método do pilar-padrão com 
rigidez k aproximada apresentou resultados 
mais próximos ao método geral do que o método 
do pilar-padrão com curvatura aproximada, 
embora ambos estejam a favor da segurança 
na maioria dos casos.
PALAVRAS-CHAVE: Pilar de concreto, Efeito 
local de segunda ordem, Curvatura aproximada, 
Rigidez k aproximada, Método Geral.

COMPARISON BETWEEN APPROXIMATE 

METHODS AND GENERAL METHOD OF 

CALCULATING LOCAL SECOND-ORDER 

EFFECTS IN CONCRETE COLUMNS

ABSTRACT: This work compares the 
approximate methods and the general method 
of calculating local second-order effects in 
reinforced concrete columns, according to NBR 
6118. Once they are simplified, the standard-
column method with approximate curvature and 
the standard-column method with approximate 
k stiffness are often chosen to calculate the 
requested efforts in averagely slender columns. 

http://lattes.cnpq.br/4136223250304052
http://lattes.cnpq.br/1178823116168764
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On the other hand, the general method provides more accurate results, although it is more 
complex. A calculation sheet created by the authors and the software P-Calc were used to 
determine the calculation requests by the approximate and the general methods, varying the 
normal effort and the slenderness index. It was observed that the intensity of the total bending 
moment requested increased as the normal effort and the slenderness index increased and 
also that the standard-column method with approximate k stiffness provides results closer to 
the general method than the standard-column method with approximate curvature, although 
both are in fovour of safety in most cases.
KEYWORDS: Concrete column, Local second-order effect, Approximate curvature, 
Approximate k stiffness, General method.

1 | 	INTRODUÇÃO

A NBR 6118 estabelece diversos métodos para o cálculo do efeito local de segunda 
ordem em pilares de concreto armado, entre eles, o método geral, o método do pilar-
padrão com curvatura aproximada e o método do pilar-padrão com rigidez k aproximada. 
A possibilidade de uso dos métodos depende do índice de esbeltez, o qual avalia a 
relevância dos efeitos locais de segunda ordem para o pilar. Devido à maior simplicidade 
na concepção e aplicação, os métodos aproximados são frequentemente utilizados por 
projetistas quando se deseja calcular as solicitações em pilares sem o auxílio de métodos 
computacionais, seja com fins didáticos ou apenas para rápida verificação.

O objetivo deste trabalho é comparar o método do pilar-padrão com curvatura 
aproximada e o método do pilar-padrão com rigidez ƙ aproximada com o método geral, a 
fim de avaliar se os resultados obtidos com os métodos aproximados são suficientemente 
semelhantes aos alcançados com a aplicação do método geral e até mesmo apontar qual 
dos métodos aproximados apresenta resultados mais próximos ao método geral para 
cálculo dos efeitos locais de segunda ordem em pilares de concreto armado.

2 | 	EFEITOS LOCAIS DE SEGUNDA ORDEM

No dimensionamento de pilares de concreto armado, sem dúvida uma etapa 
fundamental é a determinação das solicitações atuantes, as quais podem ser de primeira 
ou segunda ordem. Os esforços calculados a partir da geometria indeformada de uma 
estrutura são chamados esforços de primeira ordem. Já os esforços que são acrescentados 
aos de primeira ordem quando o equilíbrio da estrutura é estudado na configuração 
deformada são chamados esforços de segunda ordem.

De acordo com Carvalho e Pinheiro (2013), a ação dos carregamentos verticais e 
horizontais faz os nós das estruturas deslocarem horizontalmente, o que provoca novos 
esforços. São os chamados efeitos globais de segunda ordem. É possível ainda que 
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os eixos das barras da estrutura não se mantenham retilíneos devido ao carregamento. 
Nesse caso, fala-se em efeitos locais de segunda ordem, os quais afetam principalmente 
os esforços solicitantes ao longo da própria barra. Em pilares-parede, é possível que uma 
região apresente falta de retilineidade mais acentuada que o pilar ao todo, onde surgem 
efeitos de segunda ordem maiores, os efeitos localizados de segunda ordem.

Na determinação dos efeitos de segunda ordem é imprescindível a consideração da 
não-linearidade geométrica (NLG) e da não-linearidade física (NLF) das estruturas. A não-
linearidade geométrica decorre do fato de os esforços solicitantes e as tensões atuantes 
serem afetados pelo estado de deformação da estrutura, isto é, não há uma relação 
linear entre carregamentos atuantes e deformações, assim não é possível aplicar a 
superposição de efeitos quando a mudança de geometria é relevante. Já a não-linearidade 
física é resultado de uma combinação de várias características do concreto armado, como 
escoamento da armadura, fi ssuração e plastifi cação do concreto, fl uência, entre outras, 
tendo como principal consequência prática a alteração do módulo de elasticidade do 
concreto armado devido à deformação (MONCAYO, 2011).

Tendo em vista a difi culdade imposta pela complexidade de aplicação do método 
geral na determinação de solicitações em pilares, o qual considera a não-linearidade 
geométrica e a não linearidade física de maneira rigorosa, a NBR 6118 aceita que 
métodos aproximados sejam utilizados para os casos de pilares medianamente esbeltos, 
por apresentarem efeitos locais de segunda ordem não tão relevantes. Esses métodos 
partem de simplifi cações da NLG e da NLF para estabelecer expressões de cálculo dos 
esforços.

3 |  MÉTODO DO PILAR-PADRÃO COM CURVATURA APROXIMADA

Segundo a NBR 6118, esse método aproximado é aplicável apenas a pilares com 
índice de esbeltez menor ou igual a 90, seção retangular constante ao longo do eixo e 
armadura simétrica e constante. A não-linearidade geométrica é considerada de maneira 
aproximada, assumindo que a curva de deformação do pilar pode ser interpretada 
como uma função senoidal. A não-linearidade física é levada em conta por meio de uma 
expressão aproximada da curvatura da seção crítica, avaliada pela expressão (ABNT, 
2014):

Onde:
1/r é a curvatura da seção crítica;
h é a altura da seção do pilar na direção considerada; e
v (ní) é a forma adimensional da força normal, dada por:
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Com:
Nd sendo o esforço normal de cálculo;
Ac sendo a área da seção de concreto constante ao longo do eixo; e
ƒcd sendo a resistência de cálculo do concreto à compressão.

De acordo com a NBR 6118, o momento total máximo Md,tot é calculado pela expressão 
a seguir e seu valor deve ser superior ao momento mínimo de primeira ordem M1d,min e ao 
momento de primeira ordem M1d,A (ABNT, 2014):

Onde: 
ɑb é o coefi ciente apresentado no item 4.2.5.2;
Nd é o esforço normal de cálculo;
ɭe é o comprimento equivalente; e
1/r é a curvatura da seção crítica.

A primeira parcela da expressão de Md,tot corresponde ao esforço de primeira ordem 
e a segunda ao esforço de segunda ordem no pilar. A excentricidade de segunda ordem  
e2 fi ca então defi nida por:

4 |  MÉTODO DO PILAR-PADRÃO COM RIGIDEZ K APROXIMADA

Esse método aproximado também é aplicável apenas a pilares com índice de esbeltez 
menor ou igual a 90, seção retangular constante ao longo do eixo e armadura simétrica 
e constante. Da mesma forma que o método aproximado anterior, a não-linearidade 
geométrica é considerada de maneira aproximada, admitindo que a deformação do pilar 
seja defi nida por uma curva senoidal. Já a não-linearidade física é considerada por meio 
de uma expressão aproximada da rigidez (ABNT, 2014).

De acordo com a NBR 6118, o momento total máximo Md,tot deve ser maior que o 
momento mínimo de primeira ordem M1d,min (calculado na seção anterior) e tem seu valor 
obtido por meio da majoração do momento de primeira ordem M1d,A  (ABNT, 2014):
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Onde k (kapa) é a rigidez adimensional, de valor aproximadamente:

Nota-se que o momento total Md,tot a ser calculado também aparece na expressão de 
k, desta forma, é necessário recorrer a um cálculo iterativo para solucionar o problema. A 
NBR 6118 afi rma que são sufi cientes apenas duas ou três iterações para que o valor de  
Md,tot  possa convergir (ABNT, 2014).

De acordo com Banki (2004), o processo iterativo nem sempre precisa ser adotado. 
É possível uma abordagem direta, pois a variável a ser encontrada aparece em funções 
polinomiais, resolvidas substituindo-se uma equação na outra e reorganizando os termos 
em uma equação do segundo grau. A NBR 6118 apresenta a equação e os seus coefi cientes 
(ABNT, 2014):

O esforço de segunda ordem (acréscimo de momento fl etor) pode ser explicitado 
pela subtração entre o momento total máximo Md,tot e o momento de primeira ordem 
M1d,A. Dividindo-se esse resultado pelo esforço normal de cálculo Nd, encontramos a 
excentricidade de segunda ordem e2:

5 |  MÉTODO GERAL

Conforme a NBR 6118, o método geral de determinação dos esforços de segunda 
ordem é uma análise não-linear, executada com a discretização da barra em quantidade 
sufi ciente de segmentos para considerar a relação momento-curvatura real em cada seção 
(não-linearidade física e não-linearidade geométrica) de modo rigoroso.

Esse método é aplicável a pilares de quaisquer índices de esbeltez, desde que seja 
respeitado o limite de esbeltez de 200, imposto para pilares de concreto pela norma, logo 
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esse método é o único aceito para pilares com índice de esbeltez maior que 140, sendo 
também o método mais preciso (ABNT, 2014).

Diferente dos métodos anteriores, não existe qualquer restrição quanto às 
características do pilar, podendo ser aplicado inclusive a pilares com esforço lateral, com 
armadura não constante ao longo da barra ou com variação da área de concreto ao longo 
das seções. A seção do pilar pode ainda ter formato diferente do retangular. Trata-se de 
um método de verifi cação, sendo necessário o conhecimento da armadura existente.

Segundo Scadelai (2004), a aplicação do método geral envolve a resolução de 
sistemas de equações diferenciais para as quais nem sempre é possível encontrar uma 
solução diretamente. Daí faz-se necessária a aplicação de processos de cálculo iterativo, 
o que apesar de aceitar algumas simplifi cações, ainda requer signifi cativo esforço de 
cálculo, tornando comum a utilização de softwares específi cos para determinação dos 
esforços de segunda ordem.

Borges (1999) afi rma que o método geral consiste em determinar o diagrama carga 
versus deslocamento do pilar por meio da aplicação sucessiva do método do equilíbrio, 
conforme aumenta a deformação do pilar e faz duas considerações relacionadas ao seu 
rigor: (a) admitir a curvatura como segunda derivada da equação da linha elástica e (b) ter 
sua precisão intimamente relacionada ao número de subdivisões da peça.

No procedimento de cálculo pela excentricidade progressiva, o esforço normal é 
fi xado, enquanto o momento fl etor atuante é afetado pelo incremento progressivo da 
excentricidade no topo do pilar (ver fi gura 1) até que sejam atingidos valores críticos de 
deslocamento, obtendo assim a excentricidade crítica.

Figura 1: Aumento da excentricidade a cada iteração.
Fonte: Autores.

O método geral usa a relação momento fl etor-curvatura real em cada seção, dessa 
forma se faz necessário obter o diagrama N, M, 1/r ou, em termos adimensionais, o 
diagrama μ, v, h/r, específi co para cada caso de pilar a ser analisado (ver fi gura 2) ou 
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para cada seção do pilar, caso as características do pilar, como dimensões da seção, área 
e distribuição da armadura, variem ao longo do eixo.

Figura 2: Diagrama M, N, 1/r.
Fonte: Scadelai (2014).

A curvatura está associada às deformações do pilar, e estas se relacionam às 
tensões atuantes por meio de equações constitutivas. Sendo conhecidas as tensões, a 
deformação e a curvatura é possível calcular o esforço normal e o momento fl etor para 
cada valor de curvatura, obtendo grupos de valores (M, N, 1/r) interligados, ao qual se 
dá o nome diagrama M, N, 1/r. Geralmente recorre-se ao auxílio computacional para sua 
elaboração. (BORGES, 1999).

Bacarji (1993 apud Scadelai, 2004) formulou ume roteiro para verifi cação de um pilar 
cuja fl echa  não é conhecida  (ver Figura 3) e nem a expressão y = ƒ (x)  da deformada, a 
ser resolvida por tentativas.
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Figura 3: Divisão do pilar em sucessivos segmentos para cálculo das fl echas.
Fonte: Scadelai (2014).

De maneira resumida, pode-se dizer que o processo arbitra o valor da fl echa inicial, 
calcula o momento de primeira e segunda ordem para aquela seção e, com isso, determina 
o valor da fl echa da próxima seção, repedindo esse procedimento seção por seção até 
que se atinja o topo, onde deve ser verifi cada a fl echa de valor zero (origem do sistema 
de coordenadas), caso contrário, todo o processo deve ser reiniciado com novo valor 
arbitrado para fl echa na base, o que mostra a difi culdade de aplicação do método geral 
sem o uso de ferramentas computacionais.

6 |  METODOLOGIA

Para o cálculo do momento total solicitante pelos métodos aproximados, este trabalho 
elaborou e utilizou uma planilha eletrônica no aplicativo Microsoft Offi ce Excel (ver fi gura 
4), utilizando a equação 3 para o método do pilar-padrão com curvatura aproximada e as 
equações 7 e 8 para o método do pilar-padrão com rigidez k aproximada.
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Figura 4: Planilha de cálculo pelos métodos aproximados.
Fonte: Autores.

A determinação do momento total solicitante de cálculo pelo método geral foi feita com 
o auxílio do software P-Calc (ver fi gura 5), aplicativo para análise de pilares de concreto 
armado submetidos à fl exo-compressão normal ou oblíqua, desenvolvido por Sander David 
Cardoso Junior em estudo apresentado ao programa de educação continuada da Escola 
Politécnica da Universidade de São Paulo. O aplicativo está disponível gratuitamente no 
site da TQS <https://store.tqs.com.br/apps/calculators>, na versão 1.4.0.

Figura 5: Tela de resultados do software P-Calc.
Fonte: Autores.

Foram defi nidos os seguintes parâmetros de cálculo do pilar a serem usados nos 
três métodos de cálculo do momento total solicitante:
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•	 Pilar birrotulado, em concreto armado classe C25 e aço CA-50;

•	 A seção do pilar adotada foi retangular 20 cm x 20 cm;

•	 O índice de esbeltez sofreu variação mudando-se o comprimento do pilar;

•	 A armadura escolhida foi de 4 barras de Ø 20,0 mm, (taxa de armadura 4%);

•	 O pilar foi submetido à flexo-compressão reta, com momentos iniciais no topo e na 
base tracionando a mesma face do pilar;

•	 O coeficiente de majoração das ações no ELU adotado foi 1,4 para todas as ações 
e os coeficientes de minoração das resistências do concreto e do aço foram 1,4 e 
1,15, respectivamente.

Para comparar a evolução do momento total de cálculo pelos três métodos, o índice 
de esbeltez foi alterado entre 35 e 90, em intervalos de 5 em 5, mudando apenas o 
comprimento equivalente do pilar, sem que fosse modificada a seção, para valores de 
esforço normal característico baixo, moderado e alto (100kN, 200kN e 300kN) e para 
valores de momentos iniciais característicos leve, médio e acentuado (5kNm, 10kNm e 
20kNm), totalizando assim 9 situações, de E1 a E9, conforme tabela 1.

Tabela 1: Situações de cálculo variando esbeltez.
Fonte: Autores.

7 | 	RESULTADOS

As tabelas 2, 3 e 4 a seguir mostram o valor do momento total de cálculo obtido 
pelos três métodos, para as 9 situações, variando o índice de esbeltez. Conforme foi 
dito anteriormente, o método geral é um método de verificação, dessa forma, o software 
P-Calc apontou que em alguns casos o pilar não resistiu às solicitações. Esses valores 
aparecem em negrito. As situações E1, E2, E3 e E4 não apresentaram essa condição em 
nenhum dos casos.
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.

Tabela 2: Momento total solicitante de cálculo (kNm) para situações E1, E2 e E3
Fonte: Autores.

Tabela 3: Momento total solicitante de cálculo (kNm) para situações E4, E5 e E6.
Fonte: Autores.

Tabela 4: Momento total solicitante de cálculo (kNm) para situações E7, E8 e E9.
Fonte: Autores.

Para uma melhor visualização dos dados dispostos acima, procedeu-se à elaboração 
de gráficos para cada uma das situações, apresentados nas figuras 6, 7 e 8.

Nas situações E1, E2 e E3, podemos observar que a intensidade do momento total 
solicitante de cálculo, com exceção dos índices de esbeltez menores, é bem divergente 
para os métodos estudados (ver figura 6). Nas três situações, o método do pilar-padrão 
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com curvatura aproximada apresenta as maiores intensidades do momento total solicitante 
de cálculo, seguido pelo método do pilar-padrão com rigidez k aproximada. O método do 
pilar-padrão com curvatura aproximada apresentou valores até 58% (E1), 69% (E2) e 73% 
(E3) superiores os obtidos pelo método geral. Já o método do pilar-padrão com rigidez 
k aproximada apresentou resultados até 51% (E1), 43% (E2) e 37% (N3) superiores aos 
obtidos pelo método geral.

Figura 6: Momento total solicitante de cálculo (kNm) para situações E1, E2 e E3.
Fonte: Autores.

Nas situações E4, E5 e E6, nota-se que os resultados obtidos pelos três métodos 
foram muito próximos (ver figura 7). O método do pilar-padrão com curvatura aproximada 
apresentou valores até 13% (E4), 17% (E5) e 18% (E6) superiores aos obtidos pelo método 
geral. Já o método do pilar-padrão com rigidez k aproximada apresentou resultados até 
13% (E4), 9% (E5) e 7% (N6) superiores aos obtidos pelo método geral. Entretanto, para 
os maiores índices de esbeltez da situação N6 o método geral apresentou momento total 
de cálculo superior aos métodos aproximados.

Figura 7: Momento total solicitante de cálculo (kN.m) para situações E4, E5 e E6.
Fonte: Autores

Em E7, E8 e E9, observa-se que a intensidade do momento total solicitante de 
cálculo para os menores valores de índices de esbeltez testados é praticamente igual, 
independentemente do método utilizado para o cálculo (ver figura 8). Com o aumento 
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do índice de esbeltez, a intensidade do momento total solicitante calculado pelo método 
geral se torna cada vez mais superior ao calculado pelos métodos aproximados, por outro 
lado, os valores dos métodos aproximados continuam praticamente iguais entre si.

Figura 8: Momento total solicitante de cálculo (kNm) para situações E7, E8 e E9.
Fonte: Autores.

Embora nas situações E6, E7, E8 e E9 haja casos em que o momento total obtido pelo 
método geral teve valor superior ao obtido pelos métodos aproximados, essa condição se 
dá quando o pilar não mais resiste à solicitação (valores em negrito nas tabelas 2, 3 e 4), 
isto é, já foi esgotada a capacidade resistente, o que leva o projetista a redimensionar o 
pilar aumentando a seção para reduzir o índice de esbeltez ou modificando o projeto para 
reduzir os esforços atuantes de primeira ordem, o que faz com que o pilar volte a resistir 
aos esforços, condição na qual se observa que os métodos aproximados obtém valores 
de esforços superiores ou praticamente iguais ao método geral.

8 | 	CONCLUSÃO

A comparação entre o método do pilar-padrão com curvatura aproximada, o método 
do pilar-padrão com rigidez k aproximada e o método geral de cálculo do efeito local de 
segunda ordem realizada neste trabalho mostrou que o momento total solicitante calculado 
pelos métodos aproximados é igual ou superior ao obtido pelo método geral, desde que 
não ocorra o esgotamento da capacidade resistente do pilar, condição identificada nos 
casos com grande momento inicial, esforço normal e índice de esbeltez combinados. 
Também foi possível verificar que o método do pilar-padrão com curvatura aproximada 
apresenta intensidade do momento total superior ao método do pilar-padrão com rigidez k 
aproximada na maioria dos casos e nos demais apresenta intensidade praticamente igual. 
As maiores divergências percentuais entre os métodos aproximados foram observadas 
para os menores momentos iniciais, essas foram também as situações nas quais os 
métodos aproximados se mostraram mais conservadores em relação ao método geral.

Dessa forma, o método do pilar-padrão com curvatura aproximada e o método do 
pilar-padrão com rigidez k aproximada para determinação do efeito local de segunda 
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ordem apresentam resultados a favor da segurança quando comparados ao método 
geral, sem, entretanto, divergir excessivamente deste no cálculo de solicitações para as 
situações mais usuais de pilares de concreto armado, sendo o método do pilar-padrão 
com rigidez k aproximada o método aproximado com valores mais próximos ao método 
geral e o método do pilar-padrão com curvatura aproximada o método aproximado mais 
conservador.
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