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APRESENTAÇÃO

Em “A Aplicação do Conhecimento Científico na Engenharia Civil 3” trazemos vinte e 
um capítulos que trazem estudos com boas contribuições para a Engenharia Civil.

Temos vários estudos a respeito da utilização da simulação numérica e computacional 
na resolução de problemas no projeto e execução de estruturas. 

O estudo sobre o comportamento de estruturas utilizando determinados materiais 
proporciona sua validação como alternativa construtiva. Trazemos também análises a 
respeito de estruturas submetidas a calor intenso, o que permite otimizar os projetos, 
considerando situações de incêndio.

Tendo em vista a crescente preocupação com o meio ambiente e a escassez de 
recursos naturais, torna-se imprescindível os estudos que visem soluções ligadas a 
otimização na utilização de materiais e desenvolvimento de materiais sustentáveis.

A análise de ferramentas computacionais para o desenvolvimento de projetos de 
engenharia permite realizar comparativos com a finalidade de subsidiar o projetista a 
optar por ferramentas mais adequadas e seguras, proporcionando uma melhor qualidade 
em projetos. 

Esperamos que esta coletânea seja útil aos seus estudos. Boa leitura!

Franciele Braga Machado Tullio
Lucio Mauro Braga Machado
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doi

ANÁLISE DINÂMICA NA FLAMBAGEM DE UMA 
COLUNA ESBELTA DE CONCRETO ARMADO COM 

CRITÉRIOS DA NBR 6118/14

Alexandre de Macêdo Wahrhaftig
Universidade Federal da Bahia, Escola 

Politécnica, Departamento de Construção e 
Estruturas,

alixa@ufba.br, 
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Kaique Moreira Matos Magalhães
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RESUMO: Avaliou-se, analiticamente, a força 
crítica de flambagem de uma estrutura real, 
esbelta, de concreto armado, com variações de 
geometria ao longo do seu comprimento. Todos 
os elementos da dinâmica estrutural presentes 
na análise foram levados em consideração, 
inclusive o seu peso próprio. As imperfeições 
construtivas e/ou efeitos de segunda ordem 
foram linearizadas por meio da parcela negativa 
da rigidez geométrica, a não linearidade física do 
concreto foi considerada por meio da redução do 
produto de rigidez à flexão e o comportamento 
viscoelástico do concreto foi levado em conta 

pelos critérios da fluência da NBR 6118 (ABNT, 
2014). Na modelagem matemática utilizou-se 
um conjunto de molas distribuídas ao longo do 
comprimento da fundação para representar a 
ação do solo sobre a estrutura. A força crítica de 
flambagem foi, então, dinamicamente definida 
para diferentes instantes ao longo do tempo. 
Foram encontradas reduções de 70% para o 
módulo de elasticidade e de 59% para a força 
crítica de flambagem, em análises realizadas 
entre zero e quatro mil dias.
PALAVRAS-CHAVE: Força crítica de 
flambagem, Solução analítica, Fluência, NBR 
6118/2014.

DYNAMIC ANALYSIS ON THE BUCKLING OF 

A REINFORCED CONCRETE COLUMN WITH 

NBR 6118/14 CRITERIA

ABSTRACT: The critical buckling force of an 
actual, slender, reinforced concrete structure 
with variations in geometry along its length was 
analytically evaluated. All elements of structural 
dynamics present in the analysis were taken 
into account, including their own weight. The 
structural imperfections and/or second order 
effects were linearized by the negative part of 
the geometric stiffness. The physical nonlinearity 
of the concrete was also considered in terms 
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of reducing the flexural stiffness, and the viscoelastic behavior of concrete was accounted 
according to the creep criteria of the NBR 6118 (ABNT, 2014). In the mathematical modeling, 
the ground was modeled as a set of distributed springs along the foundation length. Then, the 
critical buckling load was dynamically defined to different instants along the time. Reductions 
of 70% in the modulus of elasticity, and of 59% in the critical buckling load, in analyzes 
performed between zero and four thousand days, were found.
KEYWORDS: Critical buckling load, Analytical solution, Creep, NBR 6118/2014.

1 | 	INTRODUÇÃO

De acordo com AWREJCEWICZ (2015) uma coluna representa um elemento estrutural 
contínuo submetido a forças de compressão axial cujas vibrações são governadas por 
equações diferenciais parciais (EDP) não lineares. A avaliação da capacidade resistente 
de uma coluna pode ser realizada de diferentes maneiras. Para elementos esbeltos 
analisa-se o limite de carregamento pela chamada força crítica de Euler e não apenas 
por sua capacidade em suportar tensões (UZNY, 2011). Isso quer dizer que uma coluna 
esbelta atinge o seu Estado Limite Último (ELU), definido pela perda de sua estabilidade, 
sem haver mesmo alcançado o esgotamento resistente de suas seções transversais, 
configurado, esse, quer seja por um estado de plastificação ou de ruína propriamente dita.

O primeiro a investigar a força crítica de flambagem foi Euler em 1774, definindo 
formulações baseadas na Estática, que teve seus estudos complementados por 
GREENHILL em 1881, que incluiu o peso próprio da coluna. De acordo com TIMOSHENKO 
(1961) a flambagem de Euler ocorre ainda dentro da região de comportamento elástico 
do material, sendo definida como o fenômeno em que um elemento estrutural perde o 
equilíbrio, ou é fletido, sob a ação de uma força axial compressiva suficientemente grande 
para tirá-lo de sua configuração reta inicial, sendo esse, talvez, o mais conhecido critério de 
verificação da segurança de uma coluna esbelta. Uma coluna esbelta de concreto armado 
se caracteriza como um sistema contínuo, submetido a forças axiais de compressão que 
incluem o seu peso próprio. Esse sistema, do ponto de vista da dinâmica estrutural, pode 
ser associado a um sistema análogo contendo um único grau de liberdade. Desta forma, 
o primeiro modo de vibração fica restrito a uma configuração previamente estabelecida 
mediante uma função matemática que descreve o movimento vibratório e as propriedades 
dinâmicas de interesse podem ser expressas em função da coordenada generalizada, 
previa e adequadamente definida na geometria do sistema. RAYLEIGH (1877) aplicou 
esse conceito ao estudo da vibração de sistemas prismáticos, estabelecendo uma função 
de forma válida em todo o domínio do problema. 

Para casos reais, onde as propriedades dos elementos estruturais variam ao 
longo do seu comprimento, a formulação desenvolvida para o cálculo das rigidezes e 
massas devem ser resolvidas observando-se os intervalos definidos na geometria do 
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sistema. Nesses casos, as integrais obtidas usando o método de RAYLEIGH devem ser 
resolvidas dentro dos limites estabelecidos para cada segmento, ou seja, as propriedades 
generalizadas devem ser calculadas para cada segmento da estrutura, conforme definido 
por sua geometria e somadas ao final.

Esse procedimento deve ser aplicado tanto para o cálculo da frequência quanto para 
a determinação da força crítica de flambagem, devendo, essa análise, levar em conta 
todas as parcelas da rigidez estrutural, a saber: a rigidez convencional, que depende 
do comportamento do material quanto à elasticidade, viscoelasticidade ou mesmo 
plasticidade; a rigidez geométrica, dependente da força normal atuante na estrutura, e 
que deve incluir o seu peso próprio (WAHRHAFTIG, 2013a, 2013b, 2016c, 2016d, 2017e); 
assim como a contribuição do solo, dada pela interação solo-estrutura. É importante 
destacar que a interação solo-estrutura tem sido uma questão importante no estudo do 
movimento vibratório de estruturas reais, devido ao fato de que essa interação pode 
influenciar significativamente no comportamento de um problema de natureza dinâmica 
(ZUO, 2018).

A estrutura selecionada para este estudo foi um poste esbelto de concreto armado 
(CA) com 46 metros de comprimento e de geometria variável, para o qual a força crítica 
de flambagem foi dinamicamente definida. Incluiu-se, para tanto, os efeitos da fluência 
e da fissuração do concreto, conforme previsões normativas presentes na NBR 6118 
(2014), da Associação Brasileira de Normas Técnicas (ABNT), além da não-linearidade 
geométrica, que foi resolvida por meio da parcela da rigidez geométrica. 

2 | 	DESCRIÇÃO DA ESTRUTURA

A estrutura analisada no presente estudo é um poste esbelto, real, de concreto 
armado com geométrica variável, que tem 46  m de altura, incluindo a superestrutura 
com 40 m, de seção circular vazada, e a fundação, do tipo tubulão; com base contando 
com um diâmetro de 140 cm e comprimento de 20 cm, e fuste com diâmetro de 80 cm 
e comprimento de 580  cm. Seu índice de esbeltez é da ordem de 400. Os módulos 
de elasticidade para a superestrutura e para a fundação foram calculados conforme a 
NBR 6118/14 (ABNT, 2014) para resistências características à compressão de 45 MPa 
e 20  MPa, respectivamente. Um conjunto de antenas e plataforma são, normalmente, 
instaladas no topo da estrutura para transmissão do sinal de rádio, configurando uma 
massa concentrada aplicada na extremidade livre da coluna, cuja determinação do valor 
limite foi a razão da presente investigação. Cabos, escada e guarda-corpo são instalados 
ao longo de toda a extensão da estrutura, adicionando-lhe uma massa distribuída de 
40  kg/m. Os detalhes geométricos da coluna são mostrados na Figura 1, onde g é a 
aceleração da gravidade; s representa cada segmento estrutural; S, D e th são o tipo de 
seção, o diâmetro externo e a espessura da parede, respectivamente; db representa do 
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diâmetro das barras de aço; nb é o número de barras e c´ é o cobrimento do concreto.

(a) Geometria (em “cm”) (b) Seções e segmentos estruturais

 Figura 1. Poste de concreto armado

A ação lateral do solo foi representada por um parâmetro elástico igual a 2668,93 kN/
m3 e as densidades do concreto armado foram admitidas como sendo 2600 kg/m3 e 
2500 kg/m3 para a superestrutura e para a fundação, respectivamente. As massas e 
densidades relativas à estrutura estão resumidas na Tabela 1. A não-linearidade física do 
CA foi computada de acordo com a ABNT (NBR 6118, 2014), que sugere uma redução de 
50% no momento de inércia da seção.

Dispositivos Comprimentos Densidades/Massas
Superestrutura 6–46 m 2600 kg/m3

Fundação 0–6 m 2500 kg/m3

Massa distribuída 6–46 m 40 kg/m
Massa concentrada 46 m A ser determinada

Tabela 1. Dispo sitivos na estrutura

A consideração das barras de aço no cálculo do momento de inércia foi realizada 
pela homogeneização das seções transversais, por meio dos fatores de homogeneização 
(Fhs), que multiplicam o momento nominal de inércia da cada seção,  sendo obtidos os 
seguintes valores, respectivamente, para as seções de 1 a 5: Fh1 = 1,0199; Fh2 = 1,0568; 
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Fh3 = 1,0811; Fh4 = 1,0671 e Fh5 = 1,0859. 

3 |  CRITÉRIOS DA NBR 6118/14 PARA A FLUÊNCIA DO CONCRETO

O modelo proposto pela NBR 6118/14 (ABNT, 2014) considera que a fl uência do 
concreto ɛcc é composta por dois termos, um referente à deformação lenta ɛc,tot e o outro à 
rápida ɛcca. A deformação rápida é irreversível e ocorre durante as primeiras 24 horas após 
a estrutura ser submetida às forças que a originou. Já a deformação lenta  é composta por 
outras duas parcelas, a deformação lenta irreversível ɛccƒ e a deformação lenta reversível 
ɛccd . As equações 1 e 2 apresentam os termos para determinação da fl uência do concreto 
e a deformação lenta, respectivamente.

onde o coefi ciente φ da equação 3 representa a soma dos coefi cientes de deformação 
rápida φɑ, lenta irreversível φƒ e lenta reversível φd. A deformação rápida é calculada pela 
relação entre a resistência do concreto no momento da aplicação da força e sua resistência 
fi nal. A deformação lenta irreversível é determinada em função da umidade relativa do 
ambiente, consistência do concreto no lançamento, espessura fi ctícia da peça e da idade 
fi ctícia do concreto no instante de aplicação da força. A deformação lenta reversível 
depende apenas da duração do carregamento. O seu valor fi nal e o seu desenvolvimento 
ao longo do tempo são independentes da idade do concreto no momento da aplicação da 
do carregamento.

A NBR 6118/14 apresenta algumas hipóteses que são adotadas para a determinação 
dos efeitos de fl uência, quando as tensões no concreto são relativas às cargas de serviço. 
A primeira é a consideração da variação linear entre a tensão aplicada e a deformação por 
fl uência ɛcc. Considera-se também que para o mesmo concreto, as curvas de deformação 
lenta irreversível φƒ em função do tempo, correspondentes às diferentes idades do 
concreto no momento do carregamento, são obtidas, umas em relação às outras, por 
deslocamento paralelo ao eixo das deformações, conforme a Figura 2.

Quando se deseja que a determinação da fl uência do concreto seja realizada em 
um determinado instante t, a equação 1 pode ser escrita como uma função do tempo, 
conforme equação 4, de onde se origina uma função, também temporal, do módulo de 
elasticidade:
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onde ɛcc(t,t0) representa a variação no tempo da deformação devido à fl uência, σc é 

Figura 2. Va riação temporal da deformação lenta irreversível (NBR 6118/14).

a tensão no concreto,Ec28 é o módulo de deformação tangente inicial para 28 dias e 
φ(t,t0) o coefi ciente de fl uência em função do tempo, dado pela equação 5:

onde t é a idade fi ctícia do concreto no instante considerado (em “dias”); t0 é a idade 
fi ctícia do concreto no momento do carregamento (em “dias”), sendo φɑ é calculado pela 
equação 6; o coefi ciente φƒ∞ é o valor fi nal da deformação lenta dado pela equação 7; βƒ(t) 
e βƒ(t0) são os coefi cientes relativos à deformação lenta irreversível, em função da idade 
do concreto obtidos pela equação 8; φd∞ é o valor fi nal do coefi ciente de deformação lenta 
reversível que é considerado igual a 0,4 e βd é o coefi ciente relativo à deformação lenta 
reversível, calculada em função do tempo (t - t0) decorrido após o carregamento, obtido 
pela equação 9:

É de interesse mencionar que relação de ƒc(t0) eƒc(t∞) representa a função do 
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crescimento da resistência do concreto; Q1c é o coefi ciente dependente da umidade 
relativa do ambiente, em porcentagem, e da consistência do concreto e 2cj  é o coefi ciente 
dependente da espessura fi ctícia da peça, defi nido pela equação 10, e os termos A, B, C
e D do coefi ciente relativo à deformação lenta irreversível são calculados pelas equações  
11, 12, 13 e 14, respectivamente:

onde hƒic e h representam a espessura fi ctícia da peça analisada, em centímetros e 
metros respectivamente.

4 |  SOLUÇÃO DA DINÂMICA ESTRUTURAL PARA A FORÇA CRÍTICA DE FLAMBAGEM

O modelo apresentado na Figura 3 representa uma coluna engastada na base e 
livre na extremidade superior, em vibração livre, sem amortecimento, onde t indica tempo, 
s um certo segmento da geometria, q(t) é a coordenada generalizada do problema e ɸ(x)  
representa a forma do movimento vibratório, aproximando um modelo matemático do 
campo da dinâmica estrutural ao problema prático proposto. A equação 15 se refere a 
uma função trigonométrica usada como função de forma e considerada válida em todo o 
domínio da estrutura:

onde x tem origem na base e L é o comprimento (ou a altura) total da estrutura.
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Figu ra 3. Modelo matemático da dinâmica estrutural

Este m odelo representa uma coluna sob a ação de uma força axial de compressão 
N(x), podendo ter propriedades constantes e variáveis ao longo do seu comprimento. Essas 
propriedades incluem a geometria, elasticidade ou viscoelasticidade e a densidade. Molas 
ks(x) são aplicadas para representar a iteração lateral do solo com a estrutura. A coluna 
está sob a ação de forças gravitacionais, originadas na massa distribuída devido ao peso 
próprio da estrutura mais escada, cabos e guarda-corpo; e de uma massa concentrada 
na extremidade livre, a ser defi nida na iminência da instabilidade, cujo valor representa o 
limite do carregamento vertical que pode ser aplicado, entendido em termos do peso de 
antenas, plataforma e suportes.

Para encontrar a solução analítica do problema é necessário considerar a função 
trigonométrica dada pela equação 14, cuja utilização restringe o problema a um sistema 
com um único grau de liberdade. O uso da equação 14 como uma função de forma 
válida para uma estrutura com geometria variável foi validada por Wahrhaftig (2017f) em 
comparação com análises computacionais pelo método dos elementos fi nitos. Aplicando 
o princípio dos trabalhos virtuais e suas derivadas, obtêm-se as propriedades dinâmicas 
do sistema em questão. A rigidez elástica/viscoelástica convencional é dada por:

onde, para o segmento s da estrutura, Es(t) é o modulo viscoelastico do material 
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como função do tempo, Is(x) é o momento de inercia que varia ao longo do segmento em 
relação ao movimento considerado, obtido pela interpolação das seções subsequentes, 
todas homogeneizadas (se for constante será simplesmente Is), k0s(t) é o termo da variação 
temporal da rigidez, K0(t) é a rigidez fi nal variando ao longo do tempo e n é o número 
total de segmentos existentes na geometria analisada. Se o material tiver comportamento 
exclusivamente elástico as respectivas equações deixam de ser funções temporais. A 
rigidez geométrica aparece como uma função da força axial, incluindo a contribuição do 
peso próprio, sendo expressa por:

onde kgs(m0) é a rigidez geométrica do segmento s, N0(m0) é a força concentrada 
no topo do sistema, obtida pela equação 19, e Kg(m0) é a rigidez geométrica total da 
estrutura, dada pela equação 20, sendo, todos esses, como se vê, dependentes da massa 
(m0) localizada na extremidade livre da coluna. Na equação 18, Nj representa a força 
normal nos segmentos superiores ao segmento considerado, sendo obtida por:

onde ( )sm x é a massa por unidade de comprimento. Assim, a massa generalizada 
total é encontrada fazendo-se:

considerando:

onde As(x) representa a área da seção transversal e ps a densidade do material, 
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no respectivo segmento s. Se a seção transversal tiver uma área constante ao longo do 
intervalo, As(x) será somente As, consequentemente, a distribuição de massa por unidade 
de comprimento será, também, constante. Da mesma forma, se a massa m0 não variar, 
todos os outros parâmetros que dependem dela também serão constantes.

Uma abordagem prática para considerar a participação do solo na vibração do 
sistema é considerá-lo como uma série de molas verticalmente distribuídas ao longo da 
fundação, que atuam introduzindo uma força restauradora no sistema estrutural. Com 
ks(x) denotando o parâmetro de mola, a rigidez efetiva do solo (como uma função da 
variável x ao longo do comprimento) pode ser defi nida como:

onde o parâmetro KSo é uma característica elástica que consiste na soma de ks(x) 
ao longo da profundidade da fundação, que dependente de sua geometria Ds(x) e do 
parâmetro elástico do solo Ss, considerado constante neste caso em cada camada, mas 
não necessariamente precisa ser. Sendo a força normal positiva, pode-se obter a rigidez 
total do sistema como uma função de duas variáveis:

Consequentemente, a frequência natural do primeiro modo, como uma função do 
tempo e da massa concentrada na extremidade livre, pode ser calculada, em Hertz, pela 
equação 30.

O procedimento matemático descrito acima defi ne a força crítica de fl ambagem 
para a nulidade da frequência, momento em que a estrutura perde sua rigidez. Todos 
os parâmetros generalizados, como a rigidez total, equação 29, a massa total, equação 
22, assim como a força normal na extremidade livre, equação 20, foram expressos como 
uma função da massa concentrada. Ao se introduzir a fl uência na análise, foi necessário 
considerar um modelo que representasse o comportamento viscoelástico do concreto, 
após o que, a frequência se torna uma função temporal, porque o módulo de elasticidade 
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também o é. Assim sendo, e escrevendo a frequência em termos da massa concentrada 
no topo e do tempo, equação 30, a força crítica de fl ambagem é estabelecida para 
um determinado valor que leva a frequência a se tornar nula, em qualquer instante de 
interesse, que, obviamente, multiplicada pela aceleração da gravidade, defi nirá a força 
correspondente ao colapso do sistema.

Tomando-se as considerações anteriores e servindo-se da massa concentrada 
como a variável independente do problema, a força crítica de fl ambagem, Nf, pode ser 
encontrada pelo conceito presente na equação 31:

A variação da frequência estrutural com a consequente defi nição da força crítica 
de fl ambagem, conforme estabelecido na equação 31, pode ser observada no gráfi co da 
Figura 4. Além dos instantes que foram arbitrariamente escolhidos, a análise poderia ter 
sido realizada para quaisquer outros momentos de interesse durante a vida útil da estrutura, 
mas percebe-se haver uma tendência de convergência após decorridos 4000 dias. A Tabela 
2 sintetiza os resultados obtidos. Na presente análise foram consideradas as condições 
padrão de produção do concreto, uma humidade relativa do ar de 70% e uma aceleração 
da gravidade igual a 9,807 m/s2.

Tempo
(dia)

Módulo de Elasticidade Nf m0

(MPa) (kN) (kg)

0 34278,92 253,518 25851,64
90 17516,54 149,432 15237,82

1000 11501,91 112,084 11429,39
2000 10736,11 107,329 10944,51
3000 10441,38 105,498 10757,80
4000 10284,57 104,525 10658,58

Variação 70% 59%

Tabela 2. Resultados obt idos.
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Figura 4. Força crítica de flambagem dinamicamente definida

5 | 	CONCLUSÃO

Analisou-se a força crítica de flambagem de uma estrutura real de concreto armado 
por um processo analítico baseado nos conceitos de vibração dos sistemas estruturais. 
A estrutura analisada apresentava uma variação de geometria ao longo de sua altura, 
sendo, na análise, considerados todos os parâmetros necessários ao cálculo dinâmico, 
podendo-se mencionar: as imperfeições geométricas, que foram consideradas por meio 
da rigidez geométrica; a não linearidade física e a fluência do concreto, que foram levados 
em conta por meio das recomendações da NBR 6118 (2014) da ABNT.

Com as considerações anteriores presentes no procedimento analítico, a flambagem 
estrutural foi estabelecida para uma força de compressão de 253,52 kN no instante inicial 
e de 104,52 kN após decorridos 4000 dias da entrada em serviço da estrutura, ambos 
os valores correspondendo à nulidade da primeira frequência natural de vibração, o que 
representa uma redução de 59% na capacidade de carregamento vertical da estrutura. 
Devido à fluência, o módulo de elasticidade apresentou uma variação de 70% ao longo do 
período considerado.

Análises comparativas com outros métodos de cálculos e emprego de critérios 
normativos de outros códigos devem ser incluídas em estudos futuros.
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