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APRESENTACAO

O quarto volume da coletdnea “Ensino de Ciéncias e Educacédo Matematica”
aborda assim como os outros volumes, um vasto numero de pesquisas cientificas e
relatos experienciais que contribuem significativamente para as diferentes dimensdes
educacionais.

Neste volume, concentra trabalhos que abordam sobre formacao inicial, continuada,
curriculo no ensino de matematica, estratégias de ensino para a educacéo basica, debates
e reflexbes essenciais para todo o processo educacional. Isto é, apresenta temas diversos
e interessantes, de modo, a contribuir para 0 embasamento teérico e a pratica pedagdgica
do professor que estd em exercicio ou néo.

Para os professores que estdo em exercicio, mais precisamente os professores que
ensinam matematica, sem duvida cada capitulo tem muito a contribuir para com sua pratica
de ensino, sendo possivel conhecer numa dimensao geral agdes curriculares acerca da
educacao financeira, funcdo exponencial, funcéo logaritmica, geometria espacial, literatura
matematica, nUmeros racionais, entre outros.

Para os professores que ndo estdo em exercicio por estd em processo formativo
ou tentando uma vaga para adentrar no chdo da sala de aula, os trabalhos apresentam
discussdes sobre tematicas contemporéaneas que colaboram para ter uma compreensao
panoramica do cenario atual da educacdo, ou melhor, nesta coletdnea também tem
producdes sobre BNCC e as tecnologias digitais, tematicas bastante mencionadas nos
eventos nacionais e internacionais com pesquisadores de diferentes regides e culturas.

Por fim, que vocé possa se debrucar em cada capitulo e assim possa enriquecer seu
aporte tedrico e pratica pedagogica.

José Elyton Batista dos Santos
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CAPITULO 11

FUNGOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS -
UMA PROPOSTA TEORICA COM ABORDAGEM
DIFERENCIADA NA DEMONSTRAGAO DE

Data de aceite: 01/06/2020

Marcelo Lins Muniz de Melo Santos
Universidade Federal de Pernambuco

marcelo_muniz_wp@hotmail.com

Airton Temistocles Goncalves de Castro
Universidade Federal de Pernambuco

airton@dmat.ufpe.br

RESUMO: O ensino das fungdes exponencial e
logaritmicasencontrasuaprincipalrazaopelasua
extensa aplicabilidade em diversas atividades
das diferentes areas do conhecimento. Estas
funcdes e suas propriedades séo apresentadas
aos alunos do Ensino Médio. No entanto,
na maioria das vezes, nao lhes é permitido
apreciar algumas nuances na adaptacao das
mesmas propriedades a campos numéricos
mais abrangentes. No Ensino Superior, durante
0S cursos iniciais, o que se espera dos alunos
€ a mera obediéncia as propriedades. A analise
critica para a construcéo e consequentemente
validade delas fica relevada a cursos mais
avancados. Este artigo é voltado a alunos da
Licenciatura e professores do Ensino Superior
e tem como objetivo trazer com atividades
simples, a apreciacao das propriedades das
funcbes exponenciais e logaritmicas no dominio
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PROPRIEDADES

nameros reais, para tanto, usaremos a derivada
e alguns teoremas do Célculo e ou da Analise.

PALAVRAS-CHAVE:
Funcéo logaritmica. Continuidade. Derivada.

funcdo exponencial.

ABSTRACT: The teaching of exponential and
logarithmic functions finds its main reason for
its extensive applicability in various activities in
different areas of knowledge. These functions
and their properties are presented to high school
students. However, in most cases, they are not
allowed to appreciate some nuances in adapting
the same properties to more comprehensive
numerical fields. In Higher Education, during
initial courses, what is expected of students
is mere obedience to properties. The critical
analysis for the construction and consequently,
their validity is highlighted in more advanced
courses. The article is aimed at undergraduate
students and teachers of Higher Education
and aims to bring with simple activities, the
appreciation of the properties of exponential
and logarithmic functions in the domain of the
real numbers, for that, we will use the derivative
and some theorems of Calculus and or Analyze.
KEYWORDS: Exponential function. Logarithmic
function. Continuity. Derivative.
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INTRODUGCAO

H& uma imensa aplicabilidade das fungdes exponenciais e logaritmicas nas mais
diversas areas de conhecimento. No entanto, alguns alunos ainda apresentam dificuldades
em suas resolugdes devido a uma bagagem precéaria do Ensino Basico. Este fato se
deve em virtude das faltas de motivacdo do professor em apresentar corretamente as
propriedades de potenciacdo e logaritmos, além do porqué de estudar esse assunto.
Este estudo tem como objetivo analisar a importancia destas operacdes através de uma
abordagem diferenciada daquela vista nos livros didaticos dos ensinos Fundamental e
Médio. Ou seja, apresentaremos uma proposta inovadora de ensino para professores,
estudantes de matematica e demais interessados no tema. Como pilar principal, iremos
pautar nossas demonstracdes a partir dos tdépicos de célculo diferencial e técnicas da
Anélise Real.

Realizou-se uma analise bibliografica de textos do Ensino Médio aprovados pelo Plano
Nacional do Livro Didatico, para entéo entendermos a forma cujos temas Exponenciacéo e
Logaritmos séo transmitidos aos alunos no ensino secundério. Propusemos também uma
analise mais formal para estudantes e professores de Matematica, além dos interessados
sobre o tema, envolvendo demonstracdes através do célculo diferencial e conceitos de
Andlise.

Consideramos as contribuicdes de renomados autores do assunto como CASTRO
(2010), LAGES e AVILA a fim de dar-nos suporte ao aprofundamento teérico e
fundamentacéo nas demonstracdes.

Portanto, podemos concluir que por esta obra estar carregada de uma matematica
cujo nivel foge da abordagem do ensino secundario, sera mais uma ferramenta de suporte
para estudantes e professores de Matematica.

JUSTIFICATIVA

O aluno interage inicialmente com as poténcias ainda no ensino fundamental,
conforme os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (MEC, 1999). Desta forma, é
desejado para os professores de matematica que o discente possa conceituar potenciagao
e estar familiarizado com as propriedades relativas a expoentes naturais ou racionais.

No entanto, segundo Castro (2010), a maioria dos livros didaticos do ensino médio
nao apresentam propriedades valiosas, tais como “Para um numero real a positivo diferente
de 1, define-se a fungéo a* com dominio nos Reais). E apresentado no Ensino Médio e
secundario algumas propriedades, aplicam-se exercicios e o professor, por muitas vezes,
deixa escapar a motivagéo para estudar este tema.

Séo diversas as aplicagdes das fungcbes exponenciais e logaritmicas em nosso dia
a dia. Nao sé a encontramos no cotidiano da ciéncia, apresentando-se no tempo de meia
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vida de elementos radioativos, ou no tempo de vida de bactérias ou ainda no periodo
de consumo de um farmaco no organismo. Essas fun¢des estdo presentes também nas
notas musicais, onde cada escala representa um logaritmo de base 2.

OBJETIVOS

Objetivo geral

Os objetivos basicos deste trabalho visam abordar um novo conceito sobre func¢des
exponenciais e logaritmicas, baseado em analise de bibliografias do Ensino Médio,
apresentando nova proposta de metodologia para estudantes do curso de Matematica e
professores desta disciplina.

Objetivos especificos

Analisar como autores dos livros didaticos aprovados pelo Plano Nacional do Livro
Didatico motivam o estudo das funcdes exponenciais e logaritmicas;

Sugerir aos estudantes e professores de Matematica nova abordagem sobre as
demonstracdes das propriedades de poténcias e logaritmos;

Motivar o estudante e professor para uma nova perspectiva no ensino das Funcdes
Exponenciais e Logaritmicas;

DESENVOLVIMENTO

Esta monografia tem como proposta mostrar uma abordagem das funcdes
exponenciais e logaritmicas sob uma o6tica mais critica em relacdo ao apresentado em
livros do Ensino Secundario. Aqui abordaremos algumas demonstragcdées que nao foram
apresentadas nas bibliografias pesquisadas e mostraremos, sob o ponto de vista da Anélise
Real e com passagens pelo Célculo Diferencial, como professores podem compreender
de forma mais completa esse assunto, melhorando sua atuagcdo em salas de aula.

Segundo Soares (2010), um dos conteudos mais discutidos e comentados no ensino
médio € o logaritmo. A deficiéncia na compreensao e assimilacao desse contetdo é
bastante repercutida no ensino médio e uma das principais causas é a falta de um estudo
mais detalhado sobre esse tema, tendo como meta o aprendizado desse instrumento de
célculo.

Tendo em vista a precaria apresentacéo do assunto nos cursos do ensino secundario
e a larga utilizagdo tanto no campo de pesquisas cientificas, seja das ciéncias exatas,
seja das biologicas, apresentamos aqui uma proposta mais abrangente daquela vista nos
semestres iniciais dos cursos superiores 0s quais contenham matematica como disciplina

basica. Em outras palavras, utilizaremos tanto conceitos de derivadas dos cursos de
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Calculo, quanto as demonstracdes de teoremas apresentadas na Analise Real.

Para Castro (2010), devido ao surgimento de outros métodos e ao avancgo tecnoldgico,
a multiplicacdo entre numeros formados por muitos algarismos ja ndo consiste numa
grande dificuldade para alunos do ensino médio. Por outro lado, as potencialidades
didaticas nas propostas de modelagem matematica para situagées-problema, reavivaram
o interesse dos educadores pelas funcdes exponenciais e logaritmicas, uma vez que
inumeras situagcbes podem ser modeladas através destes tipos de funcdes, tais como
crescimento populacional, calculo de tempo de meia vida de elementos radioativos, dentre
outros exemplos. Logo, este trabalho é uma ferramenta para aqueles que se interessam
pelo tema e encontram a necessidade de aprofundar sobre isto.

Podemos partir da definicdo basica de que expoente € o numero n representado na
forma a", onde o numero representado pela letra a devera ser multiplicado tantas vezes
a quantidade expressa pelo numero n, ou seja, nesta forma de poténcia, dizemos que a
sera multiplicado por ele mesmo “n” vezes. Como podemos observar, 0 expoente sempre
ficara descrito em cima e a direita do nUmero abaixo, denominado base. Assim, lemos a
forma a" como “a elevado a n”. Em casos particulares de n ser igual a 2 ou 3, temos que
“a elevado ao quadrado” ou “a elevado ao cubo”, respectivamente.

A dificuldade aumenta quando desejamos expandir a definicdo original, ampliando o
conjunto numérico onde se encontra o expoente, passando a considerar o expoente um
numero inteiro, somos obrigados a restringir a base para ser um numero real ndo nulo;
para considerar o expoente um numero racional, devemos exigir que a base seja positiva.

Conforme Soares (2010) apud Magalh&es (2003, p.8), logaritmos vem da juncao de
duas palavras no latim “logos — razao e arithemos - numeros (Quanta vezes se tomam a
base como fator para obter o nimero)”. Essa era ideia principal que se tinha a respeito
da palavra logaritmo. Observa-se primordialmente que a ideia proposta tinha uma relagao
com potenciagcdo. Collete (1995) menciona que o primeiro homem a citar essa ideia de
logaritmo foi John Napier:

(...)nofinal do século XVI, Napier, preocupado porque os calculos eram grandes e dificeis,
e freavam o progresso cientifico, concentrou todos os seus esforcos em desenvolver
métodos que pudessem simplifica-los. Com este fim, escreveu em sua Rabdologia, onde
descreve a utilizagdo de barras e quadrinhos para efetuar somas de parcelas parciais.
Os quadrinhos de Napier eram tabuas de multiplicagbes montadas sobre barras de
seccles quadradas (COLLETTE, 1995, p.45).
Para alcancar os objetivos propostos, utilizou-se como recurso metodoldgico,
a pesquisa bibliografica, realizada a partir da andalise pormenorizada de materiais ja
publicados na literatura e artigos cientificos divulgados no meio eletrénico.
O texto final foi fundamentado nas ideias e concepc¢des de autores como: CASTRO

(2010), LAGES e AVILA.
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AS FUNCOES EXPONENCIAIS NO ENSINO MEDIO

Ao ingressar no Ensino Médio, espera-se que o0 aluno ja esta familiarizado com
o significado de potenciacdo com expoente natural e racional. Além disso, espera-se,
também, que ndo seja mais mistério a propriedade que relaciona o produto de duas
poténcias de mesma base. Entretanto, na maioria dos livros didaticos, a apresentacéo do
dominio de validade dessa propriedade nao abrange todas as situagcées. Encontramos
sempre o0 seguinte: “Para um numero real a positivo diferente de 1, define-se a funcéo o,
com dominio nos reais”.

Aos alunos sao apresentadas as propriedades:

(a,) ¥ =a* - o, para todos x e y numeros reais e a° = 1.
(a,) (@)Y = a*¥, para todos x e y nUmeros reais.
(a;) Se a > 1 afungéo é crescente, isto €, x <y implica que a* < a;

Se 0 <a <1 afungéo é decrescente, isto €, x <y implica que o* > .

AS FUNCOES EXPONENCIAIS NOS CURSOS DE CALCULO

No Ensino Superior, nos curso de Calculo Diferencial 1, voltamos a trabalhar com
a funcao exponencial, sé que agora utilizamos uma base especifica, o estranho niumero
irracional e (e=2,7182818284590452353602874713527...) . Nossa fungdo exponencial
passa a ter, além das propriedades ja conhecidas do Ensino Médio, ganha novas
propriedades:

(E,) A funcéo exponencial é derivavel e sua derivada é ela mesma: —(e"): e .
(E,) Comportamento no infinito: lim e =+xelim e =0.

NOVA ABORDAGEM PARA A FUNCAO EXPONENCIAL.

Vamos nos concentrar apenas na propriedade (E1) e no fato que €° = 1. Use uma
“borracha” para apagar de sua memoéria as outras propriedades; vamos verificar que
podemos recuperar todas as outras a partir destas.

Nossa abordagem nao é autocontida, vamos supor a existéncia de uma fungcao E(x)
definida para todo xreal, E: R - R , satisfazendo a seguinte equacéo:

d
(Eql) —E(x) =E'(x)=E(); E(0) =1

Propriedade 1: E(-x) = E(l) para todo x real, em particular E(x) # O.
X
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Demonstragéo: Defina a funcéo f (x) = E(x) - E(-x), calculando a sua derivada usando
a regra do produto e a regra da cadeia, temos:

f'() = E'(x) - E(—x) + E(x) - (E(—x)) = E(x) - E(—x) + E(x) - E(~x)(—1) = 0

Desta forma, temos que a funcéo f tem derivada nula, logo podemos concluir que a
funcdo é constante (Corolario 2 do anexo), em particular f(x) = f(0), assim f(x) = E(x) -
E(-x) = £(0) = E(0) - E(0) = 1, concluindo que E(—x) = ﬁ

Propriedade 2: Existem poucas funcdes que coincidem com sua derivada, mais
precisamente, se uma funcéo ¢ : R - R coincide com sua derivada (¢ '(x) = @(x)), entdo
para todo x real @(x) = ¢ (0) - E(x). Em particular, isto mostra que s existe, no maximo,
uma fungéo satisfazendo a equacéo (Eq. 1).

Demonstracédo: defina g(x) = ¢(x) - E(-x). Calculando a derivada desta fungao (outra
vez regra do produto e da cadeia), encontramos: g'(x) = ¢'(x) = - E(-x) - ®(x) - , logo g'(x)
= @(x) - E(-x) - ¢(x) - E(-x) =0 - g € uma funcéo real com derivada nula, logo constante:
g(x)- = g90) = @(x) - E(-x) = @(0)- E(0) = 9(0), usando a propriedade 1 (E(—x)—E(lx)]
concluimos que @(x)- = ¢(0) - E(x). Se ¢ é outra solucdo para a equacéao (Eq. 1) significa

que ,(0) = 1 logo @(x)- E(x)

Propriedade 3: Transformacédo da soma em produto: E(a + b) = E(a) - E(b) para
todos a e b reais, em particular E(na) = (E(a))", para todo n inteiro.

Demonstracéo: defina g(x) = - E(a +x) , calcule a derivada para obter g'(x) = - E' (a
+ x) = E(a + x) = g(x), usando a Propriedade 2 para a funcéo g auxiliar temos g(x) = - E(a
+Xx) =g(0) - E(x) = E(a) - E(x), fazendo x = -b conseguimos o resultado desejado E(a +b)
= E(a) - E(b) m. A demonstracéo da ultima parte fica como exercicio (Sugestdo: para n
natural use inducéo finita, e o caso n negativo use a Propriedade 1).

Propriedade 4: A fungc&o E(x) é positiva e crescente.

Demonstracédo: Sabemos que o crescimento de uma fung¢éo esta vinculado ao sinal
da derivada primeira (veja o Corolario 2 do anexo, como E'(x) = E(x), basta verificar que
E(x) > 0. Entra em cena outro importante resultado, o Teorema do Valor intermediario,
que em um dos seus corolarios afirma que se uma fungcéo continua (nossas fungdes sao
derivaveis, logo continua) esta definida num intervalo e troca de sinal (tem dois pontos
do dominio com imagem com sinais trocados), entdo a funcdo tem algum zero neste
intervalo. A Propriedade 1 garante que E(x) ndo tem zeros, logo a fungcdo nao troca de
sinal, como E (0) = 1 concluimos que a funcao E(x) é positiva.
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Propriedade 5 (Limite no Infinito): Iime E(x) =+ € IimMWE(x) =0.

Demonstracéo: Defina e = E(1); como 1 > 0 e a fungcéo E(x) € crescente, temos que
e = E(1) > E(0) = 1; usando a Propriedade e temos E(n) = E(n - 1) = (E1))" = e", como
e > 1 temos Iime g" = +%, ou seja, dado um numero real M existe n, natural tal que
e" > M para todo n = n,, em particular e” > M. Usando novamente que a fungdo E(x) €
crescente, temos que para todo x real tal que x= n, implica E(x) = E(n,) > M, mostrando
que IimxﬁmE(x) = 400,

Para o outro limite coloque x = -t e use IimmmE(x) = IimMmE (-1) Iimme(x) = Iimt%E(-t)
=lim,___ ( L ]_ L

E(t)) Im E(1)

=+

Propriedade 6. A imagem da funcdo E € o conjunto dos numeros reais positivo.
E (R) = R*,

Demonstracdo: Como E(x) > 0, temos que E (R) c (0, + %), por outro lado, dado
um numero y real positivo, como IimMmE(x) = +0, existe um numero real x, tal que
E(x,) > y; analogamente, como IimeE(x) = 0, existe um numero real x, tal que 0 < E(x,)

<Yy, usando o Teorema do Valor intermediario, concluimos que existe x, entre x, e x, tal
que E(x,)) =.

A FUNCAO LOGARITMICA

Observe que a nossa funcédo E(x) € uma bijecdo (injetiva e sobrejetiva) na sua
imagem E: R - R , assim faz sentido falar na inversa, que denotaremos por L:R*, - R R,
assim L(E(x)) = x para todo x real e E(L(y)) =y para todo y real positivo.

Vamos agora enunciar e demonstrar propriedades da funcdo L (nossa funcao
logaritmica). Observe que L(1) = L(E(0)) =0 e L(E(1)) = 1.

Propriedade 7 (Transformacdo de Produto em Soma): L(a- b) = L(a) + L(b) e
L(;J = L(a) - L(b), para a e b reais positivos; em particular L(an) = n- L(a), para n inteiro.

Demonstracéo: Defina A=L(a) e B = L(b), pela Propriedade 3 temos E(A + B) = E(A)
- E(B) = E(L(a)) - E(L(B)) a- b, aplicando a fungao L neste identidade concluimos aue L(a-
b) = L(E(A + B)) + A+B = L(a) + L(b). Como exercicio verifique que L % = L(a)— L(b).
Por ultimo, observe que E(nA) = (E(L(a))" = (E(L(a)))" = a", aplicando L obtemos: L(a") =
L(E(nA)) = nA = NL(a) .
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A FUNCAO EXPONENCIAL GERAL.

Como conseguir uma boa definicdo para, com a real positivo e b real? A resposta é
simples para o caso b natural e inteiro.

Caso 1: nnaturaleareal:a®=1,a'=aea"=a xax...xa, produto de n fatores
iguais. 1"
Caso 2: ninteiro e a real n&o nulo: SO falta o caso n negativo a’ = (2) :

Caso 3: g racional e a real positivo: Par definir de forma apropriada a% teremos que
admitir conhecido a raiz n-ésima de um numero real positivo, isto €, dado a real positivo
e n natural positivo existe (unico) b real positivo tal que b" = a, neste caso dizemos
que b € a raiz de or”dem n (raiz n-ésima) de a e escrevemos %/a =b. Assumindo isto,
podemos escrever a” = (\/5) —%/a" . Observe que existem muitos detalhes que deveriam
ser verificados.

Caso 3: b real e a real positivo, como definir a®? Ndo é uma pergunta simples e
muitas vezes passa despercebido este importante tépico. Usaremos as nossas fungoes
exponencial (E) e logaritmica (L) para responder de forma rapida e eficiente esta pergunta.

Definicao Geral: a® = E(b - L(a))

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Diante do exposto, podemos concluir que, devido a grande utilidade das funcdes
exponenciais e logaritmicas no dia a dia do professor e do aluno, e diante da defasagem
conceitual observado em livros didaticos aprovados pelo Plano Nacional do Livro Didatico,
contemplamos uma abordagem diferenciada, direcionada a estudantes, professores de
matematica e demais interessados no tema.

Foi realizado um estudo pormenorizado e multifocal sobre este assunto, tendo
contemplado conceitos tanto do Céalculo Diferencial quanto da Anélise Real, a fim de
enriquecer a linguagem do professor e solidificar o seu conhecimento acerca de

demonstracdes mais rigorosas pertinentes.
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ANEXO A

Os teoremas que seguem estdo demonstrados em livros de Anélise Real, tais como
Lima 2004 e Avila 2006 ou 1999.

Teorema do Valor Intermediario (TVI): Se f: [a, b] - R é continua entdo f assume
todos os valores entre f(a) e f(b)

Corolario 1: Se f: [a, b] - R é continua e f(a) x f(b) < 0, entdo a funcao tem, pelo
menos, uma raiz no intervalo aberto (a, b), noutras palavras, toda vez que a fung¢éo troca
de sinal ela tem uma raiz.

Teorema do Valor Médio (TVM): Se f. [a, b] - R é continua e derivavel no intervalo
aberto (a, b), entdo existe c entre a e b tal que f(b) = f(a) + f'(c)(b-a).

Corolario 2: O sinal de f'(x) determina o crescimento da funcéo f(x).

I. Se f'(x) >0 no intervalo aberto (a, b), entdo a funcdo &€ mondtona crescente;

Il. Se f'(x) <0 no intervalo aberto (a, b), entdo a funcédo € mondbtona decrescente;

lll. Se f'(x) =0 no intervalo aberto (a, b), entdo a funcdo é mono6tona nao-crescente;

IV. Se f'(x) =0 no intervalo (a, b), entdo a fungcéo € mono6tona ndo-decrescente;
(x)

V. Se f'(x) = 0 no intervalo aberto (a, b), entdo a fungdo é constante no intervalo.
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