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APRESENTAÇÃO

As obras As Engenharias e seu Papel no Desenvolvimento Autossustentado Vol. 1 e 2 
abordam os mais diversos assuntos sobre métodos e ferramentas nas diversas áreas das 
engenharias a fim de melhorar a relação do homem com o meio ambiente e seus recursos.

O Volume 1 está disposto em 24 capítulos, com assuntos voltados a engenharia elétrica, 
materiais e mecânica e sua interação com o meio ambiente, apresentando processos 
de recuperação e reaproveitamento de resíduos e uma melhor aplicação dos recursos 
disponíveis, além do panorama sobre novos métodos de obtenção limpa da energia.

Já o Volume 2, está organizado em 27 capítulos e apresenta uma vertente ligada ao 
estudo dos solos e aguas, da construção civil com estudos de sua melhor utilização, visando 
uma menor degradação do ambiente; com aplicações voltadas a construção de baixo com 
baixo impacto ambiental.

Desta forma um compendio de temas e abordagens que facilitam as relações entre 
ensino-aprendizado são apresentados, a fim de se levantar dados e propostas para novas 
discussões sobre temas atuais nas engenharias, de maneira aplicada as novas tecnologias 
hoje disponíveis.

Boa leitura!

Henrique Ajuz Holzmann 

João Dallamuta 

Viviane Teleginski Mazur
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CAPÍTULO 7

CÁLCULO VIA DISCRETIZAÇÃO DE 
PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS DE FIGURAS 

PLANAS
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RESUMO: Uma ferramenta computacional 
disponível para realizar cálculos é sempre 
bem-vinda. Problemas de determinação 
das propriedades geométricas de 
seções transversais formadas por figuras 
mais complexas podem ser tediosas, 

especialmente aquelas com regiões 
poligonais e setoriais circulares. A solução 
do problema é geralmente feita pela 
discretização dessas áreas por elementos 
triangulares, até mesmo em áreas não 
poligonais (tais como as setoriais circulares). 
Neste caso, é necessária a utilização de 
um grande número desses elementos 
triangulares para que se aproxime 
satisfatoriamente o contorno discretizado 
da geometria circular exata, implicando 
em um maior número de dados de entrada 
requerido e um esforço computacional 
maior já que mais cálculos devem ser 
processados. Assim, neste artigo tem-se 
o objetivo de apresentar uma ferramenta 
simplificadora para o cálculo automatizado 
de propriedades geométricas de figuras 
planas mistas utilizando elementos mais 
apropriados para áreas poligonais e setoriais 
circulares. Para este fim, um novo elemento 
(aqui chamado de discoide) é proposto para 
representar as regiões curvas, sendo que 
as deduções matemáticas desse elemento 
são devidamente aqui discutidas. Exemplos 
representativos são apresentados para 
diversas seções transversais mistas e os 
resultados automatizados são comparados 
com cálculos feitos manualmente.
PALAVRAS–CHAVE: Mecânica. 
Propriedades Geométricas. Discretização. 
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Figuras Planas.

CALCULATION BY DISCRETIZATION OF GEOMETRICAL PROPERTIES OF PLANAR 
FIGURES

ABSTRACT: An available computational tool to perform exhausting calculations is always 
welcome. Problems in determining the geometric properties of more complex cross sections 
can be tedious especially those cases containing both polygonal and sectorial circular regions. 
The solution to the problem is usually done by discretizing these areas by triangular elements, 
even in non-polygonal areas (such as circular sectors). In this case, it is necessary to use a 
large number of these triangular elements in order to satisfactorily approach the discretized 
contour to the exact circular geometry, implying one greater number of input data required 
and a greater computational cost since more calculations must be processed. Thus, this 
article aims to present a simplifying tool for the automated calculation of geometric properties 
of mixed flat figures using elements more appropriate for polygonal and circular sector areas. 
For this purpose, a new element (called discoid) is proposed to represent the curved regions, 
and the mathematical derivations for that element are properly discussed. Representative 
examples are presented for several mixed cross sections and the automated results are 
compared with calculations done by hand.
KEYWORDS: Mechanics. Geometric Properties. Discretization. Plane Figures.

1 |  INTRODUÇÃO

A engenharia das estruturas está intimamente ligada à aplicação dos conceitos de 
centroide, momento e produto de inércia para análise de estruturas. É por meio do estudo 
destas propriedades geométricas das seções transversais que se pode entender melhor 
como as deformações e curvaturas se relacionam com os esforços do ponto de vista da 
geometria. O cálculo manual dessas propriedades é uma tarefa, que por muitas vezes, pode 
ser trabalhosa e demorada, já que as formas a serem calculadas podem variar em diferentes 
formatos e inclinações. Assim, o cálculo computacional pode oferecer vantagens tais como 
comodidade e qualidade dos cálculos para o usuário.

Do ponto de vista de estratégias de solução, considera-se como polígono qualquer região 
plana ligada por um conjunto finito de segmentos de linha que formam uma curva simples 
fechada (O’Rourke, 1998), afirma-se que todo polígono é passível de uma triangulação. Esta 
afirmação é provada pela existência de uma diagonal neste polígono e tal fato se dá pelos 
lemas de que todo polígono deve ter ao menos um vértice convexo e de que todo polígono 
com quatro ou mais lados possui uma diagonal (O’Rourke, 1998).

No entanto, quando a discretização por elementos triangulares é aplicada à áreas não 
poligonais é necessária a utilização de um grande número desses elementos triangulares 
para que o contorno discretizado se aproxime satisfatoriamente da geometria circular exata 
conforme mostrado na Fig. 1.
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Figura 1. Discretização triangular em figuras não poligonais.

Com o intuito de reduzir o número  de elementos a serem discretizados, aliviando o 
custo computacional, neste trabalho é proposto não só elementos triangulares, mas também 
discretização com setores de círculos, conforme indicado na Fig 2 de modo a possibilitar 
a generalização do método do cálculo, assim abrangendo variadas formas de seções 
transversais.

Figura 2. a) Seção real. b) Seção discretizada.

2 |  DESENVOLVIMENTO

Nesta seção serão discutidas as etapas necessárias para a determinação das 
propriedades geométricas das figuras planas, desde deduções matemáticas das propriedades 
requeridas, passando pela alimentação dos dados de entrada, e finalizando com as validações 
numéricas.

2.1 Cálculo das propriedades

Algumas propriedades de área de interesse neste artigo são a própria área , os 
momentos de inércia  o produto de inércia  os momentos estáticos  e 
as coordenadas do centroide  As figuras mistas de interesse são compostas por 
regiões poligonais e por setoriais circulares. Primeiramente, serão apresentadas o cálculo 
das regiões poligonais.
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2.1.1 Regiões Poligonais

Para o cálculo das propriedades geométricas das regiões poligonais, a solução é obtida 
pela discretização em triângulos, cujas expressões  apresentadas  nesta seção foram  obtidas 
utilizando ferramentas já consolidadas no cálculo analítico de integrações  requeridas na 
dedução de matrizes de rigidez e de massa de alguns elementos finitos triangulares, vide 
Hutton (2004) e Felippa (2004). 

E assim, adotou-se o sistema de coordenadas naturais de triângulo. Considerando 
o triângulo de área  representado na Fig. 3, tem-se um ponto  interno ao triângulo 
de coordenadas  sendo  e  as áreas dos triângulos P23, P31 e P12, 
respectivamente. Relacionando essas áreas, define-se o ponto P por , 

Figura 3. Ponto P.

Assim, sabendo que  são as 
coordenadas dos vértices dos triângulos, e utilizando a Eq. (1), para o desenvolvimento 
deste estudo, chega-se nas expressões:

Cada ponto dos triângulos será representado pelo conjunto   que são as 
coordenadas naturais Hutton(2004). Por meio deste sistema de coordenadas, expressões da 
área, do centroide e dos momentos de uma figura plana podem ser escritas.



As Engenharias e seu Papel no Desenvolvimento Autossustentado Capítulo 7 82

2.1.1. 1 Área

Para o cálculo da área dos elementos triangulares, utiliza-se o conhecimento de 
Produto Vetorial e sua aplicação geométrica no cálculo de uma área através de dois vetores. 
Tomando como Eq.(4) e Eq.(5), e as suas respectivas coordenadas referente ao 
sistema representado na Fig. 4, e fazendo produto vetorial na Eq. (6), chega-se à:

Figura 4. Sistema de coordenadas naturais de triângulo.

Portanto, como se trata de um elemento triangular, tem-se a área dada por:

2.1.1.2 Momento e produto de Inércia

Por definição, os momentos de inércia em relação aos eixos   são dados por:

Se o espaço   para mapear o elemento triangular, com   variando de zero a 
um e variando de zero a , a Eq. (9) em função do sistema de coordenadas triangular 



As Engenharias e seu Papel no Desenvolvimento Autossustentado Capítulo 7 83

homogêneo fica:

onde,

Expandindo-se (10) resulta em:

Para dar prosseguimento aos cálculos de interesse, tem-se uma importante relação 
envolvendo as coordenadas  Hutton(2004):

De acordo com Felippa(2004), a Eq.(15) somente é válida para triângulos com lados 
retos e não se aplica a elementos de ordem superior com lados curvos. Com auxílio de (15), 
a integração requerida em (14) fica:

E, analogamente para o  dado em (11) resulta em:

Uma outra propriedade de área de interesse é o denominado produto de inércia e 
expresso por: 
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Seguindo o mesmo raciocínio, combinando-se (18) e (2), e ainda realizando a integração 
com auxílio de (15) resulta em:

Convém notar que os valores encontrados na Eq. (16), (17) e (19) estão associados a 
um sistema cartesiano  com origem arbitrária.

2.1.1.3 Momentos estáticos e centróide de áreas

Por definição os momentos estáticos em relação aos eixos  são dados 
respectivamente por:

Aplicando a Eq. (2) nas Eq. (20) e ainda com o auxílio de (15), tem-se:

As coordenadas  do centroide de uma área são dadas por:

2.1.1 Regiões circulares

Diferentemente da solução para regiões poligonais, onde técnicas já consagradas são 
utilizadas na obtenção das expressões de interesse, no caso das regiões circulares apresenta-
se uma nova proposta de soluções específicas para calcular propriedades geométricas de 
áreas circulares de forma que viabilize abranger variados formatos de figuras. Para isso é 
necessário encontrar um meio para se calcular as coordenadas  do centro do setor 
circular que compõe a área circular a ser trabalhada.
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2.1.2.1 Coordenadas centrais de um setor circular

Sejam  três pontos em uma circunferência, através dos quais são 
definidas as retas  Traçando-se perpendiculares a cada uma das retas    
a partir do ponto médio de cada uma delas, estas mediatrizes, se interceptam no ponto C, 
interior, centro da circunferência, vide Fig. 5. 

Figura 5. Centro de uma circunferência

Sejam  as abcissas referentes ao eixo  destes pontos e e  
as ordenadas referentes ao eixo . Através da equação da reta:  e da reta 
perpendicular a mesma:  é possível encontrar as coordenadas do centro da 
circunferência.

Primeiramente, define-se a equação da reta  a partir da localização de dois pontos 
pertencentes a ela e do determinante da seguinte matriz:

Assim, com o valor de  e b tem-se a equação perpendicular à reta , e analogamente 
a da reta 

Igualando as expressões das ordenadas das retas  e , localiza-se a abcissa do 
centro da circunferência que passa pelos três pontos , 
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A ordenada  do centro da circunferência pode ser encontrada substituindo o  da 
Eq. (25) ou (26) por 

2.1.2.2 Área e primeiro momento de um setor circular

Nesta sub-seção é deduzida a expressão para calcular a área de um setor circular a 
partir do seu raio, do seu ângulo de abertura e das coordenadas de três pontos pertencentes 
a ele, vide Fig. 6. 

Figura 6. Ângulos de abertura de um setor circular.

A partir da Fig. 6, as seguintes relações podem ser escritas no sistema polar de 
coordenadas:

Assim, a área e os momentos estáticos de área do setor ficam:
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2.1.2.3 Momento e produto de inércia de um setor circular

Os momentos e produtos de inércia em relação aos eixos  escritos no sistema 
polar de coordenadas são dados:

Os valores calculados a partir destas fórmulas são referenciados em relação ao sistema 
de eixos com origem no centro do setor circular.

2.2 Acúmulo de valores

Calculadas todas as propriedades de cada elemento que compõe a figura, acumulam-
se estes valores para que assim seja possível obter um resultado final.

2.2.1 Transportes

Através do Teorema de Steiner, os valores de momento e produto de inércia são 
transportados de um eixo para outro eixo paralelo com o objetivo de encontrar um valor final 
para o sistema de eixos globais da figura composta.

2.2.1.1 Regiões triangulares

Os momentos e o produto de inércia destes elementos foram calculados através da Eq. 
(16), (17) e (19) referentes a um dado sistema de eixos inicial. No entanto, em muitos casos 
são requeridos que os momentos e produtos de inércia sejam determinados em relação 
aos eixos centroidais da figura total. Após a determinação das coordenadas do centróide, 
aplicando-se o Teorema de Steiner (Teorema de Eixos Paralelos), as contribuições de cada 
elemento são transportadas para os eixos centroidais globais.
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2.2.1.2 Regiões circulares 

As regiões triangulares, como exemplo Fig. 7, passam por três transportes até que os 
seus valores de momentos e do produto de inércia sejam acumulados até seus valores finais.

Figura 7. Distâncias entre eixos.

O primeiro transporte se dá do eixo localizado na origem do setor circular, ou seja, do 
centro do setor para os seus eixos centroidais. Utilizando-se da Eq. (22) e do sistema de 
coordenadas polares, é possível deduzir que as coordenadas do centroide do setor circular 
são dadas por:

Com essas relações chega-se aos momentos e produto de inércia centroidais do setor:

A partir daí, é feito um novo transporte, o qual integrará o valor dos momentos e produto 
de inércia das regiões triangulares e circulares que compõem a figura total nas variáveis 
finais, obtendo o valor final destas propriedades no eixo centroidal global. O transporte é dos 
eixos centroidais do setor circular para os eixos globais, cuja nova distância é:
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Dessa forma os momentos de inércia e produto de inércia com relação aos eixos globais 
são:

Calculadas todas as propriedades de cada elemento que compõe a figura, deve-se 
somar estes valores para, assim, obter um resultado final. 

Onde   são as quantidades de triângulos e setores circulares, 
respectivamente.

2.3 Momentos principais de inércia

A determinação dos momentos principais de inércia e respectivos eixos principais tem 
grande importância, já que representam os valores máximo e mínimo de momentos de inércia 
na figura. Os ângulos de inclinação podem ser calculados a partir dos momentos e produto 
de inércia dada em (40) resultando em:

Os momentos máximo e mínimo de inércia são dados por:

2.4 Breve descrição do código desenvolvido

As expressões deduzidas na sub-seção 2.1 foram implementadas em um código 
computacional para melhor avaliar seus resultados.

Primeiramente, as regiões poligonais da figura a ser trabalhada deverá ser discretizada 
e terá cada triângulo formado enumerado. Os vértices dos triângulos serão enumerados 
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também e chamados de Em seguida, são  necessárias as coordenadas 
de cada “Nó” em relação ao sistema de referência .

Cada triângulo compreenderá uma parte da área da figura e se esta for “cheia” os 
  deverão ser informados no sentido anti-horário, conforme Fig. 8. Já para 

os triângulos que compreenderão uma parte da área da figura que for vazada, a orientação 
dos “Nós” deverá ser informada no sentido horário.

Figura 8. a) Discretização. b) Orientação.

Se a figura plana de interesse possuir uma área circular, esta deverá ser discretizada 
em setores circulares, os quais deverão ser divididos em um triângulo e em uma região 
circular. Assim, para essa região deverão ser nomeados e enumerados três “Nós”, um no seu 
início, outro no final e um no meio, que pode estar em qualquer ponto delimitado pelo “Nós” 
do início e do fim. Propriedades da região triangular do setor serão excluídas do resultado 
final durante a execução do código por meio de uma troca de ordem na informação dos 
“Nós”. 

O semicírculo e a região circular do setor terão suas propriedades preservadas e as 
coordenadas dos seus “Nós” deverão ser informadas seguindo a norma dos sentidos anti-
horário e horário para áreas cheias e vazadas, de forma semelhante aos setores triangulares, 
como é visto na Fig.9.

Figura 9. Figura de setor circular “cheio” (sentido anti-horário) e de setor circular “vazado” (sentido 
horário).
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2.5 Validação numérica

Nesta sub-seção são apresentados os resultados computacionais e comparados com 
aqueles obtidos por cálculo feitos manualmente. Na Tabela 1 são mostradas as propriedades 
em relação aos eixos  Já na Tabela 2, também estão incluídos os momentos principais 
de inércia e os ângulos de seus respectivos eixos.
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Tabela 2. Validação numérica(unidades em m)

Pode-se notar que os valores encontrados pelo código são consistentes com aqueles 
calculados manualmente
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3 |  CONCLUSÃO

Foi apresentada uma ferramenta computacional para o cálculo automatizado de 
propriedades geométricas de figuras planas mistas utilizando elementos mais apropriados 
para áreas poligonais e setoriais circulares. Com essa funcionalidade, não mais é necessário 
um intensa discretização por triângulos para que se tenha uma boa aproximação das regiões 
com contornos circulares. A partir dos valores obtidos e validados, calculados através de 
expressões deduzidas e implementadas num código, pode-se concluir que o código é funcional 
e proporciona uma redução de carga de trabalho ao usuário, já que menos dados de entrada 
são requeridos em geometrias mistas (polígonos e setores circulares). No entanto, como em 
qualquer sistema computacional, é indispensável que seja feita uma correta discretização, 
como também a numeração dos elementos e orientação de seus nós, para que se tenha 
resultados eficazes.

NOMENCLATURA
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