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APRESENTAÇÃO

Avanços Científicos e Tecnológicos em Bioprocessos é uma obra que reúne 
vinte e três capítulos com temas em pesquisas científicas realizadas no campo da 
biotecnologia, e que envolve agentes biológicos e bioquímicos na geração de produtos 
ou processos. Nesta obra se concentram diversos avanços descritos nas metodologias 
e nos resultados, distribuídos em quatro tópicos principais, envolvendo: processos 
químicos e biotecnológicos no aproveitamento de resíduos; produção de metabólitos 
e enzimas; métodos analíticos e de simulação; e biotratamentos envolvidos na 
geração de energias. Esta obra foi escrita por jovens pesquisadores brasileiros que 
estão desenvolvendo suas teses e/ou dissertações em instituições nacionais. Por este 
motivo, os aspectos inovadores e o alcance dos resultados apresentados podem ser 
um grande estímulo para aqueles que visam conhecer com maior amplitude alguns 
dos aspectos biotecnológicos estudados em algumas das instituições de nosso país. 

Alberdan Silva Santos
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RESUMO: A abordagem fenomenológica 
utilizada na modelagem e simulação de 
biorreatores contendo enzimas imobilizadas 
envolve a descrição dos fenômenos de difusão 
e reação de substratos e produtos no interior das 
partículas catalíticas. Essa descrição é realizada 
por meio de equações diferencias de balanços 
de massa, as quais requerem o uso de métodos 
numéricos complexos para as suas resoluções. 

Uma proposta visando reduzir esse esforço 
computacional consiste no uso de métodos de 
regressão simbólica via programação genética 
para a obtenção de equações empíricas 
capazes de estimar os principais parâmetros 
relacionados ao fenômeno de difusão-reação. 
Um parâmetro importante utilizado no projeto 
de reatores enzimáticos heterogêneos é 
o fator de efetividade, o qual representa a 
razão entre a velocidade média de reação 
no interior da partícula sujeita a limitações 
difusionais e aquela na superfície da partícula. 
O problema abordado neste estudo consiste 
na determinação do fator de efetividade para 
partículas catalíticas esféricas em condições 
isotérmicas e estacionárias cuja cinética de 
reação é dada pela equação de Michaelis-
Menten. Os dados de fator de efetividade 
utilizados na regressão simbólica foram gerados 
a partir de uma abordagem fenomenológica do 
problema de difusão-reação, empregando-se o 
método de colocação ortogonal em elementos 
finitos para a resolução do problema de valor 
no contorno resultante do balanço de massa de 
substrato no interior das partículas. A equação 
obtida por regressão simbólica apresentou 
erros percentuais médio e máximo de 1,0 % e 
3,5 %, respectivamente e R²=0,9996, indicando 
uma excelente qualidade de ajuste aos dados 
utilizados na regressão.
PALAVRAS-CHAVE: inteligência artificial, 
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regressão simbólica, enzimas imobilizadas, fator de efetividade catalítica, processo de 
difusão-reação.

ABSTRACT: The phenomenological approach used in the modeling and simulation of 
bioreactors containing immobilized enzymes implies the description of the phenomena 
of diffusion and reaction of substrates and products inside the catalytic particles. This 
description is performed using the differential equations obtained from mass balances, 
which require the use of complex numerical methods to solve them. A proposal to 
reduce this computational effort comprises in the use of symbolic regression by genetic 
programming to obtain empirical equations able to estimates the main parameters 
related to the diffusion-reaction phenomenon. An important parameter used in 
the design of heterogeneous enzymatic reactors is the effectiveness factor, which 
represents the quotient between the average reaction rate within the particle subject 
to diffusion limitations and that one at the particle surface. The problem approached in 
this study is the calculation of effectiveness factor for spherical catalytic particles under 
isothermal and stationary conditions whose reaction kinetics is given by the Michaelis-
Menten equation. The data for effectiveness factor used in the symbolic regression were 
generated from a phenomenological approach about the diffusion-reaction problem, 
using the method of orthogonal collocation on finite elements to solve the boundary 
value problem from the mass balance of substrate within the particles. The equation 
obtained by symbolic regression presented mean and maximum percentage errors of 
1.0% and 3.5%, respectively, and R² = 0.9996, indicating an excellent fit quality to the 
data used in the regression.
KEYWORDS: artificial intelligence, symbolic regression, immobilized enzymes, 
catalytic effectiveness factor, diffusion-reaction process.

1 |  INTRODUÇÂO

Os principais objetivos no desenvolvimento de novos processos utilizando 
agentes biológicos, como células e enzimas, incluem a manufatura de novos produtos, a 
melhoria da qualidade dos produtos existentes, a minimização de impactos ambientais 
e a redução de custos (PEREIRA et al. 2018, OLIVEIRA et al., 2018; ŠEKULJICA et 
al., 2016).

Os bioprocessos incluem a transformação de matérias-primas, ou substratos, 
em produtos no interior de biorreatores empregando células ou enzimas. A seleção do 
agente da biotransformação e do modo de operação dos biorreatores depende das 
vantagens e desvantagens apresentadas pelas possíveis configurações operacionais 
(DORAN, 2013; ILLANES, 2008).

O uso de enzimas livres em biorreatores apresenta como principal desvantagem 
a dificuldade de recuperação do biocatalisador para reuso no processo. Considerando 
que um dos fatores limitantes para a utilização de processos enzimáticos de produção 
reside justamente no custo das enzimas, a reutilização desses biocatalisadores pode 
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se tornar um fator decisivo para a viabilidade técnica-econômica do processo. A forma 
mais conveniente e eficiente de reutilização de enzimas é imobilizando-as em matrizes 
sólidas (ILLANES, 2008).

Biorreatores que operam com enzimas imobilizadas são empregados em diversos 
processos industriais tais como o tratamento de efluentes e a produção de vários 
produtos, incluindo fármacos, insumos químicos, alimentos, bebidas, biocombustíveis, 
enzimas e outros (ŠEKULJICA et al., 2016; EDET et al., 2013).

As vantagens apresentadas pela imobilização de enzimas têm levado ao 
desenvolvimento de processos industriais empregando reatores enzimáticos 
heterogêneos, nos quais fenômenos de transferência de massa e de partição do 
substrato tornam-se importantes de ser entendidos. Consequentemente, a modelagem 
dos fenômenos de difusão e reação de substratos e produtos no interior das partículas 
catalíticas passa a ser uma etapa relevante no projeto, otimização e controle de 
reatores enzimáticos heterogêneos (PEREIRA; OLIVEIRA, 2016).

Um parâmetro importante na análise dos efeitos de transferência de massa sobre 
o comportamento de reatores heterogêneos é o fator de efetividade, um parâmetro 
variando entre 0 e 1 que indica o quanto a velocidade média de reação no interior 
da partícula catalítica é controlada pela resistência à difusão nos poros. Para a 
determinação do fator de efetividade é necessário resolver as equações de balanço de 
massa no interior da partícula utilizando métodos numéricos complexos que exigem 
um elevado esforço computacional, especificamente quando se calculam os perfis 
axiais de concentração ao longo do biorreator, pois o problema da partícula terá que 
ser resolvido a cada incremento de comprimento do reator (PEREIRA; OLIVEIRA, 
2016). 

Visando reduzir o esforço computacional exigido pela resolução do problema 
via abordagem fenomenológica, este estudo propõe uma abordagem empírica para a 
resolução do problema baseada em métodos de regressão simbólica via programação 
genética para obter uma equação explícita que permita a determinação do fator de 
efetividade em função das condições reacionais utilizadas. Tais métodos de regressão 
encontram-se implementados no software Nutonian Eureqa Formulize da empresa de 
desenvolvimento de ferramentas de inteligência artificial DataRobot. 

Na regressão simbólica via programação genética, as populações de equações 
são criadas geneticamente, usando o princípio darwiniano de sobrevivência do mais 
forte ou, no caso da regressão simbólica, a equação com melhor ajuste segundo 
critério estatístico pré-definido. Por meio deste processo, tanto a forma funcional 
como os coeficientes numéricos da equação de regressão são determinados por um 
mecanismo evolutivo, utilizando os operadores genéticos de cruzamento e mutação. 
Geralmente, nos algoritmos evolutivos, a modificação de uma solução individual de 
uma população é feita após um número de execuções em cada geração, a fim de 
encontrar a solução mais adequada. Os elementos no conjunto de funções podem 
incluir operações aritméticas (+, -, *, /, etc.), funções matemáticas (exp, log, cos, 
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sin, tan, etc.), condicionais (If-Then-Else) e operações booleanas (AND, OR e NOT) 
(BARMPALEXIS, 2011; HAERI et al., 2017).

2 |  MODELAGEM FENOMENOLÓGICA

Durante a conversão em processos catalíticos utilizando enzimas imobilizadas, o 
fluxo líquido de substrato para o interior da partícula, no caso de transporte controlado 
pela difusão, é promovido por um gradiente de concentração de substrato. Dessa forma, 
o perfil de concentração de substrato no interior da partícula no estado estacionário 
dependerá do equilíbrio entre a taxa de conversão e as taxas de transporte. Dessa 
forma esse perfil dependerá do tamanho das partículas, da quantidade de enzimas, 
da cinética de reação, da porosidade da partícula e da difusividade do substrato no 
interior da partícula (VAN ROON et al., 2006).

Como resultado dos gradientes de concentração no interior da partícula, o 
biocatalisador (enzima imobilizada + suporte) opera em concentrações dinstintas 
daquelas do meio externo à partícula, o que é globalmente avaliado por meio de 
um fator de efetividade, calculado como sendo a razão entre a velocidade média 
de consumo de substrato nas condições internas e a velocidade de consumo nas 
condições externas à partícula como no caso de enzimas livres (VAN ROON et al., 
2006).

Em determinadas condições de reação-difusão, especialmente quando a 
resistência à difusão e a velocidade de reação são relativamente altas, a concentração 
de substrato pode ser nula em uma dada região do biocatalisador (enzima imobilizada 
+ suporte poroso), como mostrado na Figura 1. Nesta região, chamada de núcleo 
morto, a reação enzimática não ocorrerá por falta de substrato. Portanto, os reatores 
projetados assumindo que toda a massa de biocatalisador seja ativa apresentarão, 
na prática, desempenhos inferiores àqueles esperados, justificando, nestes casos, a 
utilização de um modelo matemático apropriado para o projeto desses reatores que 
operam sob condições de limitação por transferência de massa (PEREIRA; OLIVEIRA, 
2016).

Figura 1 - Representação do núcleo morto em um biocatalisador poroso de geometria esférica.
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O balanço de massa de substrato no interior de partículas catalíticas esféricas 
sob condições isotérmicas e estacionárias e cinética de reação de Michaelis-Menten 
pode ser generalizado pela Equação 1, na qual: Def é o coeficiente de difusão efetivo de 
substrato no interior da partícula, R é a coordenada radial, vmax é a velocidade máxima 
de consumo de substrato, S é a concentração de substrato em um determinado ponto 
no interior da partícula e K é a constante de Michaelis-Menten (BAILEY , OLLIS, 1986; 
DORAN, 2013; FOGLER, 2006; OLIVEIRA, 1999; PEREIRA, OLIVEIRA, 2016).

(1)

A Equação 1 pode ser escrita em termos de parâmetros adimensionais, resultando 
na Equação 2 (PEREIRA; OLIVEIRA, 2016):

(2)

Na Equação 2: r = R / Rp ; s = S / S0 ; ɸ = Rp
2 vmax / {9 Def S0 (1+ β)},  

β = K / S0 , Rp é o raio da partícula, S0 é a concentração de substrato na superfície 
da partícula, considerada como sendo igual à do meio fluido nos casos em que a 
resistência à transferência de massa externa  à partícula pode ser desprezada e ɸ é o 
módulo de Thiele, cujo quadrado representa a razão entre a taxa de reação e a taxa 
de difusão, ambas avaliadas nas condições de superfície da partícula.

A Equação 2 está sujeita às condições de contorno dadas por: 

(3)

(4)

(5)

Nas Equações 3 e 4, a é um parâmetro espacial adimensional, medido a partir 
do centro da partícula (r= 0), que define o raio da região esférica correspondente ao 
núcleo morto (Figura 1), ɸcrit é o valor crítico do módulo de Thiele acima do qual haverá 
ocorrência do núcleo morto (OLIVEIRA, 1999; PEREIRA, OLIVEIRA, 2016). 

As Equações 2-5 constituem um problema de valor no contorno cuja solução 
permite determinar o fator de efetividade (η) conforme  a Equação 6 (OLIVEIRA,1999; 
PEREIRA, OLIVEIRA, 2016; PEREIRA, 2008).

(6)
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Pereira e Oliveira (2016) mostraram que o método mais confiável para a 
determinação do fator de efetividade em problemas de difusão-reação é o método da 
colocação ortogonal em elementos finitos, o qual foi empregado para gerar dados de 
fator de efetividade a serem utilizados na regressão simbólica. 

O método da colocação ortogonal em elementos finitos é de implementação 
complexa e possui uma velocidade de convergência baixa, limitando as possibilidades 
de sua aplicação em simuladores de processo amplamente utilizados para o projeto, 
operação e otimização de plantas industriais (PEREIRA; OLIVEIRA, 2016; RAMIREZ, 
1998). Para contornar este problema, uma abordagem empírica de modelagem 
utilizando uma  ferramenta de inteligência artificial, denominada de regressão simbólica, 
é apresentada a seguir.

3 |  MODELAGEM EMPÍRICA

Para problemas envolvendo a ocorrência de núcleo morto não são reportadas 
na literatura soluções analíticas para o problema de valor no contorno referente à 
cinética de Michaelis-Menten. Para casos no qual este núcleo não ocorre, algumas 
soluções analíticas aproximadas, baseadas  em expansões em série de polinômios 
e em métodos matemáticos tais como o da homotopia, foram apresentadas 
(MAHALAKSHMI; HARIHARAN, 2016; DEVI et al., 2015; SHANTHI et al., 2013; JOY 
et al., 2011). Entretanto, nenhum desses métodos possui a capacidade de resolver o 
problema para todas as condições de difusão-reação possíveis.

As pesquisas na área de inteligência artificial possibilitaram o desenvolvimento 
de uma metodologia para a busca de modelos matemáticos com pouca ou nenhuma 
influência do pesquisador, baseada na regressão simbólica por algoritmos evolutivos 
(genéticos) (KHALID et al., 2017; LU et al., 2016).

A regressão simbólica é um tipo de análise de regressão que busca aleatoriamente 
as expressões matemáticas que melhor se ajustam a um determinado conjunto de 
dados levando em consideração tanto a qualidade do ajuste quanto a simplicidade dos 
modelos obtidos (WASIK et al. 2015).

A principal diferença entre a regressão tradicional e a regressão simbólica é que, 
na tradicional os parâmetros de um modelo pré-estipulado são otimizados enquanto 
que, na simbólica, tanto os parâmetros quanto a construção do modelo são otimizados 
(FARIS; SHETA, 2015).

A regressão simbólica tem como desvantagens possuir um espaço infinito para 
a busca do modelo, além de um número também infinito de modelos que se ajustam 
perfeitamente a um conjunto de dados finitos. Este fato acarreta em um esforço 
computacional e um tempo de busca do modelo superior ao da regressão tradicional 
(VLADISLAVLEVA et al., 2009).

A regressão simbólica tem como principal vantagem o fato de possibilitar 
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a utilização de algoritmos evolutivos que requerem diversidade para explorar 
efetivamente o espaço de busca gerando um conjunto de modelos e parâmetros que 
melhor se ajustam aos dados fornecidos. O exame desta coleção de respostas pode vir 
a fornecer uma melhor visão sobre o processo permitindo ao pesquisador identificar a 
aproximação que melhor se adapta às suas necessidades em termos de simplicidade 
e precisão (VLADISLAVLEVA et al., 2009).

A proposta deste estudo consiste na utilização de regressão simbólica via 
algoritmo evolutivo (genético) para obter equações analíticas empíricas que sejam 
capazes de determinar com precisão o fator de efetividade (ηrs) para a cinética de 
Michaelis-Menten, como apresentado na Equação 7 (PEREIRA et al., 2017).

ηrs = ƒ (ɸ, β)  (7)

4 |  MATERIAL E MÉTODOS

A Figura 2 apresenta o fluxograma do método utilizado neste estudo, 
compreendendo os métodos numéricos utilizados para a obtenção dos valores de 
fator de efetividade pela modelagem fenomenológica (η), que foram alimentados 
para a realização da regressão simbólica e a obtenção do modelo empírico para a 
determinação do fator de efetividade (ηrs) em função das condições de difusão-reação 
(β e ɸ). 
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Figura 2 – Fluxograma do método utilizado para a regressão simbólica.

Na resolução do problema de valor no contorno para a obtenção dos dados 
utilizados na regressão simbólica, descrita no fluxograma da Figura 2, foi utilizado um 
algoritmo computacional desenvolvido no software Wolfram Mathematica 11.3 no qual 
implementou-se o método da colocação ortogonal em elementos finitos.

Considerando todas as possíveis combinações de valores de β e ɸ adotados, 
foram gerados 310 pontos para a regressão simbólica, a qual foi realizada no software 
Nutonian Eureqa Formulize, desenvolvido pela empresa DataRobot. A função objetivo 
utilizada na regressão simbólica foi o valor absoluto máximo do erro ponderado entre 
os dados alimentados (h, β e ɸ) e os resultados obtidos pelo modelo para a variável 
dependente, como mostrado na Equação 8 (PEREIRA et al., 2017).

(8)
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O procedimento de regressão simbólica foi realizado cerca de 10 vezes durante 
aproximadamente 10 horas de processamento computacional, sendo considerada 
como resposta a melhor das soluções obtidas.

5 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

A equação para a determinação do fator de efetividade para partículas catalíticas 
esféricas e cinética de reação de Michaelis-Menten obtida via regressão simbólica é  
apresentada a seguir:

(9)

Os valores absolutos do erro máximo e do erro médio foram de 3,5 % e 1,1 %, 
respectivamente e do coeficiente de determinação ou explicação (R²) foi de 0,9996. 
Esses resultados indicam um excelente ajuste da equação proposta aos dados usados 
na regressão, o que é comprovado pelo gráfico apresentado na Figura 7. Observa-se 
que as curvas simuladas com o modelo (Equação 9) não possuem ruídos ou distorções, 
indicando uma boa capacidade preditiva do modelo quanto ao comportamento do fator 
de efetividade.

O gráfico da distribuição dos erros percentuais está apresentado na  
Figura 8.

Considerando os baixos valores de erro mostrados na Figura 8 e que os 
valores máximos de erro se encontram nos limites de valores de ɸ (entre 80 e 100, 
para os quais η≅1/ɸ) e β (acima de 1014, cinética de primeira ordem com solução 
analítica conhecida), pode-se afirmar que o modelo dado pela Equação 9 descreve 
satisfatoriamente o comportamento dos dados do fator de efetividade gerados pela 
abordagem fenomenológica e que foram utilizados na regressão simbólica.
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Figura 7 – Gráfico referente ao ajuste do modelo obtido via regressão simbólica

Figura 8 – Gráfico da distribuição dos erros percentuais do modelo na determinação do fator de 
efetividade para partículas catalíticas esféricas e cinética de Michaelis-Menten

Com base nos resultados obtidos pode-se considerar que o objetivo de obter uma 
equação explícita aproximada para determinar com precisão o fator de efetividade 
de partículas catalíticas esféricas foi atingido, haja vista os baixos valores absolutos 
dos erros percentuais cometidos nas previsões do fator de efetividade utilizando tal 
equação.
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6 |  CONCLUSÃO

Os resultados apresentados indicam que ferramentas de inteligência artificial, 
como a regressão simbólica podem ser úteis para o desenvolvimento de modelos 
matemáticos alternativos aos fenomenológicos, uma vez que a resolução de equações 
diferenciais complexas para a determinação de parâmetros, como o fator de efetividade, 
pode ser substituída pelo uso de equações empíricas explícitas, que são de resolução 
mais simples e rápida.
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