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APRESENTAÇÃO

O contexto atual nos coloca diante da assertiva da importância da ciência na resolução 
de problemas de ordem diversas.  A (r)evolução tecnológica têm dado visibilidade a ciência 
e de maneira especial as Ciências Exatas e da Terra, que vêm gerando conhecimentos em 
diferentes eixos temáticos e perspectivas. Nesse viés, apresentamos o e-book “Ciências 
Exatas e da Terra: Exploração e Qualificação de Diferentes Tecnologias”, organizado em 15 
capítulos teóricos que trazem as interfaces de vários saberes.

Um dos objetivos do e-book é promover de forma pertinente a reflexão entre as múltiplas 
áreas do conhecimento que transitam no eixo central das Ciências Exatas e da Terra, em 
contextos formais e não formais de educação. A necessidade de diálogos nessa direção é 
tanto maior, quanto é reconhecida a sua escassez, e olhe, que as Ciências Exatas estão 
entre as mais antigas das Ciências.

Os textos apresentados neste e-book, são resultados de pesquisas científicas 
desenvolvidas em território brasileiro. Trazem marcas de seus autores, assim como de suas 
áreas de formação/atuação, mas, acima de tudo, trazem respostas as suas inquietudes e 
problemas. Problemas esses, que na sua maioria, visam melhorar os contextos sociais. 

Esperamos, que este e-book publicado pela Atena Editora, possa explicitar 
particularidades de conceitos nas Ciências Exatas e da Terra, apontar utilização e descrever 
processos e qualificação desenvolvidos com uso de diferentes tecnologias.

Isto dito, desejamos a vocês leitores, uma boa leitura.

Dr. Marcelo Máximo Purificação
Dra. Miriam Ines Marchi

Dra. Nélia Maria Pontes Amado
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RESUMO: O objetivo deste trabalho é 
desenvolver uma rotina computacional 
didática para analisar problemas de 
condução de calor em aletas. Essa rotina 
foi desenvolvida em MATLAB para diversas 
geometrias de aletas onde o usuário 
entra com dados de análise através de 
uma interface e obtém resultados para a 
temperatura em pontos de interesse, o 
gráfico da distribuição de temperaturas, a 
eficiência térmica da aleta e a efetividade 
da aleta. A formulação utilizada foi aquela 
fornecida em livros de transferência de 
calor. Espera-se que a rotina seja útil 
como ferramenta didática e de estudo para 
problemas de condução calor em aletas, 

usualmente de solução tediosa e complexa.
PALAVRAS-CHAVE: Aletas, MATLAB, 
condução.

DEVELOPMENT OF A MATLAB 
COMPUTATIONAL ROUTINE FOR 
ANALYSIS OF FINS CONDUCTION 

PROBLEMS

ABSTRACT: The objective of this study is 
to develop a didactic computational routine 
to analyze heat conduction problems in fins. 
This routine will be developed in MATLAB 
for various fin geometries where the user will 
enter analysis data through an interface and 
obtain results for the temperature at points 
of interest, the graph of the temperature 
distribution, the thermal efficiency of the 
fin and the effectiveness of the fin. The 
formulation used will be that provided in heat 
transfer books. It is expected that the routine 
will be useful as a didactic and study tool for 
heat conduction problems in fins, usually 
with a tedious and complex solution.
KEYWORDS: Ins, MATLAB, conduction.

1 |  INTRODUÇÃO

Problemas de transferência de 
calor em aletas são bastante comuns 
em engenharia térmica. Processos de 
resfriamento de componentes eletrônicos 
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(microprocessadores), resfriamento de cilindros de motocicletas, resfriamento de 
cilindros de motores de combustão interna, transferência de calor em trocadores de calor, 
condensadores, centrais elétricas, indústria química, refinarias, usinas geotérmicas, dentre 
outros, são exemplos comuns de condução de calor em aletas. As aletas, também chamadas 
de superfície estendidas, podem ser classificadas conforme sua forma geométrica, sendo 
assim divididas em três categorias, conforme Kraus et al. (2001) e Lavine et al. (2014):

1) Longitudinal: quando está fixada em uma parede plana e sua área superficial é dada 
pela área de um retângulo, podendo ter o perfil retangular, triangular, parabólico côncavo e 
parabólico convexo.

2) Radial: ela está fixada em um cilindro e sua área superficial varia radialmente, 
podendo ter o perfil retangular e hiperbólico.

3) Piniforme: quando a área da seção transversal é circular, podendo ter o perfil 
cilíndrico, retangular, elíptico, cônico, parabólico côncavo e parabólico convexo.

Em regime permanente, a temperatura no interior da aleta varia com as coordenadas 
espaciais. Em uma aproximação tradicional de engenharia, usualmente, as aletas podem ser 
analisadas utilizando apenas uma coordenada espacial. Esses problemas são analisados 
então sob a ótica unidimensional em regime permanente. Embora seja uma aproximação, a 
formulação analítica de condução unidimensional em regime permanente pode ser utilizada 
para obter estimativas de temperaturas, eficiência térmica e efetividade para diversas 
geometrias de aletas utilizadas em engenharia térmica.

Diversos estudos foram desenvolvidos com o intuito de se obter e comparar a eficiência 
entre aletas. Neste segmento de pesquisa, Kundu et al. (2012) apresentaram um trabalho 
analítico sobre o desempenho e análise de projeto ótimo de aletas porosas de vários perfis 
operando em um ambiente com convecção, utilizando o  método analítico de decomposição 
Adomian para comparar os resultados entre aletas porosas e sólidas. Como resultado, foi 
verificado que a taxa de transferência de calor em aletas porosas ocorre para qualquer 
geometria em comparação com a taxa de transferência de calor em aletas sólidas para um 
parâmetro de baixa porosidade e alto fluxo.

Já no trabalho de Kandu et al. (2015) foram desenvolvida técnicas analíticas exatas e 
aproximadas para determinar o design ótimo de uma aleta anular de passo retangular com 
temperatura constante na base a partir de uma expressão algébrica baseada no teorema de 
valor médio para resultados aproximados e funções de Bessel para resultados exatos a fim 
de realizar uma comparação entre os dois métodos. Foi verificado que os erros associados 
com o método aproximado encontram-se dentro dos níveis de precisão aceitáveis para a 
análise de projeto de engenharia.

Vahabzadeh et al. (2015) investigou a distribuição de temperatura, taxa de transferência 
de calor, eficiência e otimização para diferentes tipos de aletas piniformes porosas em 
condições totalmente úmidas, utilizando o método dos mínimos quadrados como solução 
analítica e o método de quarta ordem de Runge-Kutta como solução numérica, conclui-se 
que  o método dos mínimos quadrados é um método conveniente e eficaz para problemas 
de engenharia. 
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Dessa forma, o objetivo desse estudo é desenvolver uma rotina computacional 
utilizando o MATLAB para automatizar a análise de problemas de transferência de calor em 
aletas, seguindo o modelo matemático apresentado por Kraus et al. (2001). Serão utilizados 
12 perfis de aletas: Aleta longitudinal de perfil retangular, triangular, parabólico côncavo e 
parabólico convexo; Aleta radial de perfil retangular e perfil hiperbólico; Aleta piniforme de 
perfil cilíndrico, retangular, elíptico, cônico, parabólico côncavo e parabólico convexo. 

2 |  MODELAGEM MATEMÁTICA

Seguindo a formulação do livro “Extended Surface Heat Transfer” de Kraus et al. 
(2001), as aletas, podem ser divididas em três classes segundo sua geometria, sendo elas, 
longitudinal, radial ou piniforme, de modo que, antes de se determinar as soluções analíticas 
para cada um dos doze perfis, é de grande importância na análise de geometrias aletadas as 
condições de contorno e considerações de análise que são empregadas para definir e limitar 
o problema e usualmente simplificar a solução. A análise das três geometrias fundamentais 
analisadas nesse capítulo emprega as considerações propostas por Murray (1938) e Gardner 
(1945). Essas considerações limitantes quase sempre são referidas como considerações de 
Murray-Gardner, que são:

 1. A taxa de transferência de calor na aleta e sua distribuição de temperaturas 
são constantes no tempo, ou seja, admite-se regime permanente de operação;

 2. O material da aleta é homogêneo, sua condutividade térmica é a mesma em 
todas as direções e é uma constante;

 3. O coeficiente de transferência de calor nas faces da aleta é constante e unifor-
me sobre toda a superfície da aleta;

 4. A temperatura do meio circundante é uniforme;

 5. A espessura da aleta é pequena quando comparada com seu comprimento e 
profundidade de tal maneira que os gradientes de temperaturas através da es-
pessura da aleta e a transferência de calor a partir das bordas da aleta podem 
ser desprezadas;

 6. A temperatura na base da aleta é uniforme;

 7. Não há resistência de contato entre a base da aleta e a superfície primária;

 8. Não existe geração de energia volumétrica no interior da aleta;

 9. O calor transferido através da extremidade da aleta é desprezível quando com-
parado com o calor transferido através de sua superfície lateral;

 10. A transferência de calor da aleta ou para a aleta é proporcional ao excesso de 
temperaturas entre a aleta e o meio circundante. 
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2.1 Eficiência Térmica

Uma medida do desempenho térmico de uma aleta é determinada pela eficiência 
térmica da aleta. O potencial máximo para convecção é a diferença de temperaturas entre a 
base da aleta e o fluido, (excesso de temperaturas). Consequentemente, a taxa máxima na 
qual uma aleta poderia dissipar energia é a taxa que existiria se toda a superfície da aleta 
estivesse na temperatura da base. Entretanto, como qualquer aleta é caracterizada por uma 
resistência de condução finita, existe um gradiente de temperaturas finito ao longo da aleta 
e a condição anterior é uma idealização. Uma definição lógica para a definição de eficiência 
térmica da aleta η é então escrita como:

 (1)

onde bq  é a taxa real de transferência de calor na base da aleta, real, aletaq   a taxa real 
de transferência de calor da aleta, máximo, aletaq a taxa máxima de transferência de calor da aleta, 
h  o coeficiente de transferência de calor por convecção,  superfície, aletaA  é a área superficial total 
da aleta, bT  a temperatura da base da aleta,  a temperatura ambiente e  o excesso de 
temperaturas na base da aleta. 

Efetividade Outra medida de desempenho térmico de uma aleta é a chamada efetividade 
de uma aleta. Ela é definida como a relação entre a taxa real de transferência de calor da 
aleta e a taxa de transferência de calor que existiria caso não houvesse a aleta, ou seja:

               (2)              

Em qualquer projeto racional o valor de deve ser o maior possível, em geral, a 
utilização de aletas é justificada quando 

2.2 Equação Diferencial Generalizada para Aletas Longitudinais

Gardner (1945) propôs uma equação diferencial generalizada para a análise de aletas 
longitudinais, representada pelo perfil arbitrário na Fig. (1).
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Figura 1 – Aleta Longitudinal de perfil arbitrário. Fonte: Kraus et al. (2001). 

Considerando o eixo x positivo no sentido ponta para base da aleta, b o comprimento 
da aleta,  a espessura da aleta na base, e 2 ( )f x  uma função decorrente do perfil da aleta. 
Posto isto, temos que a equação diferencial e a função do perfil são dadas a partir do balanço 
de energia entre a taxa de condução e a taxa de convecção, com o auxílio das simplificações 
de Murray e Gardner, chegando às seguintes equações, respectivamente:

            (3)                                                                       

            (4)                                                                   

onde n  tem uma correspondente para cada geometria, a partir dessas equações, com 
o auxílio das condições de contorno, pode-se obter as equações particulares, assim como as 
equações de distribuição de temperaturas, taxa real de calor, eficiência térmica e efetividade 
para cada perfil de aleta longitudinal, que são todas demonstradas e apresentadas por de 
Kraus et al. (2001). Para exemplificação destes resultados, segue na Tab.(1) as equações 
fornecidas para aleta longitudinal de perfil retangular (ressaltando que as demais equações 
para os perfis restantes podem ser consultadas em Kraus et al. (2001).
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Tabela 1 – Aleta longitudinal de perfil retangular.EFICIÊNCIA TÉRMICA:   EFETIVIDADE: 

2.3 Equação Diferencial Generalizada para aletas Radiais

Gardner (1945) propôs uma equação diferencial generalizada para a análise de aletas 
longitudinais, representada pelo perfil arbitrário na Fig. (2).

Figura 2 - Aleta radial de perfil arbitrário. Fonte: Kraus et al. (2001).

Considerando o eixo r positivo no sentido radial da aleta desde o interior do cilindro 
onde r = 0,  o raio na extremidade da aleta,  o raio na base da aleta,  a espessura da 
aleta  na base, e 2 ( )f r  uma função decorrente do perfil da aleta. Posto isto, temos que a 
equação diferencial e a função do perfil são dadas a partir do balanço de energia entre a taxa 
de condução e a taxa de convecção, com o auxílio das simplificações de Murray e Gardner, 
chegando às seguintes equações, respectivamente:

                                                                (5)       
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                                                                    (6)

onde k  corresponde a Condutividade térmica e   tem uma correspondente para cada 
geometria. A partir dessas equações, com o auxílio das condições de contorno, pode-se 
obter as equações particulares, assim como as equações de distribuição de temperaturas, 
taxa real de calor, eficiência térmica e efetividade para cada perfil de aleta radial, que são 
todas demonstradas e apresentadas por de Kraus et al. (2001). Para exemplificação destes 
resultados, segue na Tab.(2) as equações fornecidas para aleta radial de perfil retangular, 
ressaltando que as demais equações para os perfis restantes podem ser consultadas em 
Kraus et al. (2001).

Tabela 2 – Aleta radial de perfil retangular.

2.4 Equação Diferencial Generalizada para aletas Piniformes

Gardner (1945) propôs uma equação diferencial generalizada para a análise de aletas 
piniformes, representada pelo perfil arbitrário na Fig. (3).
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Figura 3 – Aleta piniforme de perfil arbitrário. Fonte: Kraus et al. (2001).

Considerando o eixo x positivo no sentido ponta para base da aleta, b o comprimento 
da aleta,  o diâmetro da aleta na base, e f₂(x) uma função decorrente do perfil da aleta, 
e 3 ( )f x  uma função decorrente do perímetro da seção do perfil. Posto isto, temos que a 
equação diferencial e a função do perfil são dadas a partir do balanço de energia entre a taxa 
de condução e a taxa de convecção, com o auxílio das simplificações de Murray e Gardner, 
chegando às seguintes equações, respectivamente:

                          (7)

                                                 (8)

onde n  tem uma correspondente para cada geometria, a partir dessas equações, com 
o auxílio das condições de contorno, pode-se obter as equações particulares, assim como as 
equações de distribuição de temperaturas, taxa real de calor, eficiência térmica e efetividade 
para cada perfil de aleta piniforme, que são todas demonstradas e apresentadas por de 
Kraus et al. (2001). Para exemplificação destes resultados, segue na Tab.(3) as equações 
fornecidas para aleta piniforme de perfil cilíndrico (ressaltando que as demais equações para 
os perfis restantes podem ser consultadas em Kraus et al. (2001).
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Tabela 3 – Aleta piniforme de perfil cilíndrico.EFICIÊNCIA TÉRMICA:   EFETIVIDADE: 

3 |  METODOLOGIA 

Como o objetivo deste trabalho é desenvolver uma rotina computacional no MATLAB 
para análise de condução em aletas, o primeiro passo para tal foi obter as equações 
diferenciais necessárias para descrever o processo de condução de calor em cada uma das 
doze geometrias de aletas utilizando a formulação proposta por Kraus et al. (2001), para 
assim ser possível determinar a distribuição de temperaturas, eficiência térmica e efetividade 
de cada tipo de aleta. Com a formulação matemática desenvolvida e as equações finais 
a disposição para implementação no MATLAB, para cada tipo de aleta separadamente, 
o próximo passo foi iniciar a implementação dessas equações diferenciais no MATLAB, 
começando esta implementação no “Editor” do MATLAB, antes da utilização do “Guide”, com 
intuito de nomear cada variável existem no equacionamento na linguagem computacional.

Com todo o equacionamento já transcrito para o MATLAB, e previamente testado, 
passou-se para a montagem do programa em si. Para tal, foram consultados Chapman 
(2003), apostilas de MATLAB assim como o próprio site da MathWorks (desenvolvedora do 
MATLAB) e seus fóruns de discussão, com o intuito de compreender melhor o funcionamento 
do GUIDE no MATLAB para obter uma melhor utilização das ferramentas disponíveis nesta 
extensão do programa.

Com este suporte, já na interface gráfica do MATLAB, o GUIDE, realizou-se um 
esboço da forma visual do programa, ou seja, um design próximo ao final, com todos os 
ícones necessários para o funcionamento do programa, como botões, menus, caixas de 
textos e figuras. Feito isso, o MATLAB criou automaticamente um arquivo de extensão “.m” 
que pode ser modificado através da interface Editor, de modo que, neste arquivo pode ser 
inserido os comandos que realizarão o controle e consequentemente o funcionamento da 
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interface gráfica. Por conseguinte, nesta extensão “.m” foram inseridos todos os comandos 
responsáveis por controlar as ações do GUIDE juntamente com os valores inseridos pelo 
usuário, estes procedimentos de inserção foram testados, corrigidos e adaptados, chegando 
assim a uma rotina finalizada e funcionando corretamente. Juntamente com as modificações 
da extensão “.m”, o esboço gráfico do GUIDE foi ajustado diversas vezes no decorrer do 
projeto, com o intuito de obter uma melhor performance, como também um design mais 
distinto para facilitar a visualização e utilização das suas funções, chegando então ao design 
finalizado do layout do programa apresentado na Fig. (4).

Figura 4 - Design gráfico final da interface.

Inicialmente deve-se selecionar o perfil de aleta desejada em um menu pop-up, como 
pode ser visto na Fig. (5).

Figura 5 - Selecionando o perfil da aleta desejada.
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Deve-se então preencher o quadro localizado na esquerda do display com os dados de 
entrada do problema, sendo eles a temperatura na base da aleta bT , temperatura ambiente 

, condutividade térmica k , coeficiente médio de transferência de calor h, o ponto onde 
se deseja saber a temperatura (x para aletas longitudinais e piniformes) ou (r para aletas 
radiais), comprimento b ou raio externo da aleta ou, espessura da aleta na base , largura 
da aleta L e raio interno br  no caso das aletas radiais, como segue na Fig. (6).

Figura 6 - Preenchimento da entrada de dados.

Após isto, basta pressionar o botão “CALCULAR” que automaticamente os resultados 
são apresentados, ou seja: temperatura no ponto desejado ( )T x  ou ( )T r , taxa de transferência 
de calor q, eficiência térmica h, efetividade  e o gráfico de distribuição de temperaturas, 
como apresentado na Fig. (7).

Figura 7 - Resultados fornecidos pelo programa.
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Também foram inseridas caixas de diálogo para alertar ao usuário se ele inseriu 
parâmetros geométricos fora das dimensões cabíveis ao perfil da aleta disponível, como 
mostrado na Fig. (8).

Figura 8 - Exemplo de caixa de diálogo para correção de dados inseridos pelo usuário.

Também foram inseridos alguns “Tooltip String”, uma propriedade da interface gráfica do 
MATLAB na qual é possível inserir alguns “textos de ajuda” quando o cursor do mouse passa 
sobre a caixa de entrada de dados. Um exemplo do “Tooltip String” pode ser visualizado na 
Fig. (9).

Figura 9 - Exemplo da utilização do “Tooltip String”.

Com o programa totalmente finalizado, um arquivo executável foi criado para que, 
qualquer computador que contenha o MATLAB instalado, possa executar o programa 
desenvolvido sem abrir o MATLAB, de modo que o programa passe a funcionar como um 
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aplicativo independente.

4 |  RESULTADOS

Para demonstração e comprovação do funcionamento adequado da rotina 
computacional desenvolvida, foi realizada uma comparação entre o exemplo numérico 1.2 
apresentado na página 23 de Kraus et al. (2001) e sua correspondente solução utilizando a 
rotina desenvolvida para aletas longitudinais. O enunciado do exemplo e seus respectivos 
resultados, numérico e pela rotina computacional, podes ser visualizados a seguir:

Exemplo 1.2 – Kraus et al, (2001) – Página 23: Aletas longitudinais de diferentes 
perfis estão expostas a um ambiente com temperatura de 20 °C com um coeficiente de 
transferência de calor h = 40 W/(m².K). Em todos os casos, a temperatura da base da aleta é 
90 °C e as aletas são feitas de aço com k =30 W/(m.K). Todas as aletas têm um comprimento 
de 10 cm com 0,80 cm de espessura na base. Compare as eficiências térmicas das aletas, 
a dissipação de calor por unidade de profundidade e as temperaturas nas extremidades se 
os perfis são (a) retangular, (b) triangular, (c) parabólico côncavo e (d) parabólico convexo.

Tabela 4 – Resumo dos resultados numéricos para aletas de perfil longitudinal

Tabela 5 – Resumo dos resultados para aletas de perfil longitudinal pela rotina.

5 |  CONCLUSÃO

A partir dos resultados apresentados ao longo deste trabalho, ficou claro que o objetivo 
do projeto foi atingido, de modo que foi desenvolvida uma rotina computacional capaz de 
apresentar a distribuição de temperaturas, temperatura em um ponto determinado pelo 
usuário, assim como sua correspondente eficiência térmica e efetividade, a partir de dados 
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inseridos pelo usuário, de modo que, a rotina pode ser utilizada em aulas para exemplificação 
da condução de calor em aletas, já que se mostrou funcional e de fácil utilização, com 
resultados precisos, conforme resultados apresentados pelas Tab. (4) e Tab. (5), onde tanto 
o resultado numérico quanto o resultado da rotina obtiveram valores iguais.
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