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APRESENTAGAO

Esta obra intitulada “Prospeccdo de problemas e solugdes nas ciéncias
matematicas” contém um aporte tedrico vasto no que refere-se ao ensino,
aprendizagem e solugcao de problemas nas ciéncias matematicas.

Em tempos atuais esta ciéncia tem ocupado um papel de grande importancia
na sociedade, ja que representa uma grande ferramenta em mundo repleto de
informacdes expostas pelas midias, capaz de auxiliar todo cidadéo a analisar e
inferir sobre tais informacoes.

Varios temas aqui sdo abordados, interdisciplinaridade, pensamento
matematico, modelagem matematica, formacdo de professores, dentre outros
que permeiam as discussdes acerca das ciéncias matematicas. Alguns conteudos
especificos também aparecem nesta obra de uma maneira muito significativa,
trazendo relatos e estudos relacionados ao ensino e aprendizagem de tais
conteudos em diversas etapas de estudo.

Cabe ressaltar ainda, o viés interdisciplinar deste e-book, apontando a
direcdo para pesquisas que buscam a contextualizacdo da matematica e a sua
aproximacao com outras areas de ensino, bem como a modelagem de problemas
reais, prospectando problemas e solu¢gbes nas ciéncias exatas, por meio da
pesquisa e da tecnologia.

Ao leitor, desejo um bom estudo e que ao longo dos capitulos possa perceber
a importancia da matematica na solugao de problemas que envolvem a sociedade.
E que também possa fomentar ainda mais o desejo pelo desenvolvimento de
pesquisas cientificas que movem o conhecimento nas ciéncias matematicas, assim
como fazem os autores que compdes esta grandiosa obra.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 10

MODELAGEM MATEMATICA DO ATRASO NO
SINAL DE SONDAS DE OXIGENIO DISSOLVIDO
EMPREGANDO TRANSFORMADA DE LAPLACE

Data de aceite: 23/03/2020

Samuel Conceicao de Oliveira
http://lattes.cnpq.br/2041303049625571

UNESP — Universidade Estadual Paulista, FCF —
Faculdade de Ciéncias Farmacéuticas, PPG-EBB
— Programa de P6s-Graduag@o em Engenharia de
Biomateriais e Bioprocessos

Araraquara — SP

RESUMO: Neste trabalho, uma equacgado que
considera o atraso no sinal de sondas utilizadas
para medir o nivel de oxigénio dissolvido (OD)
em bioprocessos de produgao de antibidticos é
desenvolvida e recomendada para o tratamento
de dados experimentais de OD visando a
estimativa correta do coeficiente volumétrico de
transferéncia de oxigénio (k.a), um parametro
chave no controle da oxigenacdo do meio
fermentativo. Para o desenvolvimento de tal
equacao, utilizou-se o método da transformada
de Laplace para resolver a equacgao diferencial
que descreve o atraso no sinal de resposta da
sonda, o qual é caracterizado por uma constante
de delay k. SimulagGes da equagéo proposta e
da equagao tradicional utilizando valores de k a
e k,iguais a 400 h' e 350 h"', respectivamente,
evidenciaram que o atraso no sinal de resposta
da sonda interfere nos niveis medidos de
OD, levando a uma estimativa incorreta de

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas

k a caso a equacgao tradicional seja utilizada
para tratar dados obtidos em um ensaio tipico
de determinacdo deste parédmetro. Embora
a equacgao proposta contenha um parametro
adicional (k), a determinagéo deste parametro
nao deve acarretar dificuldade em seu uso uma
vez que k, pode ser estimado juntamente com
k a por um procedimento de regressdao nao
linear ou determinado experimentalmente por
um ensaio apropriado.

PALAVRAS-CHAVE: modelagem matematica,
bioprocessos, atraso no

sinal, oxigénio

dissolvido, transformada de Laplace

MATHEMATICAL MODELING OF THE
DELAY IN THE SIGNAL OF DISSOLVED
OXYGEN PROBES EMPLOYING LAPLACE
TRANSFORM

ABSTRACT: In this work, an equation that
considers the delay in the signal of probes
used to measure the level of dissolved oxygen
(DO) in antibiotic production bioprocesses is
developed and recommended for the treatment
of experimental DO data aiming at the correct
estimate of the volumetric coefficient of oxygen
transfer (k a), a key parameter in controlling the
oxygenation of the fermentation medium. For
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the development of such an equation, the Laplace transform method was used to solve
the differential equation that describes the delay in the probe’s response signal, which
is characterized by a delay constant k. Simulations of the proposed equation and the
traditional equation using values of k a and k,equal to 400 h™" and 350 h™', respectively,
showed that the delay in the probe’s response signal interferes with the measured DO
levels, leading to an incorrect estimate of k a if the traditional equation is used to treat
data obtained in a typical assay to determine this parameter. Although the proposed
equation contains an additional parameter (k ), the determination of this parameter
should not cause any difficulty in its use since k, can be estimated together with k by
a nonlinear regression procedure or determined experimentally by an appropriate test.
KEYWORDS: mathematical modeling, bioprocesses, signal delay, dissolved oxygen,
Laplace transform

11 INTRODUCAO

No desenvolvimento de bioprocessos, além dos objetivos econdmicos, busca-se
atender as exigéncias crescentes de confiabilidade e reprodutibilidade dos produtos
obtidos, o que vem aumentando a necessidade de melhoria no monitoramento e
controle de tais processos, cenario no qual a modelagem matematica e a simulacéao
configuram-se como ferramentas muito Uteis.

Entre os produtos obtidos por processos biotecnoldgicos, destacam-se os
antibi6ticos devido a importancia clinica que estes representam, permitindo o
tratamento de diversas doencas infecciosas e cancerigenas (MENEZES et al., 2000).
A producéo industrial de antibidticos é realizada utilizando-se fungos e bactérias em
processos que, em sua ampla maioria, sao aerdbios estritos, embora haja relatos na
literatura de estudos sobre a producao destes bioprodutos em condicdes anaerdbias
por bactérias isoladas do solo (EZAKI et al., 2008, BEHNKEN; HERTWECK, 2012)

Na biossintese de antibibticos, o oxigénio tem como fungéo atuar como aceptor
final de elétrons, participando ao término da cadeia respiratoria da reoxidacao das
moléculas transportadoras de elétrons e gerando moléculas de ATP (trifosfato de
adenosina) ricas em energia que € utilizada nas reagdes anabdlicas.

Para que ocorra a sintese de ATP é necessario que 0s microrganismos oxidem
uma matéria organica tal como sé&o os agucares, 0s quais sao muito sollveis em
agua, podendo-se atingir concentracées da ordem de centenas de gramas por
litro. Diferentemente, o oxigénio € muito pouco soluvel em agua, como também
0 sdo os demais gases, podendo-se atingir, no maximo, concentracdes da ordem
de miligramas por litro (ppm). Desta forma, os bioprocessos de producdo de
antibioticos sdo geralmente conduzidos em reatores convencionais de tanque

agitado e aerado, submetidos a altas velocidades de agitacdo visando favorecer a
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dissolucdo do oxigénio no meio fermentativo, principalmente quando sao utilizados
fungos filamentosos, os quais aumentam a viscosidade do meio, o que dificulta a
transferéncia de oxigénio da fase gasosa para a fase liquida (CRUZ, 1996).

A produtividade em fermentacbes antibidticas é fortemente dependente
da concentracdo de oxigénio dissolvido (OD), sendo a concentracédo critica
(concentracéo abaixo da qual ocorre limitacdo do bioprocesso), por exemplo,
em torno de 30% do valor da saturacéo para a produgédo de penicilina pelo fungo
Penicillium chrysogenum (MENEZES et al., 1994). Desta forma, torna-se evidente
a necessidade de manter a concentragcdo de OD acima do valor critico para um
determinado microrganismo produtor de antibiotico a fim de ndo limitar o bioprocesso
em termos de capacidade respiratéria dos microrganismos por uma oxigenacao
insuficiente do meio fermentativo, conforme mostra a Figura 1, na qual esta
apresentado o comportamento da velocidade especifica de respiragcdo microbiana
(QOZ ) em funcéo da concentracao de oxigénio dissolvido no meio (C).

E Cerit

Cc

Figura 1 - Comportamento de QO? em funcéo de C

De acordo com a Figura 1, Qop, , para um dado microrganismo, pode ser
correlacionada com C segundo uma equacao do tipo de Monod, conforme equagéao
a seguir, na qual Q, & o valor maximo de Qp e K, é a constante de saturagao
para 0 O, (SCHMIDELL, 2001): _

C

QOZ = QOZma'x K02 + C

O controle da concentracao de OD pode ser realizado manipulando-se o valor
do coeficiente volumétrico de transferéncia de oxigénio (k a), o qual esta diretamente
relacionado com a agitacdo e a aeracao praticadas no biorreator. Portanto, ha a
necessidade de se determinar o valor de k a para um dado sistema de agitagéo
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e aeracao a fim de se fazerem os ajustes necessarios neste parametro visando
atender a demanda de oxigénio durante o bioprocesso.

Existem alguns métodos de determinagéo de k a estabelecidos na literatura,
dentre os quais aqueles que empregam sondas (eletrodos) para a medida da
concentracdo de OD, gerando dados experimentais que, convenientemente
tratados por meio de um modelo matematico adequado, fornecem uma estimativa
do valor de k a. Em se utilizando este método, cuidado se deve ter quanto ao atraso
na resposta da sonda quando o valor de k a a determinar for elevado, pois caso
contrario, a determinagédo de k a ficara prejudicada como sera demonstrado no
presente trabalho. Este atraso no sinal da sonda é caracterizado por uma constante
de delay (k) cujo reciproco fornece uma nogao do tempo de atraso no sinal.

Este trabalho visa demonstrar que, dependendo dos valores relativos de ka
e k, o atraso no sinal da sonda interfere na determinagdo do valor de ka caso
um modelo matematico apropriado ndo seja empregado para tratar os dados de
medidas de OD com atraso. Para o desenvolvimento de tal modelo, assume-se
que a taxa de variagédo temporal da concentracdo de OD medida pela sonda (C,)
€ proporcional a diferenca entre o valor real da concentracédo de OD (C) e aquele
medido pela sonda, sendo k, a constante de proporcionalidade. Introduzindo-se a
expressao C=C(1), obtida a partir da integracéo do balanco de massa de OD em um
ensaio tipico de determinagéo de k a, na equacao diferencial que descreve a taxa
de variagédo temporal de C,, obtém-se uma nova equagéo diferencial no tempo, cuja
solugao, obtida por transformada de Laplace, incorpora os dois parametros ka e k,,
configurando-se como a equacao a ser usada quando o atraso no sinal da sonda
nao for desprezivel.

2| MODELAGEM MATEMATICA

O balang¢o de massa de oxigénio dissolvido durante o bioprocesso de produg¢ao
de antibiético em reator batelada, considerando o suprimento e o consumo de

oxigénio no meio é dado pela seguinte equacédo (SCHMIDELL, 2001):

(:TC: =kpa(C"-C)-0p X (1)

onde C é a concentracao real de OD, C’ é a concentracao de OD na saturacao,
k.a é o coeficiente volumétrico de transferéncia de oxigénio, Qo, € a velocidade
especifica de consumo de oxigénio para respiragcao microbiana e X é a concentracao
celular.

No caso do emprego de sondas para a medida da concentragao de OD visando
a determinacéo de k a para um dado sistema de agitagéo e aeragéo, o procedimento
consiste em se utilizar meio isento de células (X=0), reduzindo-se inicialmente a
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zero a concentracdo de OD pela dispersédo de gas nitrogénio no meio. Em seguida,
agita-se e aera-se 0 meio, registrando-se a concentragcdo de OD no decorrer do
tempo. Em tais condi¢cbes, a Equacao (1) se reduz a Equacéao (2) (SCHMIDELL,
2001):

‘;—f=kLa(C* -0C) (2)

Separando as variaveis na Equacgao (2), integrando e aplicando a condi¢ao
inicial C(0)=0, obtém-se a Equacéo (3) :

£ -t (3)

Os valores de C/C fornecidos pela Equacéao (3) correspondem a razao entre
o valor real da concentracdo de OD num dado instante e aquele de saturacéo,
devendo esta razdo ser o valor registrado pela sonda caso o atraso no sinal seja
desprezivel, isto é, a sonda previamente calibrada de 0 a 100 % (saturacao)
registra a concentracdo de OD como uma porcentagem daquela de saturagéo.
Entretanto, se o0 atraso no sinal ndo puder ser desprezado, uma nova equacao
deve ser desenvolvida visando a determinagao correta do valor de k,a. O atraso no
sinal da sonda € decorrente das resisténcias difusionais ao transporte de oxigénio
até a superficie do catodo, onde € reduzido, gerando um fluxo de elétrons que é
proporcional a sua concentragao.

Assumindo que a taxa de variacdo temporal da concentracdo de OD medida
pela sonda (C,) seja proporcional a diferenga entre o valor real da concentragéo de
OD (C) e aquele medido pela sonda, pode-se escrever (SCHMIDELL, 2001):

IC,
{ ;‘\ - kd (C - C\) (4)

*

onde k, é a constante de atraso da sonda, C,(0)=0 e C(«)=C

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Solucao da Equacao Diferencial representativa do Atraso no sinal da Sonda

Dividindo ambos os membros da Equacgao (4) por C’, obtém-se:

%:kd(mc* —C,/CY) (5)

Introduzindo y= C./C" e a Equag&o (3) na Equacgéo (5), resulta:

D la—ekeany (6)
dt
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Reescrevendo a Equacgéo (6) em um outro formato, obtém-se a Equacéao (7):

‘;-:' +kyy=ky(l—ekar) (7)

A Equacéao (7) esta sujeita a condicao inicial y(0)=0. Resolvendo esta equacéao
por transformada de Laplace (ZILL, 2014), tem-se:

L [ﬂ+kd .\} =L [kd(l—e_kf-‘”)] = (8)
dt
[{%}kdL[_\']=kdL[u—e""'f‘”)] = (9)
[4
sY(s) — v(0) + ka Y(s) = ky 1l (10)
0 S|:[k] Js+]}
Lﬂ
] I
Y(s)=k \ 11
($)=ka W {(de)}: (1)
s ka s +
Y(s)= SRR S (12)

TEFE

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace (ZILL, 2014) a Equacéo (12),
obtém-se a solugdo da Equacao (5), conforme desenvolvimento apresentado nas
Equacdes (13) a (17):

LAy(s)]=L7 ! ! = (13)

(8%
w2 o

kd kLa
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C, k -k k —k
_';‘:]_'_ #ﬂ I ’:’N{I —_— 76! e Af.al (17)
C k{f —kL(I kaf —kL(l

A Equacédo (17) é a equacao que deve ser empregada para tratar dados
experimentais de medidas de OD realizadas com sondas com atraso no sinal de

resposta visando a correta determinacgao do valor de k.

3.2 Exemplo llustrativo

Como ilustracéo, as Equacdes (3) e (17) foram simuladas para valores de
k ae k, respectivamente iguais a 400 h'" e 350 h”, visando comparar a evolugéo
temporal do nivel real de OD (C/C’) e aquele fornecido pela sonda (C,/C’). Os
resultados mostrados na Figura 2 evidenciam claramente que o atraso no sinal da
sonda interfere significativamente nos valores medidos do nivel de OD, devendo
a Equacédo (17) ser usada para o tratamento dos dados registrados pela sonda

visando a estimativa correta do valor de k,a.

*

*

*

1.0

0.8

0.6

cC

..’
$IC
/
/

Parametros:
k,a=400 b

_ -1
k=350 h

L, C €0

0.4 ,

0.2 /

0.0 L FL R LA EL A L SRR R
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 2 - Evolugéo temporal do nivel de OD real e aquele registrado pela sonda

Para se ter uma nog¢ao da magnitude do erro cometido na determinacéo de
k.a quando dados de medidas de OD com atraso s&o tratados por uma verséo

linearizada do modelo tradicional (Equacé&o (3)), uma regresséao linear dos pontos
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[-In(1-C/C")] versus tfoi realizada (Figura 3), obtendo-se um valor de k a (coeficiente
angular da reta) igual a 277 h™', resultado que representa um erro relativo percentual
de -30.75% quando comparado ao valor correto de k,a (400 h™').

[-n(1-Cc/CH] ()

Figura 3 - Determinagéao de k, a utilizando-se o modelo tradicional linearizado e as medidas de
OD realizadas com atraso pela sonda

A Equagéao (17), além de conter o parametro k a, contém o parametro k, o
qual também deve ser determinado, ndo constituindo-se esta determinacdo numa
dificuldade para o uso da Equagéo (17). Para a determinagdo de k, ha duas
alternativas possiveis. A primeira, consiste em estimar este parametro juntamente
com k a na etapa de estimagdo de parametros por regressdo nao linear, uma vez
que a Equacéado (17) nédo € possivel de ser linearizada. A outra alternativa seria
determinar experimentalmente este parédmetro realizando um ensaio degrau, no
qual a sonda estaria inicialmente em equilibrio com um meio saturado em nitrogénio
(OD = 0%), sendo em seguida exposta repentinamente a um meio saturado em
oxigénio (OD = 100%). Em tais condi¢des, tem-se desde o instante inicial do degrau
que C=C" na Equacéo (4), obtendo-se a Equacgao (18):

T k(€ =) (18)

A integragéo da Equagéo (18), sujeita a condigao inicial C0)=0, resulta na
Equacéo (19):

=S =(I-e"") (19)

A partir da Equagéo (19) pode-se concluir que ao plotar [-In(1-C,/C’)] em fungéo
do tempo f{, utilizando-se os dados experimentais obtidos no ensaio descrito, deve-
se obter uma reta cujo coeficiente angular corresponde ao valor de k.

De acordo com informagdes fornecidas pelos fabricantes de eletrodos, uma
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sonda razoavelmente rapida atinge 90% do valor de C' em 20 segundos no ensaio
degrau, o que permite estimar, pela Equagéo (19), umvalor de k,de aproximadamente

415 h.
Por fim, analisando-se a Equac&o (17) para os casos em que k, >> k,q,

1

kpa —k
ifica- —0,¢ 1 -0 e
verifica-se que (kd _kLa] [

k(f
ky—kpa

J—“, de modo que a Equacéo (17)
recai na Equacéao (3), ndo havendo necessidade de corrigir o sinal da sonda em
tais condi¢des. A fim de ilustrar numericamente estes casos, tem-se que uma sonda
que apresente um k, da ordem de 400 h*', permite estimar, com razoavel preciséo,
valores de k a inferiores a 200 h”'. Acima destes valores de k,a, os erros cometidos
na determinagcao deste parametro seriam muito elevados, exigindo que a corre¢ao

aqui proposta fosse efetuada.

4 | CONCLUSOES

Baseado nos resultados obtidos neste trabalho, as seguintes conclusoes
podem ser realizadas:

+ a transformada de Laplace mostrou-se uma ferramenta muito Util para a
resolucédo da EDO (equacao diferencial ordinaria) que descreve o atraso no
sinal de resposta de sondas empregadas na medicao de niveis de OD em
bioprocessos de producdo de antibibticos, permitindo obter a solugcédo da
equacgao com rapidez, simplicidade e reduzido esforco analitico;

« 0 atraso no sinal da sonda interfere nas medidas de OD, levando a obtencao
de dados experimentais que, se nao tratados por uma equagao apropriada
qgue considere este atraso, acarretara significativos erros na determinagao
do valor do coeficiente volumétrico de transferéncia de oxigénio (k, a);

+ a equacéao desenvolvida para o tratamento de dados de medidas de OD
com atraso contém dois parametros ajustaveis ka e k, os quais podem
ser determinados simultaneamente por regressao nao linear usando-se a
propria equacao e os dados experimentais obtidos em um ensaio tipico de
determinagao de k,a.
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