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APRESENTAÇÃO

A coleção “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química volume 
2” é uma obra que tem como foco principal a discussão e divulgação científica por meio 
de trabalhos com diferentes funcionalidades que compõe seus capítulos. O volume 
abordará em especial trabalhos que contribuem a nível educacional e aplicado tanto 
na área de engenharia química, química e tecnologias.

O objetivo central foi apresentar de forma categorizada e clara estudos 
correlacionados a energias renováveis, aproveitamento de resíduo agroindustrial, 
desenvolvimento de simulador de processos, simulação de custos de produção, e 
em especial estudos correlacionados a nível educacional por meio de jogos didáticos, 
quiz educativo com foco na aprendizagem de reações químicas e tabela periódica. Em 
todos esses trabalhos a linha condutora foi o aspecto relacionado à aproveitamento 
de resíduos, disseminação de conhecimento, otimização de procedimentos e 
metodologias, dentre outras abordagens importantes na área de exatas e engenharia. 
O avanço das pesquisas e divulgação dos resultados tem sido um fator importante 
para o desenvolvimento da ciência e estímulo de inovação.

Temas diversos e interessantes são, deste modo, discutidos aqui com a proposta 
de fundamentar o conhecimento de acadêmicos, mestres e todos aqueles que de 
alguma forma se interessam pela área de exatas e engenharia química aplicada e 
educacional. Possuir um material que demonstre evolução de diferentes metodologias, 
abordagens, otimização de processos, caracterização com técnicas substanciais, 
reutilização de resíduos de regiões específicas do país é muito relevante, assim como 
abordar temas atuais e de interesse tanto no meio acadêmico como social.

Deste modo a obra “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química 
volume 2” apresenta estudos fundamentados nos resultados práticos obtidos pelos 
diversos professores e acadêmicos que arduamente desenvolveram seus trabalhos que 
aqui serão apresentados de maneira concisa e didática. Sabemos o quão importante 
é a divulgação científica, por isso evidenciamos também a estrutura da Atena Editora 
capaz de oferecer uma plataforma consolidada e confiável para estes pesquisadores 
explorarem e divulgarem seus resultados. 

Jéssica Verger Nardeli
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CAPÍTULO 20

DETERMINAÇÃO DO PERFIL ÓTIMO DE 
TEMPERATURA PARA UM BIOPROCESSO EM 

BATELADA DE PRODUÇÃO DE PENICILINA 
REPRESENTADO POR UM MODELO MATEMÁTICO 

Data de aceite: 16/03/2020

Samuel Conceição de Oliveira 
http://lattes.cnpq.br/2041303049625571 

UNESP – Universidade Estadual Paulista, FCF – 
Faculdade de Ciências Farmacêuticas, PPG-EBB 

– Programa de Pós-Graduação em Engenharia de 
Biomateriais e Bioprocessos 

Araraquara – SP

Angel Gustavo Tolaba
http://lattes.cnpq.br/6754400954468158 

UNSa – Universidad Nacional de Salta,   Facultad 
de Ciencias Exactas, 
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Engenharia de Biomateriais e Bioprocessos 

Araraquara – SP 

RESUMO: Neste trabalho, aplicou-se o Princípio 
do Máximo de Pontryagin para resolver o 
problema de valor no contorno associado à 
otimização de um bioprocesso em batelada não 
isotérmico de produção de penicilina, o qual 
foi representado por um modelo matemático 
fenomenológico, compreendendo as dinâmicas 
de crescimento celular e formação de produto. 
Em uma primeira resolução do problema, devido 
aos parâmetros cinéticos serem dependentes 
da temperatura, a variável concentração 
celular exibiu um comportamento incoerente 
em relação ao pressuposto do modelo de 
crescimento logístico para a biomassa fúngica, 

apresentando uma fase de declínio no período 
final do bioprocesso. Esta inconsistência do 
modelo foi corrigida impondo-se uma fase 
estacionária à dinâmica de crescimento celular. 
Assim, foi possível determinar corretamente 
o perfil ótimo de temperatura que maximiza 
a concentração de penicilina ao final do 
bioprocesso.
PALAVRAS-CHAVE: otimização, Princípio do 
Máximo de Pontryagin, modelo matemático, 
bioprocesso em batelada, produção de 
penicilina

DETERMINATION OF THE OPTIMUM 
TEMPERATURE PROFILE FOR A BATCH 
PENICILLIN PRODUCTION BIOPROCESS 

REPRESENTED BY A MATHEMATICAL 
MODEL 

ABSTRACT: In this work, the Pontryagin’s 
Maximum Principle was applied to solve the 
boundary value problem associated with the 
optimization of a nonisothermal batch penicillin 
production bioprocess, which was represented 
by a phenomenological mathematical model, 
comprising both the cell growth and product 
formation dynamics. In a first resolution of 
the problem, due to the kinetic parameters 
being dependent on the temperature, the cell 
concentration variable exhibited an incoherent 
behavior regarding the model assumption of 
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logistic growth for the fungal biomass, presenting a decline phase at the final period 
of the bioprocess. This model inconsistency was corrected by imposing a stationary 
phase on the cell growth dynamics. Thus, it was possible to correctly determine the 
optimal profile of temperature that maximizes the penicillin concentration at the end of 
the bioprocess. 
KEYWORDS: optimization, Pontryagin’s Maximum Principle, mathematical model, 
batch bioprocess, penicillin production

1 |  INTRODUÇÃO

Durante os bioprocessos em batelada, as variáveis   de estado mudam 
significativamente, dos valores iniciais até os valores finais. Esse comportamento 
dinâmico incentivou o desenvolvimento de métodos de otimização para determinar os 
perfis temporais ótimos das variáveis   de controle visando aumentar a produtividade 
dos bioprocessos (OLIVEIRA, 2018). 

A busca pelos perfis ótimos de pH, temperatura e taxa de alimentação em 
fermentações antibióticas em batelada e batelada alimentada é um problema típico 
de otimização e operações evolutivas para as quais o uso de modelos cinéticos e 
técnicas matemáticas poderosas é essencial para sua solução (OLIVEIRA, 2018).

Várias abordagens baseadas em modelos matemáticos e cálculo variacional 
têm sido reportadas na literatura para a determinação de perfis temporais ótimos 
para variáveis  de controle de bioprocessos. O problema de otimização é geralmente 
formulado com base no Princípio do Máximo de Pontryagin em conjunto com um 
modelo matemático representativo do bioprocesso, geralmente fenomenológico 
(OLIVEIRA, 2018). Para modelos matemáticos simples, o problema pode ser resolvido 
analiticamente, a partir do Hamiltoniano do sistema, aplicando um esquema iterativo 
na variável de controle para determinar o perfil de controle ótimo (OLIVEIRA, 2018).

Sabe-se que a temperatura e o pH exercem forte influência sobre o conjunto da 
atividade microbiana, existindo intervalos estreitos de valores destas variáveis para 
os quais a atividade celular é máxima. Em bioprocessos de produção de antibióticos, 
as condições de temperatura e pH que favorecem a produção de bioproduto são 
diferentes daquelas favoráveis ao crescimento celular. Assim, a implementação de 
perfis temporais ótimos de temperatura e pH durante a produção em batelada de 
antibióticos pode resultar em  significativos  acréscimos na produtividade do bioprocesso 
(OLIVEIRA, 2018).

Neste trabalho, um estudo de caso sobre a otimização de uma variável   de controle 
em um bioprocesso batelada de produção de antibiótico é revisitado e resultados 
adicionais são obtidos e apresentados. O caso revisitado é aquele reportado por 
Constantinides e Mostouffi (1999) sobre a determinação do perfil ótimo de temperatura 
para um bioprocesso em batelada de produção de penicilina.
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2 |  MÉTODOS

2.1 Modelo Matemático

O modelo matemático utilizado neste trabalho para representar o bioprocesso 
é aquele apresentado por Constantinides e Mostoufi  (1999) para o crescimento de 
Penicillium chrysogenum, um microrganismo produtor de penicilina. Este modelo é 
baseado na lei logística, sendo a limitação do crescimento microbiano não descrita 
explicitamente em função da dinâmica de variação da concentração do substrato 
limitante, mas sim, implicitamente pela introdução do termo (1-X/Xm) na equação da 
taxa de crescimento (rx), a qual diminui ao longo do tempo e se torna nula quando 
X atinge o valor máximo Xm, condição em que o crescimento celular é encerrado. A 
produção de penicilina é também modelada, ao considerar que a cinética de formação 
de antibiótico é dada pela equação de Luedeking e Piret (rp=arx+βX), com a=0 e β≠0 
(β>0), uma vez que o antibiótico é um metabólito secundário produzido majoritariamente 
após a fase de crescimento (BAILLEY; OLLIS, 1986; SINCLAIR; KRISTIANSEN, 1987). 
Considera-se também o fato comumente observado em fermentações penicilínicas 
de que o produto é degradado por hidrólise a uma taxa proporcional à sua própria 
concentração, sendo este processo descrito por uma cinética de primeira ordem. Como 
a dinâmica de variação da concentração de O2 dissolvido não é descrita no modelo, 
admite-se que o processo não é limitado por oxigênio. Da mesma forma, condições 
isotérmicas são implicitamente assumidas, uma vez que a temperatura também não é 
modelada. O modelo completo, constituído por duas equações diferenciais ordinárias 
correspondentes aos balanços de massa de células e de produto em um biorreator 
batelada, é dado a seguir:

onde t é o tempo, X é a concentração celular (% ms, ms = massa seca), P é a 
concentração de antibiótico (U mL-1), rx é a taxa de crescimento celular (% ms h-1), rP

é a taxa de produção de antibiótico (U mL-1 h-1), rh é a taxa de hidrólise do produto (U 
mL-1 h-1) e m, Xm, β e kh são os parâmetros  do modelo, os quais possuem os seguintes 
signifi cados: m é a velocidade específi ca máxima de crescimento (h-1), Xm é a máxima 
concentração celular possível de ser atingida (% ms), β é a constante de formação de 
produto não associada ao crescimento (U mL-1 h-1 % ms-1) e kh é a constante cinética 
da reação de hidrólise do antibiótico (h-1).

As variáveis do modelo foram então adimensionalizadas e expressões 
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complementares, descrevendo os parâmetros cinéticos (bi) em função da temperatura 
(θ), foram incorporadas ao modelo com o objetivo de ampliar a faixa de validade 
para condições não isotérmicas. Na versão adimensionalizada do modelo, a hidrólise 
do antibiótico foi desconsiderada, sendo essa versão representada pelas seguintes 
equações:

onde: 

2.2 Determinação do Perfi l Ótimo de Temperatura em um Bioprocesso Batelada 

de Produção de Penicilina

Para este estudo de caso, o processo de produção de penicilina foi representado 
pelo modelo matemático proposto por Constantinides e Mostoufi  (1999) em sua versão 
adimensionalizada, com parâmetros cinéticos (bi) dados em função da temperatura 
(θ), conforme as Equações (3) a (6).

As equações de balanço de massa de células e produto do modelo 
adimensionalizado podem ser escritas na seguinte forma matricial:

Na Equação (7):

O Hamiltoniano (H) para esse sistema é dado por (CONSTANTINIDES; 
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MOSTOUFI,1999):

onde:

Assim:

As taxas de variação temporal das variáveis adjuntas  são dadas por:

A partir da Equação (12), as seguintes equações podem ser obtidas:

A condição necessária para a otimização do bioprocesso é dada por:

A partir das expressões dos bi em função da temperatura, obtém-se:
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Substituindo os resultados anteriores na expressão de , obtém-se a 
expressão do perfi l ótimo de temperatura θ :

Quando o objetivo é maximizar a concentração de antibiótico ao fi nal do 
bioprocesso é necessário que  (1) = 0 e  (1)= 1.0. Sendo , a segunda 
condição impõe que  seja constante e igual a 1,0 em todo o domínio do tempo, isto 
é,  = 1.0 para .

Assim, o algoritmo para a resolução do problema consistiu dos seguintes passos:
1) Atribuição de um valor inicial para (0);
2) Integração do sistema de EDOs desde = 0 até = 1 e verifi cação se 

(1)=0. Caso não, atribuição de novo valor a (0) até a condição fi nal ser satisfeita.
Para tornar o algoritmo computacional autônomo para a determinação de 

(0), acoplou-se o método de Newton-Raphson (Constantinides e Mostoufi , 1999) ao 
método de integração, resolvendo-se a seguinte equação algébrica não linear:

Para o cálculo das derivadas necessárias no método de Newton-Raphson, 
utilizou-se a fórmula de diferenças fi nitas à frente. Para a integração numérica das 
EDOs, utilizou-se o método de Runge-Kutta-Gill de 4a ordem de passo variável 
(RAMIREZ, 1989; BEQUETTE, 1998; CONSTANTINIDES; MOSTOUFI, 1999).

3 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

O algoritmo proposto foi implementado em linguagem de programação 
FORTRAN e os perfi s das variáveis de estado (y1, y2 e θ ) e da variável adjunta l1
estão apresentados nas Figuras 1 a 4, respectivamente. Tais perfi s estão em estrita 
concordância com aqueles obtidos por  Constantinides e Mostoufi  (1999) ao utilizarem 
o método da colocação ortogonal para resolução do problema de valor no contorno 
aqui analisado. 
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Figura 1 - Perfi l de concentração adimensional de células durante uma fermentação penicilínica 
não isotérmica

Figura 2: Perfi l de concentração adimensional de produto durante uma fermentação penicilínica 
não isotérmica
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Figura 3 - Perfi l de temperatura ótimo  durante uma fermentação penicilínica não isotérmica

Figura 4 - Perfi l da variável adjunta l1 durante uma fermentação penicilínica não isotérmica
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Analisando-se a Figura 1, observa-se um comportamento anômalo da curva de 
crescimento microbiano que é o declínio da concentração de células no período fi nal 
do bioprocesso, assemelhando-se a um processo de morte celular, não considerado 
no modelo matemático. A explicação para esse comportamento é que o valor de b2

representa a máxima concentração celular que pode ser atingida em um tempo infi nito, 
à temperatura constante. Quando se controla o valor de b2 com a equação b2=b2(θ), sob 
temperatura variável, poderá existir um ponto no domínio temporal no qual b2 possa se 
tornar menor que a concentração celular (y1) nesse instante, resultando em dy1/dt < 0 
e consequente declínio da concentração celular (y1). Este comportamento matemático 
não é incoerente com eventos reais que podem ocorrer durante o bioprocesso tais 
como morte ou autólise celular, os quais provocam decréscimo na concentração de 
células. Analisando-se o arquivo de dados que gerou a Figura 1, verifi ca-se que tal 
declínio inicia-se no instante =0.7.

Se o declínio na concentração celular não for permitido durante a solução do 
problema, então a restrição deve ser incluída na formulação do modelo 
matemático visando torná-lo coerente com a curva logística postulada para o 
crescimento fúngico. 

Quando a restrição é alcançada em um dado ponto da curva de crescimento, a 
concentração celular atinge seu valor máximo, devendo a partir deste ponto manter-se 
constante neste valor e não assumir valores inferiores a este sob pena de ocorrer um 
declínio na concentração celular em instantes posteriores do bioprocesso, tal como 
observado na Figura 1. Durante esta fase estacionária, a equação de estado referente 
à concentração celular (y1) torna-se:

Em decorrência da Equação (19), tem-se que f1=0. Assim, o Hamiltoniano do 
sistema (H) e a equação de estado para a variável adjunta  reduzem-se às Equações 
(20) e (21), respectivamente.

A condição necessária para a otimização do bioprocesso fi ca então dada por:
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Substituindo-se na Equação (22) a expressão de , obtém-se:

Decorre da Equação (23) que o perfi l ótimo de temperatura durante a fase 
estacionária de crescimento será dado por:

Do ponto de vista computacional, haverá então dois conjuntos de equações, um 
válido para o período em que o modelo não está restrito e o outro válido para o período 
em que ele está, iniciando-se esse segundo período quando a restrição é atingida. 
Nas Figuras 5 a 8 estão apresentados os perfi s temporais referentes à resolução do 
problema de valor no contorno incorporando a restrição sobre a concentração celular.

Figura 5 - Perfi l de concentração adimensional de células durante uma fermentação penicilínica 
não isotérmica – modelo incorporando restrição sobre a concentração celular
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Figura 6 - Perfi l de concentração adimensional de produto durante uma fermentação penicilínica 
não isotérmica – modelo incorporando restrição sobre a concentração celular

Figura 7 - Perfi l de temperatura durante uma fermentação penicilínica não isotérmica – modelo 
incorporando restrição sobre a concentração celular
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Figura 8 - Perfi l da variável adjunta λ1 durante uma fermentação penicilínica não isotérmica – 
modelo incorporando restrição sobre a concentração celular

 Analisando-se a Figura 5, observa-se que a incorporação da restrição ao conjunto 
de equações resolveu o problema anteriormente detectado de declínio da concentração 
celular Figura 1, gerando uma nova curva de crescimento que é coerente com aquela 
preconizada pelo modelo matemático. 

Com relação ao perfi l de concentração de produto (Figura 6), este apresentou 
comportamento similar ao obtido anteriormente (Figura 2) com a diferença de que a 
partir do instante no qual a restrição é alcançada, em torno de  = 0.7, a concentração 
de produto aumenta linearmente com o tempo até o fi nal do bioprocesso em  = 1.0.

Quanto ao perfi l ótimo de temperatura (Figura 7), observa-se a ocorrência 
de dois períodos distintos. Um primeiro período no qual a temperatura se mantém 
relativamente alta para favorecer o crescimento celular em detrimento da produção 
de antibiótico, estendendo-se este período até a restrição de crescimento nulo ser 
alcançada em  = 0.7, quando então a temperatura ótima sofre um degrau negativo, 
decrescendo abruptamente a 20 oC e dando início ao segundo período no qual a 
temperatura é mantida constante neste valor relativamente baixo de 20 oC até o fi nal 
do processo para favorecer a biossíntese do antibiótico. 

Analisando-se a Figura 8, verifi ca-se que ao fi nal do bioprocesso ( =1.0), a 
condição de contorno imposta à variável adjunta  é cumprida, isto é, (1)=0.
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4 |  CONCLUSÃO

Neste estudo, demonstrou-se a utilidade do Princípio do Máximo de Pontryagin 
para a otimização de bioprocessos complexos de produção de antibióticos tais como 
aqueles conduzidos em modo batelada sob condições não isotérmicas. 

A partir da aplicação deste princípio foi possível determinar, utilizando-se 
métodos numéricos simples tais como os de Runge-Kutta-Gill e de Newton-Raphson, 
o perfil ótimo de temperatura em cultivos em batelada que maximiza a concentração 
de antibiótico ao final do processo.

O Princípio do Máximo de Pontryagin mostrou ser uma poderosa e adequada 
ferramenta para a otimização e o controle de bioprocessos visando à máxima 
produtividade de bioprodutos. Entretanto, para a aplicação deste princípio é necessário 
dispor de um modelo matemático, preferencialmente fenomenológico e representativo 
do bioprocesso, que permita avaliar a factibilidade da solução encontrada para o 
problema. No presente trabalho, um modelo fenomenológico clássico de um bioprocesso 
de produção de penicilina foi utilizado, juntamente com o Princípio do Máximo de 
Pontryagin, para determinar o perfil ótimo de temperatura a ser executado durante a 
produção em batelada desse antibiótico e a solução encontrada é considerada factível, 
podendo ser implementada na prática industrial sem grandes dificuldades.
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