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APRESENTAÇÃO

Esta obra intitulada “Prospecção de problemas e soluções nas ciências 
matemáticas” contém um aporte teórico vasto no que refere-se ao ensino, 
aprendizagem e solução de problemas nas ciências matemáticas. 

Em tempos atuais esta ciência tem ocupado um papel de grande importância 
na sociedade, já que representa uma grande ferramenta em mundo repleto de 
informações expostas pelas mídias, capaz de auxiliar todo cidadão a analisar e 
inferir sobre tais informações.

Vários temas aqui são abordados, interdisciplinaridade, pensamento 
matemático, modelagem matemática, formação de professores, dentre outros 
que permeiam as discussões acerca das ciências matemáticas. Alguns conteúdos 
específicos também aparecem nesta obra de uma maneira muito significativa, 
trazendo relatos e estudos relacionados ao ensino e aprendizagem de tais 
conteúdos em diversas etapas de estudo.

Cabe ressaltar ainda, o viés interdisciplinar deste e-book, apontando a 
direção para pesquisas que buscam a contextualização da matemática e a sua 
aproximação com outras áreas de ensino, bem como a modelagem de problemas 
reais, prospectando problemas e soluções nas ciências exatas, por meio da 
pesquisa e da tecnologia.

Ao leitor, desejo um bom estudo e que ao longo dos capítulos possa perceber 
a importância da matemática na solução de problemas que envolvem a sociedade. 
E que também possa fomentar ainda mais o desejo pelo desenvolvimento de 
pesquisas científicas que movem o conhecimento nas ciências matemáticas, assim 
como fazem os autores que compões esta grandiosa obra.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gonçalves
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RESUMO: Essa pesquisa tem como objetivo 
evidenciar indícios do Pensamento Matemático 
Avançado (PMA) em questões da matemática 
elementar. Foram propostas quatro questões 
sobre funções a doze alunos do Ensino Médio 
que estão se preparando para o processo seletivo 
de ingresso em um curso de graduação na área 
de exatas. Utilizando a teoria apresentada por 
Tommy Dreyfus, é possível verificar que alguns 
alunos conseguiram realizar todos os processos 
do PMA. Outros tiveram certas dificuldades. 
O principal obstáculo encontrado por alguns 
alunos foi no processo de sintetização. 
PALAVRAS-CHAVE: Pensamento Matemático 
Avançado; Funções; Abstração; Representação.

ADVANCED MATHEMATICAL THINKING 

FROM ISSUES ON ELEMENTARY SCHOOL 

FUNCTIONS

ABSTRACT: This research aims to show 
evidence of Advanced Mathematical Thinking 
(AMT) in matters of elementary mathematics. 
Four job questions were proposed to twelve 
high school students who are preparing for the 
selection process for entering an undergraduate 
degree in the exact field. Using the theory 
presented by Tommy Dreyfus, it is possible to 
verify that some students were able to perform 
all the processes of AMT. Others had certain 
difficulties. The main obstacle encountered by 
some students was in the synthesis process.
KEYWORDS: Advanced Mathematical Thinking; 
Functions; Abstraction; Representation.

1 |  INTRODUÇÃO 

A pesquisa sobre o pensamento 
matemático avançado se consolidou na 
década de 80, durante o encontro anual 
do International Group for Psychology 
of Mathematics Education, a partir da 
constituição do grupo Advanced Mathematical 
Thinking Group. A proposta desse grupo seria 
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o aprofundamento das questões relativas ao ensino e ao aprendizado da matemática 
por alunos adultos (PINTO, 2002). 

Alguns pesquisadores se destacaram no busca de explicações relacionadas 
ao pensamento matemático avançado, dentre eles estão Dreyfus (2002), Tall (2002), 
Grey et al. (1999) e Resnick (1987).  

As pesquisas decorrentes mostram que o Pensamento Matemático Avançado 
traz ingredientes adquiridos na educação básica e que todo o processo para que o 
aluno consiga alcançar o estágio avançado do pensamento matemático pode ser 
estimulado antes mesmo dele ingressar no ensino superior. 

Para Dreyfus (2002), não há uma nítida distinção entre muitos dos processos dos 
pensamentos matemáticos elementar e avançado, embora a matemática avançada 
seja mais focada na abstração da definição e dedução. O pesquisador acredita 
que é possível pensar sobre tópicos da matemática elementar de modo avançado, 
assim como também é possível pensar sobre tópicos da matemática avançada de 
modo elementar, pois a diferença entre eles está apenas na complexidade e no 
tratamento de cada tópico. 

Professores da educação básica podem buscar desenvolver uma maior 
capacidade de abstração do aluno, mesmo utilizando objetos considerados da 
matemática elementar, de maneira a minimizar o impacto sofrido no momento do 
ingresso nos cursos de graduação. 

Nasser (2013) afirma que a abstração em matemática é uma habilidade que 
nem sempre é dominada pelos alunos ingressantes no Ensino Superior, e seu 
desenvolvimento deve ser estimulado pelos professores das disciplinas básicas.  

Esse processo de estímulo trará ao aluno um novo conhecimento, que poderá 
se somar ou entrar em conflito com aquele conhecimento que o aluno já possuía. 
Moreira e David (2016) destacam que é um processo de contradição dialética que 
se estabelece entre o conhecimento “novo” e “antigo”. Os autores acrescentam 
que o conhecimento anterior do aluno pode servir de obstáculo para o avanço 
no aprendizado, por outro lado, é indiscutível que os processos de abstração e 
generalização se desenvolvem essencialmente com esses conhecimentos.

Nesse sentido, a presente pesquisa foi realizada com alunos do Ensino Médio, 
que estão se preparando para realizar seleção de ingresso em cursos de graduação 
na área de exatas, cujo objetivo é analisar o pensamento matemático avançado 
desses alunos sob as orientações teóricas de Tommy Dreyfus, a partir de tópicos 
da matemática elementar.
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2 |  PENSAMENTO MATEMÁTICO AVANÇADO

O pensamento matemático avançado, para Dreufys (2002), está relacionado à 
interação entre diversos processos mentais, tais como representação, transformação, 
visualização, generalização, entre outros. Dois processos ganham destaque: a 
representação e a abstração. 

Dreyfus (2002) explica que os processos envolvidos na representação 
se subdividem em três outros processos: a representação, a mudança entre 
representações e a modelação. 

1) A representação, por sua vez, divide-se em representação simbólica e 
representação mental.

1.a) A representação simbólica é responsável por explicitar, através de símbolos, 
o conhecimento implícito do aluno. 

1.b) A representação mental corresponde a um esquema interno que o aluno 
utiliza com o intuito de interagir com o mundo exterior. 

2) A mudança entre representações sugere a capacidade do aluno de transitar 
entre as diversas representações do objeto em estudo, conforme a conveniência 
para a solução do problema. Sendo assim, destaca-se a relevância de conhecer 
as diversas representações de um objeto, a fim de flexibilizar o uso do objeto na 
solução de um dado problema. 

3) A modelação corresponde a encontrar uma representação matemática para 
um objeto que não é matemático. 

Já os processos envolvidos na abstração são divididos em dois pré-requisitos, 
somados à representação, segundo Dreyfus (2002): a generalização e a sintetização.

1) Generalizar é tomar um caso particular, verificar semelhanças com outros 
casos e expandir validades. 

2) Sintetizar é combinar objetos matemáticos distintos com o intuito de solucionar 
um problema. 

Nessa perspectiva, dentre os processos relacionados ao pensamento 
matemático avançado, o mais importante é a abstração. Dreyfus (2002) afirma 
que, ao conseguir desenvolver a habilidade de fazer conscientemente abstrações a 
partir de situações matemáticas, o aluno alcança o nível avançado do pensamento 
matemático. Dessa forma, os professores da educação básica devem estar 
engajados em contribuir com o desenvolvimento dessa capacidade de abstração 
do aluno, sendo o objetivo principal daqueles que visam à educação matemática 
avançada.
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3 |  ASPECTOS METODOLÓGICOS

A presente pesquisa, de cunho qualitativo, foi feita com doze alunos do Ensino 
Médio que estão se preparando para realizar seleção para ingressarem em cursos 
de graduação na área de exatas. Essa investigação visa fazer uma análise, a partir 
de temas da matemática elementar, sobre o estágio de abstração desses alunos 
e, consequentemente, o quão avançado está o nível do pensamento matemático 
desses alunos, segundo o olhar de Tommy Dreyfus (2002).

A intervenção consiste em quatro questões discursivas entregues 
simultaneamente aos alunos, sem quaisquer restrições quanto a consultas, 
discussões entre discentes ou métodos de resolução. O tempo estimado para 
realização das atividades foi de uma hora e quarenta minutos, sendo uma média de 
vinte e cinco minutos por questão. As quatro questões abordam o tema de Funções, 
nas suas diferentes representações. As três primeiras questões envolvem temas 
contextualizados de Função Afim, enquanto a última questão envolve temas gerais 
de Função.

A primeira questão divulga dados no seu enunciado e, ao mesmo tempo, por 
meio do gráfico. Cabe ao aluno interpretar o enunciado e o gráfico para traçar sua 
estratégia para a solução do problema.

Abaixo, está apresentada a primeira questão da atividade:

Figura 1 – Primeira questão da atividade de intervenção (Fonte: autor) 

Já a segunda questão traz poucos dados no seu enunciado. Os principais 
dados estão expostos no gráfico. Dessa forma, o aluno deve conseguir extrair os 
dados do gráfico para solucionar o problema. Cabe ressaltar que a interpretação do 
enunciado é sempre de grande importância no Pensamento Matemático. 

O enunciado da segunda questão está apresentado a seguir:



 
Prospecção de Problemas e Soluções nas Ciências Matemáticas Capítulo 2 17

Figura 2 – Segunda questão da atividade de intervenção (Fonte: autor)

A terceira questão traz uma proposta diferente da anterior. Aqui, o aluno não 
tem o artifício do gráfico para extrair os dados. Ele conta apenas com a interpretação 
do enunciado para traçar sua estratégia de solução do problema.

Abaixo, segue o enunciado da terceira questão:

Figura 3 – Terceira questão da atividade de intervenção (Fonte: autor)

Já a quarta questão é estritamente algébrica. Não há contextualização. O 
aluno deverá se valer de todos os objetos que compõem uma função para poder 
solucionar a questão.

O enunciado da quarta questão segue abaixo:

Figura 4 – Quarta questão da atividade de intervenção (Fonte: autor)

 A análise de dados será feita à luz do olhar de Tommy Dreyfus (2002) sobre 
o Pensamento Matemático Avançado (PMA), conforme o fluxograma a seguir, 
elaborado de forma resumida para facilitar a compreensão.
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4 |  DESCRIÇÃO E ANÁLISE DOS DADOS

A partir dos dados coletados, foi observado que todos os alunos acertaram a 
primeira questão. De acordo com os processos do PMA envolvidos na representação, 
é possível fazer a seguinte análise:

I – Representação: Todos os alunos utilizaram a simbologia matemática de 
forma a contribuir para a solução do exercício;

II – Mudanças de Representações: Todos os alunos conseguiram transitar entre 
as representações algébrica e gráfica, tendo também interpretado corretamente 
o enunciado que estava em linguagem natural.

III – Modelação: Apenas cinco alunos descreveram as posições dos carros 
como função polinomial do 1º grau, tendo como incógnita o tempo t.

Fazendo uma análise conforme os processos do PMA envolvidos na abstração, 
é possível destacar:

I – Generalização: De acordo com os dados apresentados sobre o deslocamento 
de ambos os carros em pontos específicos, todos os alunos foram capazes de 
identificar que se tratava de objetos em Movimento Uniforme. Porém, apenas 
cinco conseguiram associar o Movimento Uniforme à Função Afim.

II – Sintetização: Todos os alunos foram capazes de utilizar diferentes conceitos 
para a resolução do problema. Sete alunos utilizaram as fórmulas de física 
como ferramenta para solucionar a questão, três utilizaram o conceito de taxa 
de variação média, análise de gráfico e as informações do enunciado para 
construção das funções e dois utilizaram os pontos do gráfico e as informações 
do enunciado para construção das funções. 

Abaixo, segue um exemplo da solução de um aluno:
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Figura 5 – Solução da questão 1

 Na solução apresentada na Figura 5, o aluno transita entre as representações 
algébrica e gráfi ca, utiliza o conceito de taxa de variação média para determinar 
a velocidade média do carro 1, fazendo a prova real por meio da representação 
algébrica da função afi m. O aluno demonstra algebricamente que depois de 6 horas 
o carro 1 percorre os 600km e utiliza o conceito de taxa de variação média para 
encontrar a velocidade do carro 2. 

 A segunda questão apresentou um número de erros signifi cativo. Foram cinco 
soluções erradas e sete corretas. A maioria dos erros foi devido a não visualização 
da inequação como ferramenta para resolver a questão.  Vamos fazer uma analise 
sobre os processos do Pensamento Matemático Avançado na representação 
observados questão:

I – Representação: De uma maneira geral, os alunos conseguiram interpretar as 
representações gráfi cas como funções afi ns, utilizando esta simbologia como 
forma de iniciar a solução. 

II – Mudanças na representação: Os alunos conseguiram transitar entre as 
representações gráfi ca e algébrica para possibilitar o desenvolvimento da 
questão. 

III – Modelação: Os alunos conseguiram escrever algebricamente as funções 
Gasto e Receita. Diferente da questão anterior, nenhum aluno utilizou o 
conceito de taxa de variação média para determinar os coefi cientes angulares 
das funções. A determinação das funções foi feita a partir das coordenadas dos 
pontos dados nos gráfi cos.

Vejamos agora a análise dos processos do Pensamento Matemático Avançado 
na abstração observados na segunda questão:

I – Generalização: Os alunos conseguiram, a partir das características dadas, 
generalizar as características da função afi m para as funções Gasto e Receita.
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II – Sintetização: Todos os alunos utilizaram as propriedades das funções afi ns 
nesta questão. Porém, apenas sete alunos conseguiram utilizar corretamente 
o conceito de inequação como ferramenta para solucionar a questão e cinco 
usaram de maneira incorreta essa ferramenta, não conseguindo assim chegar 
à resposta devida. 

Abaixo, há duas soluções que serão apresentadas, sendo uma correta e outra 
incorreta. 

Figura 6 – 1ª Solução da questão 2

Na fi gura 6, o aluno utiliza as coordenadas dos pontos apresentados no 
gráfi co para construir algebricamente as funções Gasto e Receita. Ao interpretar 
corretamente que o lucro é a diferença entre a Receita e o Gasto, o aluno lança mão 
da inequação para chegar ao resultado pedido.

Na solução apresentada na Figura 7 é possível observar que o aluno consegue 
fazer a mudança de representação das funções Gasto e Receita: da gráfi ca para 
a algébrica. O aluno identifi ca a necessidade de utilização da inequação como 
ferramenta para a solução da questão, mas não a emprega de maneira correta, 
obtendo então uma resposta incorreta.
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Figura 7 – 2ª Solução da questão 2

A terceira questão apresentou dez acertos e dois erros. Três alunos não 
resolveram a questão utilizando o conceito de função afi m. Esses alunos calcularam 
o quantitativo pago em cada plano mês a mês e fi zeram a comparação. Vamos 
analisar o desenvolvimento dos processos do Pensamento Matemático Avançado 
na representação observados nessa questão. 

I – Representação: Todos os alunos utilizaram a simbologia matemática para 
solucionar a questão.

II – Mudança na representação: Nove alunos converteram os dados da 
linguagem natural para a representação algébrica. Três alunos transitaram 
entre a representação de linguagem natural e a representação aritmética. 

III – Modelação: Apenas nove alunos conseguiram escrever os valores pagos 
em cada plano como função do mês.

Em relação aos processos do Pensamento Matemático Avançado na abstração, 
é possível fazer a seguinte análise:

I – Generalização: A partir dos dados divulgados no enunciado, nove alunos 
conseguiram generalizar as propriedades da função afi m para os planos de 
ambas as empresas. Observou-se que três alunos podem ter apresentado 
difi culdade de generalização do valor pago em cada plano por terem optado 
por uma solução aritmética em detrimento da algébrica. Cabe ressaltar que 
esses alunos não apresentaram difi culdades conceituais sobre Função Afi m 
nas questões anteriores.

II – Sintetização: Nove alunos utilizaram os conceitos de função afi m e de 
inequação para resolver a questão, enquanto três alunos utilizaram operações 
básicas de aritmética como ferramenta para solução. Dentre aqueles que 
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utilizaram os conceitos de inequação, dois não atingiram a resposta correta por 
inconsistência no intervalo ao qual pertence a incógnita x.

Abaixo, segue um exemplo de solução da terceira questão:

Figura 8 – Solução da questão 3

Note que o aluno representa corretamente como funções afi ns os valores pagos 
em cada plano por mês e utiliza a inequação como ferramenta para resolução do 
exercício. Porém, x > 5, logo a resposta seria “a partir do 6º mês”. 

Na quarta questão, cinco alunos conseguiram desenvolver a solução 
corretamente. Sete não chegaram à resposta correta, sendo que um deixou em 
branco, cinco tiveram problemas para encontrar os domínios de alguma das funções 
e um aluno fez atribuindo valor à incógnita e concluindo a igualdade.  

A seguir, será feita a análise dos processos do Pensamento Matemático 
Avançado na representação:

I – Representação: Com exceção do aluno que deixou a questão em branco 
e do aluno que atribui valor à incógnita, os demais conseguiram expressar 
algebricamente as condições dos domínios das funções f(x) e g(x). 

II – Mudanças de representação: Os cinco alunos que acertaram a questão 
transitaram entre a representação algébrica das inequações e as representações 
na reta real. Dentre os alunos que erraram a questão, apenas dois utilizaram 
desse artifício.

III – Modelação: Entendemos que esse processo não se aplica a essa questão, 
tendo em vista que ela é puramente algébrica.

Agora, vamos fazer uma análise dos processos do Pensamento Matemático 
Avançado na abstração que foram observados nessa questão:

I – Generalização: Os cinco alunos que acertaram integralmente essa questão 
e os cinco que tiveram problemas para encontrar os domínios das funções 
conseguiram generalizar a condição de igualdade para todas as funções, isto é, 
a lei de formação, o domínio, o contradomínio e o conjunto imagem devem ser 
todos iguais. O aluno que atribuiu valor generalizou de maneira incorreta, sem 
o formalismo matemático.
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II – Sintetização: Os cinco alunos que acertaram a questão utilizaram os 
conceitos de inequação e conjuntos para resolver a questão.  Os cinco alunos 
que tiveram problemas para a construção dos domínios das funções tiveram 
problemas exatamente na operação entre conjuntos, obtendo assim o domínio 
incorreto.

A seguir, seguem  duas soluções da quarta questão:

Figura 9 – 1ª Solução da questão 4

Na Figura 9, é possível observar que o aluno utiliza a inequação para o cálculo 
de ambos os domínios, sendo que no caso da função f(x) o aluno faz a conversão 
para a representação geométrica com intuito de melhor analisar a questão. No caso 
da função g(x), o aluno entende que é necessário fazer a interseção dos conjuntos 
obtidos para determinar seu domínio. Como a interseção é vazia, não há número 
real que satisfaça o valor de x.  

Figura 10 – 2ª Solução da questão 4
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 Já na segunda solução apresentada, o aluno comete um erro ao fazer a 
análise dos conjuntos obtidos para determinar o domínio de g(x). Ao invés de 
fazer a operação de interseção entre os conjuntos, o aluno faz a união entre eles, 
determinando dessa forma o domínio errado para a função g(x). 

5 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS

O objetivo desta pesquisa foi evidenciar que há indícios do Pensamento 
Matemático Avançado, mesmo se tratando da Matemática Elementar, sem salientar 
o caráter comparativo entre os alunos. Foram propostas quatro questões de temas 
elementares de funções para doze alunos do Ensino Médio que estão se preparando 
para o processo seletivo de ingresso em curso de graduação na área de exatas.

Todos os alunos acertaram a primeira atividade, mas sete não fizeram a 
generalização do movimento uniforme como uma função afim. Esses alunos 
utilizaram fórmulas prontas da física nas suas soluções. Sendo assim, não foi 
possível identificar de generalização ou se, o fato deles utilizarem os conhecimentos 
aprendidos na disciplina de física, foi uma questão de estratégia.

A segunda questão apresentou cinco soluções incorretas devido às 
inconsistências nas inequações utilizadas como ferramenta para solucionar o 
problema. Isso demonstra a deficiência na capacidade de sintetização do aluno.

A terceira questão apresentou apenas duas soluções erradas em virtude de 
inconsistências nas inequações e, assim como na questão anterior, evidencia uma 
deficiência na capacidade de sintetização do aluno. Houve também o fato de que 
três alunos optaram pela solução aritmética em detrimento da algébrica. Não foi 
possível identificar se isso se deve a dificuldades de generalização ou se foi uma 
estratégia de solução.  

A quarta questão apresentou seis soluções incorretas e uma em branco. 
Dentre as seis incorretas, em uma o aluno tentou generalizar por substituição de 
valores, mas a falta do formalismo ocasionou uma inconsistência matemática. As 
cinco soluções restantes trouxeram problemas na operação entre conjuntos, o que 
evidencia deficiência na capacidade de sintetização do aluno.

Sendo assim, foi possível evidenciar que em todas as questões houve 
alunos que conseguiram realizar os processos do PMA. A abstração foi o principal 
problema comprovadamente apresentado por alguns alunos, sendo mais evidente 
no processo de sintetização. A necessidade de utilização de diversos objetos 
matemáticos na mesma questão pode se tornar um grande obstáculo para os alunos 
do Ensino Médio. Em alguns casos, não foi possível identificar se houve deficiência 
na capacidade de generalização dos alunos. Foi possível notar que aqueles alunos 
que tiveram problemas de abstração, tiveram também problemas na modelação.
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