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APRESENTAGAO

Esta obra intitulada “Prospeccdo de problemas e solugdes nas ciéncias
matematicas” contém um aporte tedrico vasto no que refere-se ao ensino,
aprendizagem e solugcao de problemas nas ciéncias matematicas.

Em tempos atuais esta ciéncia tem ocupado um papel de grande importancia
na sociedade, ja que representa uma grande ferramenta em mundo repleto de
informacdes expostas pelas midias, capaz de auxiliar todo cidadéo a analisar e
inferir sobre tais informacoes.

Varios temas aqui sdo abordados, interdisciplinaridade, pensamento
matematico, modelagem matematica, formacdo de professores, dentre outros
que permeiam as discussdes acerca das ciéncias matematicas. Alguns conteudos
especificos também aparecem nesta obra de uma maneira muito significativa,
trazendo relatos e estudos relacionados ao ensino e aprendizagem de tais
conteudos em diversas etapas de estudo.

Cabe ressaltar ainda, o viés interdisciplinar deste e-book, apontando a
direcdo para pesquisas que buscam a contextualizacdo da matematica e a sua
aproximacao com outras areas de ensino, bem como a modelagem de problemas
reais, prospectando problemas e solu¢gbes nas ciéncias exatas, por meio da
pesquisa e da tecnologia.

Ao leitor, desejo um bom estudo e que ao longo dos capitulos possa perceber
a importancia da matematica na solugao de problemas que envolvem a sociedade.
E que também possa fomentar ainda mais o desejo pelo desenvolvimento de
pesquisas cientificas que movem o conhecimento nas ciéncias matematicas, assim
como fazem os autores que compdes esta grandiosa obra.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 9

MODELO MATEMATICO DE UM PROCESSO DE
SOLIDIFICACAO DE PLASTICO EM MOLDE

Data de aceite: 23/03/2020
Data de submissdo: 07/01/2020

Santiago del Rio Oliveira

Universidade Estadual Julio de Mesquita Filho;
Faculdade de Engenharia de Bauru, Bauru — Sao
Paulo

http://lattes.cnpq.br/6469406277752689

André Luiz Salvat Moscato
Instituto Federal do Parana, Jacarezinho — Parana

http://lattes.cnpq.br/1744149363927228

RESUMO: Processos de solidificacdo sao de
grande importancia na industria, em especial no
segmento metalurgico. Modelos matematicos
podem ser construidos e testados com o intuito
de se obterem informacdes mais detalhadas de
um processo de solidificacéo, como porexemplo,
tempo de solidificagdo, posicédo da frente de
solidificacéo e a distribuicdo de temperaturas no
meio. Essas informacdes podem ser utilizadas,
por exemplo, para aperfeicoar um processo
de solidificacdo. O objetivo desse trabalho é
modelar matematicamente um processo de
solidificacédo de plastico em molde utilizando
um modelo transiente e unidimensional de
transferéncia de calor por conducédo térmica.
Efeitos de conveccdo térmica sao ignorados.

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas

Sao obtidos resultados analiticos para a
distribuicdo de temperaturas nas fases liquida
e sélida e também uma equacéo algébrica nao
linear para a determinacéo da posicao da frente
de solidificacdo. Foi realizado um estudo de
caso numeérico para verificar o comportamento
das equacgoes resultantes.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica Aplicada a

Engenharia. Solidificagcdo. Conducéo Térmica.

MATHEMATICAL MODEL OF A MOLD
PLASTIC SOLIDIFICATION PROCESS

ABSTRACT: Solidification processes are of
greatimportance in the industry, especially in the
metallurgical segment. Mathematical models
can be constructed and tested in order to obtain
more detailed information from a solidification
process, such as solidification time, solidification
front position and distribution of temperatures in
the middle. This information can be used, for
example, to improve a solidification process.
The objective of this work is to mathematically
model a process of plastic solidification in mold
using a transient and one-dimensional model of
heat transfer by thermal conduction. Thermal
convection effects are ignored. Analytical results
are obtained for the distribution of temperatures
in the liquid and solid phases and also a

Capitulo 9
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nonlinear algebraic equation for determining the position of the solidification front. A
numerical case study was conducted to verify the behavior of the resulting equations.
KEYWORDS: Mathematics Applied to Engineering. Solidification. Thermal Conduction.

11 LISTA DE VARIAVEIS

Grandezas
A Area [m?]
Calor especifico/latente [kJ/(kg.K)]

Entalpia especifica [kJ/kg]
Condutividade térmica [W/(m.K)]

O > T O

Taxa de transferéncia de calor [kW]

Tempo [s]
Temperatura [K]

Velocidade [m/s]

x C =

Distancia [m]

Simbolos gregos

a Difusividade térmica [m?/s]

e Excesso de temperaturas [adimensional]
h Variavel de similaridade [adimensional]
A Massa especifica [kg/m?]

Subscritos

C Referente ao molde

conducdo Referente a conducao
convecgdo Referente a conveccéo
entra Referente a entrada

F Referente ao ponto de fuséo

-~

Referente ao plastico fundido no material

L Referente ao liquido

p Referente a presséo

S Referente ao soélido

SL Referente a solidificacao
sai Referente a saida

21 INTRODUCAO
Solidificacdo ocorre em diversas aplicagdes ambientais, de engenharia,
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médicas, dentre outras. No nosso ambiente, solidificacdo ocorre em lagos,
estuarios e no mar durante o inverno em locais com climas frios. O gelo formado
subsequentemente derrete na primavera ou no verdo. Com relacédo a aplicacdes
de engenharia, solidificacéo ocorre em dispositivos de armazenamento de energia,
trocadores de calor, processos de soldagem, processos de fundi¢ao e revestimento,
remoc¢ao de material utilizando feixes de laser com alta poténcia, dentre outros.
Aplicagdes médicas envolvendo solidificacéo sdo exemplificadas pelo congelamento
de tecidos em crio cirurgias e a preservacédo de érgaos humanos e de animais em
laboratério.

Na literatura existem inumeros trabalhos envolvendo solidificacdo, desde
aqueles que envolvem modelos mateméaticos até aqueles que envolvem
procedimentos experimentais. Merecem destaque os trabalhos de Alexiades e
Solomon (1993), Gupta (2003) e de Mohs e Kulacki (2015). No primeiro e segundo
trabalhos séo apresentadas diversas solugcbes analiticas e exemplos de calculo
enquanto no terceiro trabalho sdo apresentados diversos aparatos experimentais
envolvendo solidificagdo. Atualmente, solidificagdo € um dos topicos contemporaneos
em transferéncia de calor e massa, envolvendo um grande niumero de pesquisas,
com énfase em trabalhos numéricos e validacdo com solucdes analiticas classicas
e procedimentos experimentais.

Nesse trabalho sera analisada conducgao de calor unidimensional na presenca
de solidificacdo, com efeitos de conveccgao na fase liquida sendo ignorados. Sera
assumido que a transicdo de fase ocorre em uma unica temperatura e que as duas
fases sé@o separadas por uma interface delgada. Esse € o caso, por exemplo, de
solidificacao de substancias puras ou ligas eutéticas.

Serdo obtidos resultados analiticos para a distribuicdo de temperaturas
nas fases liquida e sélida e também uma equacdo algébrica néo linear para a
determinacao da posi¢ao da frente de solidificacdo. Sera realizado um estudo de

caso numérico para verificar o comportamento das equacgdes resultantes.

31 MODELO MATEMATICO

Inicialmente é dado enfoque a uma caracteristica que surge na anélise de
problemas de solidificacdo, a chamada frente de solidificacdo. A Figura. 1 mostra
essa frente separando a regidao soélida da regido liquida. As linhas horizontais
tracejadas na Figura 1 representam um volume de controle infinitamente fino em
torno dessa frente.

Prospecc¢ao de Problemas e Solugdes nas Ciéncias Matematicas Capitulo 9




! Interface

Velocidade, U, Liquido, 7, (x), 1,

Sélido, Ty (x), r
Volume de Xst
§ X
controle fixo T

Velocidade, U

Fronteira fria

Figura 1: Solidificacdo a partir de uma fronteira fria.

E assumido que a solidificacdo ocorre no liquido devido a presenca de uma
fronteira fria, conforme a Figura 1. Conforme a solidificacdo avanca, a interface
desloca-se para cima (na direcdo x positiva) em um meio estacionario. Em geral,
€ mais facil modelar a transferéncia de calor no processo de solidificagdo se, ao
invés disso, assumirmos que a interface e o volume de controle em seu entorno
sd@o estacionarios e assim o meio desloca-se para baixo (na direcdo x negativa)
através da interface. Dessa forma, liquido com massa especifica P e velocidade
UL entra pela face superior do volume de controle e sélido com massa especifica
Ps e velocidade Ug sai pela face inferior do volume de controle. A conservacéo da
massa na interface requer que:

pLULA = pSUSA (1)

onde A é a area de cada lado do volume de controle. Um balanco de energia
no volume de controle fornece:

Qentra,condugéo + Qentra,convecgéo - Osai ,conducao ~— Qsaj,convecgéo =0 (2)

onde Oentra,condugéo € a energia (calor) transferido para o interior do volume
de controle por conducéo, Oentra ,conveccdo € a energia transferida para o interior
do volume de controle por convecgéao (visto que 0 meio se move através do volume
de controle) e Qsa/ ,condugdo © Qsa, ,conveccdo a0 as quantias analogas saindo do
volume de controle. As taxas de energia por condugdo sédo escritas utilizando a
lei de Fourier da conduc¢éo, atentando para o fato que ambas estdo na direcdo x
negativa:
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: oT,
Qentra,condugéo = kLA(a—LJ (3)
X Jx=x

SL

: oT.
Osai,condugéo = kSA[a—S) (4)
X Jx=x
SL

Além disso, a taxa de energia convectada para dentro e para fora do volume
de controle podem ser escritas como:

Qentra,convecgé‘o =p U Ahg (5)

Osai,convecg;éo = psUsAhg (6)

onde h| e hg sdo as entalpias especificas das fases liquida e soélida nas
fronteiras do volume de controle. Substituindo as Equacgdes 3 a 6 na Equacéo 2 e

rearranjando obtém-se:

K A(ﬂ}
OX )y Xs1

aT,
- kSA[a—S] +p U  Ah, — pgUgAhg =0 (7)
X x=xg,

O calor latente de solidificac&o pode ser escrito como:

hg =h —hg (8)

Substituindo as Equacgdes 1 e 8 na Equacgéo 7 e rearranjando obtém-se:

oT, oT.
ki (—L) —Ks [—S) + pgUghg; =0 9)
OX )y Xs ox J,_ Xs

A velocidade da interface pode ser escrita como:

ax
Ug = % (10)

Substituindo a Equacéo 10 na Equacao 9 obtém-se:

oT, oT. ax
kL[aLJ —ks(asj +pshst T,?L =0 (11)
X X=Xg| X X=Xg|

A Equacéo 11 é um resultado direto de um balango de energia na frente de
solidificacdo e fornece uma condicdo de acoplamento necessaria para a solucéao
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da distribuicdo de temperaturas no meio. O problema que sera analisado pode ser
descrito da seguinte forma: imediatamente apds o vazamento de plastico fundido
com temperatura T; em um molde retangular conforme a Figura 2, a parede inferior
do molde é resfriada a uma temperatura T;, bem abaixo da temperatura de fuséo
do material plastico, Tg. Como resultado, acontece solidificagdo primeiro proximo
da parede inferior. Com o passar do tempo a frente de mudanca de fase desloca-
se para cima. Por simplicidade, pode-se assumir que tanto a solidificagcdo quanto
o fendbmeno da transferéncia de calor por condug¢édo sao unidirecionais (na direcéao
X positiva da Figura 2). Além disso, € assumido que o molde é alto o suficiente de
forma que mesmo para um longo periodo de tempo a parede superior do molde nao
afeta o processo de solidificagdo. Quer-se entédo obter a distribuicdo unidimensional
de temperaturas no molde em funcdo do tempo e a posicdo da interface sélido-

liquido.

Isolamento

Plastico liquido

t=0,T, =T

Isolamento Isolamento

/"’

Plastico sdlido

/

Tc

Figura 2 — Solidificagédo de plastico em molde.

Existem duas regides distintas no sistema da Figura 2: a regido sélida (S)
e a regido liquida (L). A equacao de conducéo de calor para essas duas regioes,
considerando conducéao transiente unidimensional com propriedades constantes é
escrita como:

Te °T.
1 91s _07Ts 0< x< Xxg (12)
as ot ox?
2
A0 _ N x<w
a, ot px2 St (13)
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Para completar o modelo matematico sdo necessarias duas condicdes iniciais
e quatro condi¢Oes de contorno, escritas como:

t=0: Tg=T; (14)

t=0: Tg=T,; (15)

x=0: Tg=T¢ (16)

x=xg : Tg=T =Tg (17)

X=Xg| : kL%—ks%ﬂ“PshSL%:O (18)
x—=w: T ->T (19)

Define-se inicialmente uma variavel chamada excesso de temperaturas ©(x,t)
=T (x,t) - T, de tal forma que as EquagOes 14 a 19 sdo reescritas como:

~2
196s _2"0s 0<Xx<xg (20)
ag ot ox?
196 _ ﬁ Xg < X< (21)
ap ot ox? St
t=0: 85 =0 (22)
t=0 6 =0 (23)
x=0: 6Og=To-T,=0g0 (24)
X=Xg : 65=6 =6 (25)
00 00, ax
X=Xg| kLa—xL—ksa—)\(S-'-pshSL%:O (26)
X—>wo: ¢ —0 (27)
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Para resolver o modelo matematico composto pelas Equacdes 20 a 27
pode-se utilizar a técnica da similaridade definindo uma variavel de similaridade na

seguinte forma:

n=——n (28)

2 Jast

Reescrevendo as derivadas das Equacdes 20, 21 e 26 em termos da variavel

de similaridade obtém-se:

aes_desa_n_desi{ X } 1 dég 29

ox dn ox dn ox 2 Jagt =2\/ast dn

6293_3(%]_0{ 1 des]aq 1 dzasg[ X ] 1 d°6g

BXZ _ax ox _d_n 2,’astd_r,‘ 6‘_X=2,/GSI dnz ox| 2 O'st =4ast dnz
(30)
s doson dos o x )| ndog a1
ot dn ot dn ot| 2fagt | 2t dn
06, do, on do, o[ «x 1 do,
ox dnox dnox|2Jagt | 2/agt dn

azet_i[aet) d[ 1 det]@_ 1 d29La{ X ] 1 d%,

o2 ox\ax ) dn|2fagt dn |ox  2Jagt dp? ox|2Jagt | 4dagt dn?
(33)
69L _ d@,-_ a_f] _ d@,_ g X __iﬁ (34)

ot~ dn ot dnot(2fagt | 2t dn

deL d GS
oL _ " (2 t)= - 35
p dt( NsLy/dst) f?s:.\f ; (35)

Substituindo as Equacgdes 29 a 35 nas Equacdes 20 a 27 e rearranjando obtém-
se 0 modelo matematico escrito em termos da variavel de similaridade, ou seja:
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%+2n%=0 0<n<ng. (36)
a, d%6, . d,

o af "Pay 0 << e

t=0: 6g=0 (38)

t=0: 6= (39)

n=0: 0Og=Tc-T;=06sc (40)

n=ng : 6g=6,=6¢ (41)

n=ng : kLc{‘—%—ks%+2asPshsm&=0 (42)

n—ow: 6 -0 (43)

Na formulagéo anterior 65 =Tg =T, © =T -T.e O =TE-T, Introduzindo P =
dBg/dn e Q = dO|_respectivamente nas Equacdes 36 e 37, separando as variaveis,
integrando em n e voltando nas variaveis ©g e ©|_ obtém-se:

d6g

—AeT (44)
dn

de,

_ ge—tas/an? (45)
an

onde A e B sdo constantes de integracdo. Integrando a Equacéao (44) em n de
n =0 an eintegrando a Equagéo (45) em n de n = ng= a n obtém-se:

05(n)-65(0) = Af!e™ dn (46)

B 2
0L(n) -6, (nsy) = B[ e/ dn (47)
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Utilizando as condi¢gdes de contorno nas Equacbes 46 e 47 obtém-se
expressoes para A e B:

A= 9F=9c (48)
I{;ISL e dn

—6f

Im e—(as a_r_)f?zdn
Nst

B =

Substituindo as Equacdes 48 e 49 nas Equagdes 46 e 47, utilizando ©g =Tg
-Tij, ©L =T -Tje ©f = TE - Tj e utilizando as definicdes matematicas das funcdes

erro e erro complementar obtém-se:

TF — TC erf(f]‘s‘u_)

T (m—T; _ erfe(Jag/an) (51)
Te—=T; erfc(\Jag/aing)

Deve ser notado que o valor de ng| ainda é desconhecido. Para determina-
lo, pode-se utilizar a Equacdo 42 avaliada em ng|_ substituindo os resultados das
Equacgdes 50 e 51 para avaliar as derivadas parciais, obtendo-se:

T-—T k |[a e \as a g, e_’?gi_
F-Ti ki [as R ~Stegimng, =0 (52)
Te=Tc ks \ap erfe(\Jag/a ng ) erflns.)

Steg = —SL (53)
cpS(TF - Tc)

Steg € 0 nimero de Stefan da fase solida. A Equagdo 52 € uma equagéo
algébrica ndo linear para ng|_. Para um conjunto de parametros (temperaturas iniciais
e propriedades das duas fases) a Equacao 52 pode ser resolvida numericamente
para ngL. Com ng| conhecido, as Equacdes 50 e 51 so utilizadas para calcular a
temperatura em qualquer ponto do meio para qualquer instante de tempo.

4 | RESULTADOS

Os resultados séo obtidos a partir de um conjunto de parametros fornecidos e
a utilizacao das Equacdes 50 a 53. Inicialmente calcula-se o numero de Stefan da
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fase soélida pela Equagéo 53. Na sequéncia calcula-se ng| pela Equacéo 52, que
€ uma equacao transcendental a ser resolvida numericamente. Apos isso pode-
se entdo calcular a temperatura em qualquer posicao n utilizando as Equacodes
50 ou 51. Uma caracteristica importante da formulagcdo anterior é que ela pode
ser utilizada também para um processo de fusdo, bastando fornecer parametros
fisicos adequados. O meio utilizado para exemplificar as equacgdes resultantes é um
poliuretano, inicialmente a T; =85 °C. Suas propriedades termo fisicas podem ser
vistas na Tabela 1:

PROPRIEDADE VALOR
Massa especifica »=1460 kg/m3
Temperatura de solidificagao Tr =32 oc
Calor latente de solidificagéao hg; =251,21kJ/kg
Calor especifico da fase liquida CpL = 3,31 kJ/(kg.K)
Calor especifico da fase solida Cps =176 kJ/(kg.K)
Condutividade térmica da fase liquida k; =0,59W(m.K)
Condutividade térmica da fase sélida ks = 2,16 W(m.K)
Difusividade térmica da fase liquida a = 122x10~" m%s
Difusividade térmica da fase solida ag =8,4x1 0—7 m2/s

Tabela 1: Propriedades termo fisicas do poliuretano.

Expde-se o poliuretano a uma temperatura To =10 °C.  Com os dados da
Tabela 1 obtém-se Steg =0,049 e ng| = 0,52 Com esses valores pode-se calcular
a temperatura das fases liquida e sélida em qualquer posi¢cdo e qualquer instante
de tempo pelas Equacgdes 50 e 51.

51 CONCLUSOES

O modelo matematico apresentado pode ser utilizado como uma estimativa
inicial de parémetros pertinentes a processos de solidificagdo/fusdo tais como
posicdo da interface soélido-liquido (frente de solidificagcao/fuséo) e a distribuicao
de temperaturas nas fases liquida e sélida. Esses parametros podem ser utilizados
como uma primeira aproximacdo para aperfeicoar processos que envolvem
mudanca da fase. Deve ser enfatizado que o modelo desenvolvido ndo inclui efeitos

Prospecc¢ao de Problemas e Solugdes nas Ciéncias Matematicas Capitulo 9




de convecc¢ao térmica na fase liquida, levando em consideracdo somente efeitos
de conducédo térmica. Modelos mais complexos, envolvendo convecgdo térmica
na fase liquida podem ser encontrados na literatura. Entretanto, tais modelos
dificilmente possuem uma solugcéo analitica fechada, sendo necessaria uma
abordagem numérica. O modelo apresentado foi desenvolvido convenientemente
em coordenadas retangulares. Entretanto, os conceitos apresentados aqui podem
ser facilmente transponiveis para problemas que devem ser modelados em

coordenadas cilindricas e esféricas.
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