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APRESENTAGAO

Esta obra intitulada “Prospeccdo de problemas e solugdes nas ciéncias
matematicas” contém um aporte tedrico vasto no que refere-se ao ensino,
aprendizagem e solugcao de problemas nas ciéncias matematicas.

Em tempos atuais esta ciéncia tem ocupado um papel de grande importancia
na sociedade, ja que representa uma grande ferramenta em mundo repleto de
informacdes expostas pelas midias, capaz de auxiliar todo cidadéo a analisar e
inferir sobre tais informacoes.

Varios temas aqui sdo abordados, interdisciplinaridade, pensamento
matematico, modelagem matematica, formacdo de professores, dentre outros
que permeiam as discussdes acerca das ciéncias matematicas. Alguns conteudos
especificos também aparecem nesta obra de uma maneira muito significativa,
trazendo relatos e estudos relacionados ao ensino e aprendizagem de tais
conteudos em diversas etapas de estudo.

Cabe ressaltar ainda, o viés interdisciplinar deste e-book, apontando a
direcdo para pesquisas que buscam a contextualizacdo da matematica e a sua
aproximacao com outras areas de ensino, bem como a modelagem de problemas
reais, prospectando problemas e solu¢gbes nas ciéncias exatas, por meio da
pesquisa e da tecnologia.

Ao leitor, desejo um bom estudo e que ao longo dos capitulos possa perceber
a importancia da matematica na solugao de problemas que envolvem a sociedade.
E que também possa fomentar ainda mais o desejo pelo desenvolvimento de
pesquisas cientificas que movem o conhecimento nas ciéncias matematicas, assim
como fazem os autores que compdes esta grandiosa obra.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 7

A RELEVANCIA MATEMATICA DOS NUMEROS
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RESUMO: Este trabalho visa esclarecer a
relevancia matematica dos nUmeros imaginarios
e complexos. Por meio de uma analise dos
conjuntos de uma forma geral e pela historia
de seu desenvolvimento, sdo analisadas as
dificuldades historicas encontradas para o
estabelecimento definitivo de alguns desses
conjuntos, assim como do numero zero.
Posteriormente, chega-se por consequéncia ao
conjunto dos niumeros complexos que surgem
do estudo das raizes de fun¢des polinomiais em
que a raiz quadrada de nUmeros negativos sao
as unicas solugoes possiveis. Tais nUumeros sao
explicados buscando mostrar sua existéncia e
realidade, a despeito de sua pecha de irreais

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas

IMAGINARIOS E COMPLEXOS

e irrelevantes. Finalmente, sao analisadas
algumas das propriedades dos numeros
complexos, sua aplicagcdo no plano complexo
e também sua representacao grafica para uma
funcdo quadratica sem raizes reais, desenhada
com suas raizes complexas.

PALAVRAS-CHAVE: Conjuntos
Numeros

NUMEricos;

Complexos; Plano Complexo;

Funcoes Polinomiais.

THE MATHEMATICAL RELEVANCE OF
IMAGINARY AND COMPLEX NUMBERS

ABSTRACT: This paper aims to clarify the

mathematical relevance of imaginary and
complex numbers. Through an analysis of the
numerical sets in general and the history of their
development, analyzing the historical difficulties
found for the definitive establishment of some
of these sets, as well as the number zero.
Subsequently, the study of the set of complex
numbers that arise from the study of the roots of
polynomial functions in which the square root of
negative numbers is the only possible solution.
Such numbers are explained in an attempt to
show their existence and reality, despite their
unreal and irrelevant streak. Finally, some of the
properties of complex numbers, their application

in the complex plane, and their graphical
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representation for a quadratic function without real roots, designed with their complex
roots, are analyzed.
KEYWORDS: Numerical sets; Complex numbers; Complex plane; Polynomial functions.

11 INTRODUCAO

Tendo em vista a melhor compreensao dos conjuntos numéricos, especialmente
dosconjuntosdosnumerosimaginarios e complexos, é precisoretrocedere esclarecer
0s conceitos relativos aos conjuntos existentes mais conhecidos, oferecendo um
historico de seu desenvolvimento e de sua importancia na algebra. Pelo exame
das propriedades de tais conjuntos, dos numeros inteiros, racionais, irracionais,
reais etc., e de suas relacbes algébricas é possivel um melhor entendimento do
surgimento e da importancia do conjunto dos numeros imaginarios e complexos.
Mesmo com seu surgimento histérico relacionado ao estudo das fun¢des polinomiais
gue exigem raizes ndo existentes no conjunto dos niUmeros reais, i.e., araiz quadrada
de numeros negativos, tais numeros foram por muito tempo desprezados por néao
terem uma nomenclatura apropriada e uma exemplificacdo mais clara. Assim,
a classica representacdo do conjunto dos numeros nédo-complexos por meio de
uma linha, em duas dimensdes, é suficiente para a compreenséo de tais nUmeros,
porém nao para os imaginarios e complexos. Tal limitacao grafica é eliminada pelo
estabelecimento do plano complexo que permite também a representacéo grafica
das func¢bes polinomiais e de suas raizes de forma completa. Portanto, partindo
desta ampliacdo necessaria para a representagdes dos conjuntos numéricos
por meio do plano complexo que completa a representacdo grafica das funcdes
polinomiais, sera possivel afastar a pecha, infundada, de que os nimeros complexos
e imaginarios nao existem, ou mesmo, que nao tém importancia ou relevancia no

estudo da Matematica.

21 0S CONJUNTOS NUMERICOS

Para assimilar o estudo dos numeros imaginarios e complexos, convém recuar
e analisar os conceitos basicos de conjunto numérico, o surgimento histérico dos
principais conjuntos e seu desenvolvimento, para entdo tratar dos imaginarios e
complexos.

Os conjuntos numéricos sao grupos de numeros com caracteristicas comuns.
Cada grupo tem caracteristicas especificas, porém ha grupos numéricos que contém
outros grupos. Cada grupo numérico tém sua histéria particular, cf. Figura 1.

O mais conhecido e antigo conjunto numérico representa os numeros naturais

nao nulos, que surgiu em tempo imemorial da necessidade de contagem dos povos

Prospecc¢ao de Problemas e Solugdes nas Ciéncias Matematicas Capitulo 7




primitivos. J& o aparecimento do zero como numero em si levou muitos séculos
para se desenvolver por ndo ter um conceito tangivel. O fato de ele nao fazer muito
sentido ldgico, quanto a operagdes de contagem simples, atrasou seu surgimento.
Ja o zero como notacgao posicional, por outro lado, surgiu possivelmente no XVIII
século a.C., com a civilizagdo Egipcia. Entretanto, 0 zero como niumero em si surgiu
possivelmente entre os anos 600 e 700 d.C., por meio das civilizacdes na india,
Pérsia e Camboja (KAPLAN, 2008).

Civilizacso H’:::J‘::’c‘:) d:ﬁmelf;s FragBes ::'s‘l’fl:r'g‘l’ Zero | Negativos | NOMEMOS | giyg e Nameros
Pré-historico | <3000BC | “ “l X X x X X - A
Egito Antigo 1740BC QCQ?%? v v b4 X B et
Babilonia 300BC {m v | VvV X X X | =5
Olmecas | 700-4008C | ——==2m 22 [ &/ v X X X R
w2 TEmAl V] X [ X | X | X [egse
cina | S [SOEM | V| V| X | V| X ey
o | 25 | TIVI | X | X | X | X | X | 1353
Camboja 700AD (G g v v v 4 X oo
india + Pérsia 10650(1\[) ' ( } 1‘ v v v v X e
Europa Medieval 145()000AD H m VH X X X X X i ; :.3
RenEal;:ﬁ?ista 1]7(3)82D 1,23 \/ \/ \/ \/ X Saao0123
EBaModema | >17004D | 1,2,3 | N | v |V | vV | V EN

Figura 1: Classificacéo das civilizagdes antigas até a era moderna quanto aos tipos numéricos
existentes e sua possivel data de surgimento

Fonte: Adaptado de apud Welch (2016).

O conjunto dos numeros inteiros, excluindo o zero, inclui o conjunto dos numeros
naturais. Ele surgiu posteriormente, encontrando resisténcia pela introdugcdo do
conceito de numeros negativos. Ao contar produtos, como laranjas, podemos ter o

seguinte exemplo representado na Figura 2:

Figura 2: Exemplo de operagéo que produz o conceito de numero inteiro negativo

Fonte: dos autores.

Subtraindo trés laranjas de um grupo de duas levaria ao “absurdo” l6gico de
“‘uma laranja negativa”. Tais conclusbes ambiguas geravam confusdo e fizeram
com que 0s numeros negativos fossem postos a margem por um longo periodo.
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Assim como demonstrado na figura 1, possivelmente a primeira civilizagao a utilizar
nameros negativos foi a Chinesa, entre os anos 200 a.C a 200 d.C.

Os numeros racionais, por sua vez, sdo mais antigos que o conjuntos dos
nameros inteiros negativos. Aquele conjunto também inclui os numeros inteiros e
naturais. Os racionais sdo os numeros que se formam pela razdo ou fracao de dois
inteiros, tal que o denominador seja diferente de zero. A divisdo de quantidades, i.e.,
as fracoes, foram de grande necessidade para o desenvolvimento civilizacional. Os
Egipcios, por exemplo, necessitavam dividir quantidade de graos, paes e cerveja,
que foram usados como o Unico meio de pagamento por séculos para este povo.
Assim também a construcéo civil néo seria possivel sem o0 uso de propor¢cdes em
suas medidas e calculos.

Os numeros irracionais, por outro lado, sdo numeros que nao podem ser
expressos por fracdes, tais como Sendo assim, por caracteristica propria, este
conjuntos esta separado do conjunto dos numeros racionais. O surgimento histérico
deste conjunto remete a Hipaso de Metaponto, um seguidor de Pitagoras, no século
V a.C.

Quanto aos numeros reais, este contém os numeros racionais e irracionais,
os inteiros incluindo o zero e os naturais. Assim, este conjunto contém todos os
conjuntos anteriores ja descritos. Assim, os conjuntos numéricos podem ser
representados graficamente por uma linha horizontal ou vertical, infinita de ambos
os lados, em que todos os numeros anteriormente tratados podem ser localizados

individualmente, ndo existindo espacos vazios, cf. Figura 3.

Figura 3: Linha que pode representar o conjunto dos nUmeros Reais

Fonte: Disponivel em: <http://www.ams.org/tex/type1-fonts.html> . Acessado em 29 de setembro de 2019.

Assim, observando também a figura 4, abaixo, 0os conjuntos numéricos sao
agrupamentos que mantém uma série de propriedades estruturais para cada
conjunto.
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Figura 4: Conjuntos numéricos excluindo os nUmeros imaginarios e complexos

Fonte: Adaptado de <https://www.quora.com/How-are-imaginary-numbers-useful>. Acessado em 29 de setembro
de 2019.

Logo uma questdo que pode ser levantada: tais conjuntos numéricos

representam todos os numeros existentes? Existe algum vazio a ser preenchido?

31 0S NUMEROS IMAGINARIOS E COMPLEXOS

Os numeros imaginarios sao todos que formam raizes quadradas de numeros
negativos. Os complexos séo aqueles que contém uma parte real e outra imaginaria.
Os numeros imaginarios tém forma geral: ai, e os numeros complexos: a + bi , em
quei=v-1 ea,beR.

Tal como os numeros inteiros e o zero foram desprezados por longo tempo por
ser considerada absurda e inutil a existéncia de quantidades negativas ou de um
namero que representa nada, os numeros imaginarios e complexos foram, e por
vezes sao, considerados aberracdes irreais, meros truques da matematica pura, o
gue nao é verdadeiro. A propria nomenclatura de tais conjuntos contribui para tais
conclusdes incorretas. Como escreveu o grande matematico Carl Friedrich Gauss,
(1777-1855):

O fato de esse assunto [numeros imaginarios] ter sido até agora cercado por
misteriosa obscuridade deve ser atribuido em grande parte a uma notagao
mal adaptada. Se, por exemplo, +1, -1 e a raiz quadrada de -1 tivessem sido
denominadas unidades diretas, inversas e laterais, em vez de positivas, negativas
e imaginarias (ou mesmo impossiveis), essa obscuridade estaria fora de questao
(KASTNER, 2015, p. 43, traducéo nossa).’

O nome dado ao conjunto dos numeros imaginarios e complexos, portanto,
pode ser considerado inadequado. Eles foram originalmente cunhados no século
XVII por René Descartes, (1596-1650), em sua obra La Géométrie, (DESCARTES,
1637), como termos depreciativos, por serem estes numeros considerados ficticios
ou impossiveis. Leonhard Euler, (1707-1783), foi o criador do simbolo i para

1. That this subject [imaginary numbers] has hitherto been surrounded by mysterious obscurity, is to be attributed
largely to an ill adapted notation. If, for example, +1, -1, and the square root of -1 had been called direct, inverse and
lateral units, instead of positive, negative and imaginary (or even impossible), such an obscurity would have been
out of the question (KASTNER, 2015, p. 43).
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representar V-1, (GIAQUINTA; MODICA, 2004). Nao obstante, foram Gerolamo
Cardano (1501-1576) e Rafael Bombelli (1526-1572) os grandes precursores do
estudo dos numeros imaginarios e complexos por meio da analise das raizes de
funcdes polinomiais, (BOMBELLI, 1629). Ainda assim, o uso de numeros imaginarios
s6 comecgou a ser amplamente aceita com a publicacéo do trabalho de Leonhard
Euler e Carl Friedrich Gauss e a descricdo dos numeros complexos como pontos
em um plano com a publicacédo de Caspar Wessel (1745-1818).

Agora analisando e respondendo a questéo levantada no ponto anterior, pela
perspectiva de que a linha que representou os numeros reais, na Figura 3, inclui
infinitos numeros, tanto negativos como positivos, inicialmente existe a tentacao de
responder que todos os numeros existentes estao, sim, representados ali. Porém,
com o surgimento de fungdes polinomiais que necessariamente ndo possuiam
raizes representaveis pelo conjunto dos numeros reais, juntamente com o Teorema
Fundamental da Algebra?, que estabelece que todo polinémio de grau n diferente
de zero, de variavel Unica, tem exatamente n nimero de raizes, verificou-se que os
nameros reais estavam de fato incompletos e que o infinito € um conceito matematico
muito mais amplo. Por conseguinte, a raiz quadrada de numeros negativos, base
para 0s numeros imaginarios e complexos, ainda que intuitivamente contraditéria,
efetivamente representa numeros verdadeiros, porém, que ndo se enquadravam

aos limites conceituais matematicos nos primordios de seu surgimento.

41 AS RAIZES DE FUNGCOES POLINOMIAIS E OS NUMEROS COMPLEXOS

Sera proveitoso para a compreensdo plena dos numeros imaginarios e
complexos uma breve analise das fun¢des polinomiais que propiciaram o surgimento
de tais numeros. Uma das propriedades mais importantes do estudo das fungcdes
Sa0 as suas raizes, ou seja, 0s pontos em que a fungao toca o eixo das abscissas.
Para encontra-las existem formulas matematica bem divulgadas, dependendo do
grau da fungdo. Por exemplo, para a funcdo quadratica, ax® + bx + ¢ = 0 , com

teremos:

—b +Vb? — 4ac ] —b c
= ,t + - = — = —
x 5a al que x; + x, p oU X1X2 a

2. Euler, Leonhard (1751), “Recherches sur les racines imaginaires des équations”, Histoire de ’Académie Royale
des Sciences et des Belles-Lettres de Berlin, Berlin, 5, pp. 222-288. & GAUSS, Carl Friedrich (1799), Demonstratio
nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel
secundi gradus resolvi posse, Helmstedt: C. G. Fleckeisen (tr. New proof of the theorem that every integral rational
algebraic function of one variable can be resolved into real factors of the first or second degree).
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E para as fungbes de terceiro grau, x, +a,Xx, +a,X +a, , teremos a seguinte
fébrmula inicialmente desenvolvida por Carnado:

_ 3ay— aj p o Ja10s — 27a; — 2a}
Q - 9 ’ - 54 ]

S=AR+VOIR, T = \R-VOIR

xl = S + T - -ﬁ-a‘l
2y = —3(S+T)— }a; + 3iV3(S—T)
|2 = —§S+T) - fa, - 3iV/3(S—T)
Xy + .’172‘}' Xy = —a,, X1%o + x2x3 + :t‘.'s:r,'l = d, x1m2x3 = -—-aa

Quanto as fung¢des de segundo grau, por serem parabolas, é possivel que
nunca toquem o eixo das abscissas, néo tendo raizes reais. No entanto, as de
terceiro grau sempre terdo pelo menos uma raiz real, pelo comportamento de seu
gréfico, cf. Figura 5. Com isso, Bombelli utilizou da caracteristica destas fung¢des
para, utilizando numeros imaginarios e 0 método de Cardano, conseguir o correto
resultado para a Unica raiz real da fungéo x® = 15x + 4, x, = 4, , demonstrando a
utilidade e importancia dos numeros imaginarios.

Tipos de Poténcia _ . . Descoberta
Equacio Forma Geral Aparéncia do Grafico Solucio Geral da Solucio
e 1 ar+b=0 — / \\ i = Imemoravel
a
, : VA —b =+ /b% — 4ac
Quadratica 2 ag” +hEte=0 / \ T = ~2000a.C
2a
Cibica 3 az® + bz’ + ez +d =0 f \ 3/d d? 3 s/d d? 3 Aprox:
N / \ = §+ Z_f_'_ 5— _—— 1500d.C
, WAL M
Quarto 4 az' 4 be® er? +drte=0 VALV 1 1540d.C
Grau ' \‘
Quinto 5 e et \;I Provado que ndo existe em 1824
Grau / \

Figura 5: As solugbes gerais das equacgbes polinomiais, com os dados de suas formas gerais, a
aparéncia de seus graficos, assim como a possivel data de sua descoberta.

Fonte: Adaptado de apud Welch (2016).

Nos remetendo novamente ao Teorema Fundamental da Algebra, ao contrério
do que é frequentemente ensinado no Ensino Médio, toda funcédo quadratica tem
necessariamente duas raizes, toda funcéo cubica tem trés raizes, etc., sem excec¢ao.

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas

Capitulo 7



Pelo pouco foco dado ao conteudo relativo a numeros imaginarios e complexos no
Ensino Médio, funcbes estudadas que contenham raizes com numeros imaginarios
ou complexos sao tratadas, de imediato, como raizes inexistentes, levando,
portanto, a uma contradicdo. Os alunos, pela definicdo dada de raiz de um fungéo,
sdo levados a se perguntar: Como fungdes, como por exemplo,x? + Ox + 1, que
nunca interceptam o eixo x, podem ter duas raizes? Tal pergunta demonstra que
a negligéncia do estudo dos numeros complexos e imaginarios cria uma lacuna
na compreensao das fungdes polinomiais, assim como suas potenciais aplicagdes.
Sem o conjunto dos numeros complexos é impossivel, de fato, representar ou
determinar as solu¢bes para todas as fungdes polinomiais, criando uma grande

vaziez no estudo das funcgdes.

51 O PLANO COMPLEXO

A solucéo para a representacdo de todas as raizes das func¢des deve-se a
criacao do plano complexo, que representa 0os numeros complexos graficamente,
lateralmente a linha dos numeros reais. Esta nova ferramenta matematica, o plano
complexo, tornou possivel o estudo completo das fungdes polinomiais. Como
foi citado na pagina 4 deste trabalho, (KASTNER, 2015), C. F. Gauss relata a
incoeréncia criada pela nomenclatura dos conjuntos imaginarios e complexos. Um
melhor nome para eles, como proposto por Gauss, seriam: Conjunto dos numeros
laterais, exatamente por causa do Plano Complexo, também conhecido como Plano
de Argand-Gauss ou Diagrama de Argand. Este plano possibilita a representacéo
grafica dos numeros complexos, estando estes numeros localizados ao lado da
linha dos numeros reais, cf. Figura 6.

NOMENCLATURA

PROPOSTA POR GAUSS NOMENCLATURA ATUAL

A Lateral Amaginario

< > - >
Inverso Direto Negativo Positivo

VY Lateral Yimaginario

Figura 6: Plano de Argand-Gauss ou Diagrama de Argand comparado com o atual

Fonte: dos autores.

Deste modo, os conjuntos numéricos ganham uma nova dimensao, completando
0s conjuntos numéricos e abrindo novas portas para o estudo da algebra. Neste
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plano os numeros imaginarios estdo localizados exatamente na linha vertical, ou
eixo y, chamado imaginario, e os numeros complexos sao a relagcéo entre o eixo
x, real, & y, imaginario. Na Figura 7 temos um exemplo de numero complexo, com

parte real e imaginaria.

AL
4i g:4+4i
3it
2t
l'_
12 3 4 R

Figura 7: llustracdo de numero complexo no plano complexo.

Fonte: Disponivel em: <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5d/Imaginarynumber2. PNG>.
Acessado em 29 de setembro de 2019.

J& que uma segunda dimensdo dos numeros é demonstrada pelo plano
complexo, e toda uma infinitude de novos numeros surgem dessa nova dimenséo,
nameros imaginarios e complexos, talvez uma terceira dimensdo possa ser
imaginada como possivel. Existiria algum namero que n&o poderia ser representado
nem pela linha dos numeros reais nem pelo plano complexo? O pensamento l6gico
para tais novos numeros seria, aparentemente, a raiz quadrada de um numero
imaginario negativo, x = V-1 . Entretanto, avaliando-a com o plano complexo, e com
coordenadas polares, chegamos a V-1=X=1<-45°ou E — Ei . Portanto, v-i

VZ V2. z 2
pode ser encontrada no plano complexo em —= — =, cf. Figura 8.
2 2
0.5if
| Reais
1 05 0 45c 05 1
JT,
-0-5i

Figura 8: Demonstra a existéncia do nimero complexo v-i no plano complexo, tendo por

= VZ_ NZ.
solugao — — i

Fonte: dos autores.
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Ou seja, outras dimensdes de numeros podem ser representados facilmente
com o uso de planos complexos. Ele permite que se visualize graficamente, como
foi dito no ponto anterior, as raizes das fung¢des polinomiais quando estas sao
imaginarias ou complexas. No entanto, para tal, &€ necessaria a utilizacao de quatro
dimensdes pela mescla do plano z(x,y) com o plano w(u,v). Ou seja, para , temos:

Plano-z

Figura 9: Grafico da fungdo com suas raizes imaginarias representadas graficamente.
Fonte: Adaptado de apud Welch (2016).

Com a ajuda da computacdo para o desenho de graficos, a realidade do
comportamento das fung¢des polinomiais, como no exemplo da Figura 9, de uma
funcdo quadratica, é levado a um nivel de profundidade muito maior, abrangendo
até mesmo outras dimensdes do comportamento destas funcdes.

6 | CONSIDERACOES FINAIS

Pela compreensdao do conjuntos numéricos existentes, juntamente com o
teorema fundamental da algebra e sua aplicacao nas fung¢des polinomiais com o
plano complexo, percebe-se que a nomenclatura dada aos conjuntos dos numeros
complexos e imaginarios levam a uma percepg¢éo incorreta da realidade de tais
numeros e de sua importancia para a matematica como um todo. Assim como 0s
nameros negativos, 0 numero zero e 0s numeros irracionais tiveram resisténcia
para serem aceitos, causando atrasos ao desenvolvimento da Matematica, nos
dias atuais também, os niUmeros imaginarios e complexos ainda tém uma aura de
numeros impossiveis ou irreais, limitando os horizontes da compreensao algébrica
e reduzindo drasticamente a representacao gréafica de diversas fungdes polinomiais
existentes.
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