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APRESENTAÇÃO

Esta obra intitulada “Prospecção de problemas e soluções nas ciências 
matemáticas” contém um aporte teórico vasto no que refere-se ao ensino, 
aprendizagem e solução de problemas nas ciências matemáticas. 

Em tempos atuais esta ciência tem ocupado um papel de grande importância 
na sociedade, já que representa uma grande ferramenta em mundo repleto de 
informações expostas pelas mídias, capaz de auxiliar todo cidadão a analisar e 
inferir sobre tais informações.

Vários temas aqui são abordados, interdisciplinaridade, pensamento 
matemático, modelagem matemática, formação de professores, dentre outros 
que permeiam as discussões acerca das ciências matemáticas. Alguns conteúdos 
específicos também aparecem nesta obra de uma maneira muito significativa, 
trazendo relatos e estudos relacionados ao ensino e aprendizagem de tais 
conteúdos em diversas etapas de estudo.

Cabe ressaltar ainda, o viés interdisciplinar deste e-book, apontando a 
direção para pesquisas que buscam a contextualização da matemática e a sua 
aproximação com outras áreas de ensino, bem como a modelagem de problemas 
reais, prospectando problemas e soluções nas ciências exatas, por meio da 
pesquisa e da tecnologia.

Ao leitor, desejo um bom estudo e que ao longo dos capítulos possa perceber 
a importância da matemática na solução de problemas que envolvem a sociedade. 
E que também possa fomentar ainda mais o desejo pelo desenvolvimento de 
pesquisas científicas que movem o conhecimento nas ciências matemáticas, assim 
como fazem os autores que compões esta grandiosa obra.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gonçalves
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RESUMO: Neste trabalho é avaliado um modelo 
de otimização econômico para o manejo de 
plantas daninhas que busca maximizar o lucro 
em um determinado período de tempo levando 
em consideração a evolução da resistência à 
herbicidas. O problema de otimização dinâmico 
envolve variáveis contínuas e é modelado 
como um problema de programação não linear 
e resolvido via método active set algorithm. São 
investigados os efeitos provocados pela evolução 
da resistência à herbicidas a partir de diferentes 
condições iniciais. Resultados numéricos são 
obtidos via técnica de programação não linear e 
indicam que com o tempo o lucro será reduzido 
devido a presença de plantas resistentes, logo 
estratégias de controle devem ser adotadas 
a fim de minimizar os impactos econômicos 

causados pela presença da planta daninha na 
cultura.
PALAVRAS-CHAVE: Otimização, manejo de 
plantas daninhas, programação não linear, 
impactos econômicos.

ECONOMIC OPTIMIZATION PROBLEM FOR 

WEED MANAGEMENT

ABSTRACT: In this work we evaluate an 
economic optimization model for weed 
management that maximize profit over a given 
period of time taking into account the evolution of 
herbicide resistance. The dynamic optimization 
problem involves continuous variables and is 
modeled as a nonlinear programming problem 
and solved via the active set algorithm method. 
The effects of herbicide resistance evolution 
from different initial conditions are investigated. 
Numerical results are obtained via nonlinear 
programming technique and indicate that over 
time the profit will be reduced due to the presence 
of resistant plants, so control strategies should 
be adopted in order to minimize the economic 
impacts caused by the presence of weed in the 
crop.
KEYWORDS: Optimization, weed management, 
nonlinear programming, economic impacts.

http://lattes.cnpq.br/4735328573084041
https://orcid.org/0000-0002-8834-4937


 
Prospecção de Problemas e Soluções nas Ciências Matemáticas Capítulo 16 179

1 |  INTRODUÇÃO

Plantas daninhas são plantas que crescem espontaneamente em solos 
agrícolas, competindo rigorosamente com a cultura cultivada (JONES e CACHO, 
2000). Um dos principais mecanismos que contribuem para a sobrevivência  das 
plantas daninhas é a alta produção de sementes, que, aliada a longevidade e a 
capacidade de sobreviver em condições adversas, podem garantir grandes reservas 
de sementes no solo, as quais podem germinar em gerações futuras (LORENZI, 
2000) causando grandes danos a produção. Logo, o controle das plantas daninhas 
é importante para a obtenção de bons resultados em um sistema de cultivo.

Uma vez que a presença de plantas daninhas em solos agrícolas tem ocasionado 
reduções significativas em um sistema de cultivo, sendo essa estimada em torno de 
13% na produção mundial de grãos, o uso de herbicidas se destaca como a principal 
técnica utilizada no manejo das plantas daninhas.  O Brasil, com suas dimensões 
territoriais e condições climáticas, se destaca, desde 2008, com o primeiro lugar no 
uso de agrotóxicos. Tendo como base o controle e a aplicação de herbicidas, o foco 
principal dos estudos desenvolvidos para o manejo dessas é a maximização dos 
lucros de produção, deixando em segundo plano as preocupações com os recursos 
naturais e os impactos ambientais causados pela técnica de controle. 

Para que se possa desenvolver uma estratégia de controle de forma a levar em 
consideração não só os custos e produção e as perdas de rendimentos causadas 
pela planta, mas, também, os impactos ambientais gerados pelo processo é 
necessário obter maior conhecimento do desenvolvimento biológico da planta e 
estudar a fundo os riscos e benefícios das estratégias de controle utilizadas.

O uso intensivo de produtos químicos para o controle de plantas daninhas gera 
uma seleção de espécies de plantas daninhas tolerantes a determinado herbicida. 
A aplicação repetitiva de um ou mais herbicidas, com o mesmo mecanismo de 
ação, em uma população de plantas daninhas, seleciona os indivíduos de espécies 
com habilidades em sobreviver aos tratamentos de herbicidas. Este fenômeno 
caracteriza uma pressão de seleção, causada pelo uso intensivo do herbicida em 
uma população, e contribui para o aumento da proporção de indivíduos tolerantes 
para a próxima geração (CHRISTOFFOLETI, 2008). Nesse caso, o uso intensivo 
de herbicidas na agricultura é uma das maiores causas de pressão de seleção, 
proporcionando os fenômenos de mudança de espécies na área e resistência de 
plantas daninhas a herbicidas, devido à eficácia e controle seletivo.

Visando reduzir as perdas causadas pelas plantas daninhas e os impactos 
econômicos causados pelo uso de herbicidas diversas estratégias de controle têm 
sido propostas (JONES E CACHO, 2000; JONES et al., 2006; BERTOLUCCI et al., 
2013; STIEGELMEIER et al., 2017). Em Jones e Cacho (2000) e Jones et al. (2006) 
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técnicas de programação dinâmicas são utilizadas para encontrar a estratégia 
ótima que maximiza o lucro em termos da aplicação de um único herbicida. Em 
Bertolucci et al. (2013) técnicas de programação dinâmicas são utilizadas para 
obter a estratégia ótima do problema de controle de plantas daninhas em face a 
resistência. Já em Stiegelmeier et al. (2017) é proposto um modelo de otimização 
do manejo de plantas daninhas usando estratégias de programação não linear 
(PNL) considerando a dinâmica da resistência à herbicidas, resultados numéricos 
considerando o uso de dois herbicidas são comparados com o método tradicional 
de controle mostrando resultados promissores. O uso da estratégia de controle 
ótimo mostra que com a aplicação de doses reduzidas pode-se controlar o banco 
de sementes e, ainda, contribuem para a lucratividade do produtor. 

Neste trabalho será utilizado técnicas de PNL para obter a solução do modelo 
de otimização econômico para a dinâmica de resistência à herbicidas. O objetivo 
é analisar os efeitos causados pela evolução da resistência ao longo de um 
período pré-determinado a partir de um problema de otimização econômico que 
visa maximizar o lucro do produtor.  São investigados os efeitos provocados pela 
evolução da resistência à herbicidas a partir de diferentes condições iniciais. Um 
modelo de simulação numérica é empregado para avaliar as soluções dadas pela 
PNL na evolução da resistência, e, com isso, verificar a hipótese de que através 
da minimização do banco de sementes, o retorno econômico do manejo da planta 
daninha possa ser maximizado.

2 |  MODELO DINÂMICO DE PLANTAS DANINHAS

Seja  o ciclo de vida da planta e assumindo todos os parâmetros não negativos. 
O modelo populacional de plantas daninhas considerando o fenômeno da resistência 
à herbicidas é descrito por (JONES E CACHO, 2000):

com xt densidade do banco de sementes (m-2) , yt densidade de plantas que 
germinaram (m-2), yɑ

t densidade de plantas adultas (m-2) , xr
t densidade de sementes 

resultantes da reprodução das plantas adultas (m-2), xn
t densidade das novas 
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sementes adicionadas ao banco de sementes (m-2), xg taxa de sobrevivência das 
sementes emergentes, δ taxa de germinação anual, ct taxa de mortalidade inferida 
pelo herbicida, γ, μ, ɛ coeficientes de regressão, k taxa de sobrevivência de novas 
sementes, η densidade de sementes exportadas (m-2), ξ densidade de sementes 
importadas (m-2) e Ψ taxa de mortalidade das sementes dormentes.

A estrutura do modelo (1) - (5) é baseada no ciclo de vida das plantas 
daninhas, sem considerar a competição entre a planta daninha e a cultura, em que 
a população inicial x0 é o banco de sementes viável e com sementes não geminadas 
presentes em um campo de produção agrícola. No modelo, (1) descreve as plantas 
emergentes provenientes do banco de sementes, (2) descreve a sobrevivência das 
plantas jovens emergentes determinada pela estratégia de manejo das plantas 
daninhas empregada durante cada iteração, (3) descreve a densidade de sementes 
resultantes da reprodução das plantas daninhas adultas, (4) descreve a proporção 
de sementes novas. Finalmente, (5) descreve as novas sementes produzidas que 
são adicionadas ao banco de sementes no final do ciclo de vida.

O modelo proposto por Jones e Cacho (2000) usa apenas como forma de 
controle a aplicação única de herbicida sem levar em consideração a pressão imposta 
pelo herbicida. Com isso, a abordagem proposta tem como objetivo acrescentar 
a resistência da planta daninha a herbicidas baseando-se na sua genética e na 
pressão seletiva exercida pelo herbicida através da função de controle ct.

A função de controle  é modelada considerando os fenótipos resistente (R) e 
suscetível (S) presente um uma população e a taxa global de mortalidade induzida 
pelo herbicida é calculada como:

onde ut é a dose de herbicida, Rt é a frequência de indivíduos resistentes e 
pi(u_t) é a função dose resposta descrita em Seefeldt et al. (1995) como:

Empregando o modelo genético descrito em Bertolucci (2013) e considerando 
a mudança que ocorre no banco de sementes após a aplicação do herbicida, a 
frequência do alelo é descrita por:



 
Prospecção de Problemas e Soluções nas Ciências Matemáticas Capítulo 16 182

e qt = 1 - pt. Considerando que a pressão seletiva é imposta pela dose de 
herbicida aplicado e assumindo que A represente o gene ligado a resistência da 
planta e que este seja dominante. Então, as probabilidades de sobrevivência da 
fase zigótica para a fase reprodutiva são dadas por:

A frequência de plântulas resistentes Rt segue os princípios da genética 
populacional (BRITTON, 2003) e é modelada como:

Com isso, o modelo dinâmico populacional de plantas daninhas captura 
informação da dinâmica do banco de sementes e da evolução da resistência a certo 
herbicida.

3 |  PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO ECONÔMICO

O problema econômico que visa maximizar o lucro considerando os efeitos da 
evolução da resistência é formulado como:

onde π é a função lucro, g é a dinâmica do banco de sementes dada em (5),  v 
é a dinâmica da frequência do alelo dada em (7), T é o horizonte final, ɑt ϵ (0,1) taxa 
de desconto e umax a dose máxima permitida em campo. O funcional objetivo  é uma 
função não linear e geralmente uma função côncava. 

Seguindo Stiegelmeier et al. (2010) a função lucro, π, para o problema de 
manejo de plantas daninhas é definida como: 

com Py preço por unidade produzida, Pu preço da unidade de controle 
(herbicida), C custo fixo de produção e Y função de produção, dada por:
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onde Y0 é a produção livre de planta daninha, YL é a perda associada a planta 
daninha, e Yp é a perda associada ao efeito fitotóxico do herbicida.  Assim, a função 
lucro (13) é determinada pela variável de controle ut e pela densidade do banco de 
sementes xt e frequência do alelo pt.

Existem diversas formas para a resolução numérica de um problema de controle 
ótimo. Neste trabalho, será utilizada uma estratégia bastante conhecida que consiste 
em transformar o problema de controle ótimo em um problema de programação não 
linear (BERTSEKAS,1999). Nesta estratégia, as variáveis de decisão são dadas 
por ut,t = 0,1, ..., T, e as variáveis de estado passam a ser determinadas em função 
de ut, não sendo consideradas como variáveis do problema de PNL. Com isso, 
um método de PNL pode ser utilizado para a obtenção do controle ótimo u*. Vale 
ressaltar que, dependendo do método adotado, o controle u* pode corresponder a 
um ótimo local.

A solução numérica do problema de manejo de plantas daninhas foi obtida 
via técnica de PNL, uma vez que as variáveis de decisão são dadas por ut,t = 
0,1, ...,T, e as variáveis de estado xt e pt passam a ser determinadas em função 
deut . Nesse caso, será utilizado o método Active Set Algorithm (ASA) proposto por 
Hager e Zhang (2006) para obtenção da solução ótima. Este método consiste na 
combinação entre os métodos gradiente conjugado e gradiente projetado, e possui 
garantia de convergência global.

O Algoritmo 1 descreve a implementação do problema de controle de plantas 
daninhas usando o método ASA. Vale ressaltar que o Algoritmo 1 é aplicado para 
resolver problemas de restrição de caixa com limitantes superiores e inferiores.
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4 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES

Nesta seção são avaliadas a dinâmica do banco de sementes e a evolução 
da resistência da planta daninha Bidens subalternans, a qual apresenta um 
alelo dominante e múltipla resistência aos herbicidas que atuam na inibição da 
acetolactato sintase (ALS) e inibidores da fotossíntese II (PS2). Foram utilizados 
os herbicidas Nicusulfuron e Atrazine como forma de controle da planta daninha 
presente na cultura do milho.

A planta daninha Bidens subalternans é uma planta altamente competitiva, 
com facilidade em se adaptar em solos agrícolas, além de possuir alta produção 
de sementes combinada com mecanismos de dormência, tornando-a uma planta 
resistente aos herbicidas e com isso, apresenta grande prejuízo aos produtores 
devido as práticas de controle empregadas.

Os parâmetros adotados para as curvas dose-respostas,pi , foram obtidos via 
software estatístico R a partir de experimentos realizados pela Embrapa Milho e 
Sorgo (veja Tab. 1). A Figura 1 ilustra as curvas dose respostas resultantes para 
ambos os herbicidas.

Figura 1 - Taxa de mortalidade das plantas suscetíveis, , e resistentes, .

Nas simulações numéricas considera-se a densidade inicial do banco de 
sementes fixo, x0 = 500 (sementes/m2), a frequência inicial do alelo R variando 
entre  0 < p0 < 1e um horizonte de simulações de 20 anos. O objetivo é analisar os 
efeitos causados pela evolução da resistência ao longo de 20 anos. Na Tabela 2 
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encontra-se os parâmetros econômicos e populacionais utilizados nas simulações 
numéricas.

Na Figura 2 e 3 são apresentadas as dinâmicas do banco de sementes e as 
respostas dos alelos resistentes a partir de diferentes condições iniciais,p0 , obtidas 
via estratégia PNL. Observa-se que o banco de sementes sofre uma redução 
significativa inicialmente, para ambos os herbicidas, porém, quando a densidade 
de plantas resistentes se torna elevada, ocorre um aumento no banco de sementes 
(veja Fig. 2), pois, se a planta resistente completar seu ciclo na safra seguinte 
haverá uma maior densidade de plantas resistentes.

Na Figura 3 verifica-se que até ocorrer uma evidência perceptível do fenótipo 
R, geralmente pt > 0,1, podem decorrer 5, 10 ou até 15 anos de uso continuado de 
herbicidas com o mesmo mecanismo de ação. Geralmente quando detectado, o 
problema já é significativo.

A Figura 5 ilustra a dose u* obtida via PNL para 20 anos. Observe que quando 
se tem baixa frequência do fenótipo R, uma dose alta pode melhorar o controle 
inicialmente, porém, altas doses podem intensificar a seleção do fenótipo R como 
mostra a Figura 4.
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Figura 2 - Densidade do banco de sementes x* para um período de 20 anos via PNL.

Figura 3 - Frequência do alelo resistente p* para um período de 20 anos via estratégia PNL.

Figura 4 - Frequência do alelo p* via estratégia convencional, com u1
max = 1,5 e u2

max = 5.

Comparando-se os resultados da PNL com um sistema convencional de 
plantio, o qual é baseado na utilização da dose máxima em campo, verifica-se que a 
densidade de resistência é maior com o uso da dose máxima (veja Fig. 4). E, ainda, 
observa-se que para densidades altas de  resistência, p0 = 10-2 , a estratégia PNL 
apresentou melhor retorno financeiro, no entanto, para baixas densidades,p0 = 10-8 
, o lucro médio se equipara a estratégia convencional, uma vez que a presença do 
fenótipo R é imperceptível (veja Fig. 6).
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Portanto, a estratégia de controle ótimo adotada mostrou resultados satisfatório 
uma vez que a redução de dose minimiza os danos ambientais e apresenta um 
lucro significativo ao produtor.

Figura 5 - Dose u* para um período de 20 anos via estratégia PNL.

Figura 6 - Lucro médio obtido via estratégia PNL e convencional, com p0 = 10-2 e p0 = 10-8.

5 |  CONCLUSÃO

Neste trabalho foi avaliado um modelo econômico de otimização para o manejo 
de plantas daninhas via técnica de programação não linear considerando a taxa de 
mortalidade de biótipos resistentes e susceptíveis. Verificou-se que os benefícios 
econômicos podem ser maximizados com a minimização do banco de sementes. 

No entanto, as estratégias de controle convencional quanto a PNL mostram que 
com o tempo o lucro vai ser reduzido devido ao aumento das plantas resistentes. 
Isso demonstra claramente a necessidade de considerar modelos de otimização 
associados ao manejo da resistência. As técnicas de manejo com rotação e misturas 
de herbicidas é uma solução que deve ser considerada para retardar a evolução da 
resistência.

Portanto, os resultados mostram que o uso de novas técnicas de manejo que 
consideram estratégias de otimização pode vir a contribuir para alcançar metas 
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ambientais e não apenas visando o aumento no lucro do produtor.
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