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APRESENTACAO

O curso de Engenharia Fisica da Universidade Federal de Sao Carlos foi criado
no ano 1999 e foi pioneiro nesta area no Brasil. No ano de 2019, o curso de engenharia
fisica no Brasil completou 20 anos. Nesse contexto, a Universidade Federal de Sao
Carlos (UFSCar) e a Universidade Federal do Oeste do Para (UFOPa) promoveram
o XIV Simpoésio Brasileiro de Engenharia Fisica que foi realizado na cidade de
Santarém-PA no periodo de 23 a 25 de Outubro de 2019 na Universidade Federal
do Oeste do Para — Campus Tapajés com o tema “Jubileu de 20 anos da Engenharia
Fisica no Brasil”.

Com a proposta de promover o conhecimento cientifico e inovagao tecnologica
bem como a integracdo entre especialistas, docentes e discentes da area, foram
discutidos os 20 anos de existéncia do curso no Brasil e o intercambio de informacdes
técnicos-cientificas através de minicursos e palestras relacionados as diferentes
tematicas da Engenharia Fisica e suas perspectivas futuras.

A colecdo Anais do XIV Simpoésio Brasileiro de Engenharia Fisica € uma obra
que tem como objetivo divulgar os diversos trabalhos que participaram do evento
através de trabalhos académicos que abordaram diferentes temas, tais como:
termodinamica, propriedades dielétricas de materiais, ciéncia dos dados e machine
learning, internet das coisas, deep learning, processos oxidativos avancados,
energia solar, gerenciamento de projetos, fisica quantica e automacéo. Deste modo
a obra contribui para disseminar os resultados obtidos pelos académicos e fortalecer
a diversidade cientifica no pais, de forma multidisciplinar.

Comité Organizador
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CAPITULO 8
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RESUMO: O presente trabalho apresenta os
passos e as consideraces fisico-matematicas
necessarias para a obtencdo da famosa
equacgao quantica relativistica de Klein-Gordon-
Fock (KGF) fazendo uso das coordenadas
do cone de luz. Na abordagem proposta,
destacamos inicialmente algumas propriedades

Anais do XIV Simpésio Brasileiro de Engenharia Fisica

algébricas da Teoria da Relatividade Restrita
assim como apresentamos resumidamente
as coordenadas do cone de luz em termos
das coordenadas (), isto €, do espacgo-tempo
de Minkowski. Em seguida, calculamos a
equacdo de KGF tanto em coordenadas
usuais do espaco-tempo de Minkowski quanto
em coordenadas do cone de luz. Ademais,
considerando essas Ultimas coordenadas,
obtemos com detalhes a equacéo diferencial de
KGF para uma particula quantica eletricamente
carregada em regime de relatividade restrita e
sob influéncia de um campo eletromagnético
classico geral. Por fim, alcancamos a equacao
de KGF com estrutura analoga a uma equacgao
de Schrédinger. A abordagem desenvolvida
no texto apresenta assim as vantagens do
formalismo das coordenadas do cone de luz
para os estudos dos fenémenos relativisticos
tdo Uteis nas pesquisas contemporéneas da
Fisica de Particulas Elementares e Campos.
PALAVRAS-CHAVE: Equacédo de Klein-
Gordon-Fock; Coordenadas do Cone de Luz;
Campo eletromagnético classico.

OBTAINING THE KLEIN-GORDON-FOCK
EQUATION IN LIGHT CONE COORDINATES

ABSTRACT: The present work presents
the steps and the physical-mathematical
considerations necessary to obtain the famous
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Klein-Gordon-Fock (KGF) relativistic quantum equation using the light cone coordinates.
In the proposed approach, we first highlight some algebraic properties of the Theory
of Constrained Relativity as well as briefly present the cone of light coordinates in
terms of the coordinates (), that is, of Minkowski spacetime. We then calculate the
KGF equation in both the usual Minkowski spacetime coordinates and the cone of light
coordinates. Moreover, considering these latter coordinates, we obtain in detail the
differential equation of KGF for an electrically charged quantum particle in a restricted
relativity regime and under the influence of a general classical electromagnetic field.
Finally, we reach the KGF equation with structure analogous to a Schrédinger equation.
The approach developed in the text thus presents the advantages of the cone of light
coordinate formalism for the study of relativistic phenomena so useful in contemporary
research in Elementary and Field Particle Physics.

KEYWORDS: Klein-Gordon-Fock Equation; Coordinates of the Cone of Light; Classical
Electromagnetic Field.

11 INTRODUGCAO

Reconhecidamente uma das principais indagacbes que emergem quando
estudamos mudancas de coordenadas é qual a vantagem de tal abordagem, ou seja,
qual o interesse fisico e/ou matematico em promover uma mudanc¢a de coordenadas
e quais as suas implicagoes.

Matematicamente, por exemplo, a simples mudanc¢a de coordenadas cartesianas
para coordenadas polares/esféricas tem seu apelo por facilitar consideravelmente a
descricao de sistemas simétricos. Sob esse enfoque, a mudan¢a de coordenadas
do espaco-tempo de Minkowski para as coordenadas do cone de luz também tem
sua utilidade. Naturalmente, a fisica € inalteravel, porém a descricao analitica e a
compreensao de fenémenos relativisticos tornam-se mais faceis (SALES, SUZUKI
e SORIANO, 2015). De fato, as coordenadas do cone de luz sdo bastante uteis,
por exemplo, no estudo de colisdes relativisticas, em especial, para eventos onde a
velocidade relativa € muito préxima da velocidade da luz.

Embasado nesse contexto, apresentamos no presente trabalho um exemplo
detalhado de como realizar a mudanca de coordenadas do espaco-tempo de
Minkowski para as coordenadas do cone de luz. Para tal propésito, usaremos a
famosa equacao quéntica relativistica de Klein-Gordon.

A equacao de Klein-Gordon foi originalmente proposta em 1926 pelo fisico
sueco Oskar Klein (KLEIN, 1926) e o fisico alemao Walter Gordon (GORDON,
1926) para descrever elétrons relativisticos. Muitas vezes essa equacéo também é
chamada de equacao de Klein-Gordon-Fock (KGF) devido a contribuicao do fisico
soviético Vladimir Fock (FOCK, 1926). Apesar de néo ser bem-sucedida ao abordar

os elétrons em condigdes relativisticas, a equacado de KGF sob a interpretagdo de
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Feynman-Stueckelberg permite-nos, por exemplo, descrever o comportamento
das particulas com spin 0, como os mésons (, e ) e assim abordar certos campos
bosénicos (MEIRA FILHO e KAMASSURY, 2018).

Além de calcularmos a equacédo de KGF em coordenadas do cone de luz,
estendemos nossa abordagem e obtemos com detalhes a equacédo diferencial
de KGF para uma particula quantica eletricamente carregada em regime de
relatividade restrita e sob influéncia de um campo eletromagnético classico geral.
Por fim, alcangcamos a equacao de KGF com estrutura analoga a uma equacgao de
Schroedinger.

2| ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI

O espaco quadridimensional de Minkowski € um espaco-tempo plano e, portanto,
de curvatura nula e € definido por coordenadas contravariantes (x0,xt, x%,x3) ¢
covariantes (X, X1, X, X3) Estas coordenadas (contravariantes e covariantes)
relacionam-se com o parametro temporal t e com as coordenadas cartesianas em
trés dimensdes (x,),z) da seguinte forma

xo =Cc't= +JCD
xl = X = —X;
x2 =y = —X5
x3 = z = —Xg

onde a constante ¢ representa a velocidade de propagacdo de uma onda
eletromagnética no vacuo.
Considerando as variagdes infinitesimais dessas coordenadas, temos:

dx® = c-dt = +dx,
dx! = dx = —dx;
dx? = dy = —dx,
dx3 = dz T —dx;

De modo geral, sabe-se que as caracteristicas e peculiaridades de um
determinado espaco-tempo podem ser obtidas através de seu elemento de linha
que, por sua vez, é invariante sob transformacdes especificas desse espaco-tempo,
a exemplo das transformacdes de Lorentz (INVERNO, 1992). Nesse sentido, para
um espaco-tempo quadridimensional genérico, o seu respectivo elemento de linha
pode ser expresso por

3 3
ds? = Z Gap(X)dx*dxP
a=0 =0

(1)
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onde Yap representa as componentes do tensor métrico do referido espaco
tempo (MEIRA FILHO e KAMASSURY, 2018).
Sabendo que o tensor métrico pode ser aplicado para baixar e elevar indices,

conforme as expressbes

3
X% = Z gaﬁxﬁ
p=0

3
p=o (3)

e considerando o espago-tempo de Minkowski, temos
0 0
-1 0

-1

Gap =Nap = g*F =1 = 0
00 -1 )

0
0
0

oo O =

para o qual vale a seguinte propriedade:

3
Z eyt = 68
u=0

Isto posto, a equacgao (1) pode ser reescrita como se segue:

(5)

dsz = Cz(dt)z — (dXJZ — (dy)z - (dz)z (6)

De fato, ainda é possivel escrever os operadores diferenciais no espaco
quadridimensional

ad ad

axa=aa ’ — =10

(7)
assim como o operador d’Alembertiano:

9,0 = L _y2

c? 9c2 (8)

Para efeitos de simplificac&o, podemos utilizar um subespaco bidimensional (z
e ct) cujo elemento de linha é dado por

(ds)? = c2(dt)? — (dz)? o)

e o diagrama do cone de luz é ilustrado na Figura 1, no qual, o elemento de
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linha (ou a distancia no espacgo-tempo) é classificado como:

- Distancia tipo-tempo (ds)? > 0: asssociada & dinamica espaco-temporal de
estruturas massivas, as quais, propagam-se com velocidade || < c. Os eventos
que sao separados por uma distancia tipo-tempo séo ditos eventos com relagcéao
causal;

- Distancia tipo-espaco (ds)? < 0: associada & dinamica espago-temporal de
estruturas que se propagam com |13| > C. Eventos separados pela distancia tipo-
espaco sao denominados de eventos sem relacédo causal;

- Distanciatipo-luz (ds)? = 0:associada a dinamica de ondas eletromagnéticas
que se propagam no vacuo com |v| = c.

~ Ct //\
\\ | // )
ds)* =0
\\\ Fuzturo /// (ds)
. (ds)>0 ’
. \\ //
N i
Observador N ’
T AN 7
@2 <0 .7 ')
8§ 2 z
/, \\ (dS) <0
// N
7 N
e N
e N
Ve ~
e N
Ve ~

Figura 1: Diagrama do cone de luz

Fonte: Autores

Consideremos as coordenadas do cone de luz conforme apresentado na Figura
2. Relacionando as coordenadas do cone de luz (u° e u®) com as coordenadas (
(z e x° = ct), alcancamos:

0 _ o 0 : oy _ x4z

u’ = +zcos(45) +x°sin(45) = —~ (10)
3 o 0 . 0 x0—z

u® = —zcos(45) + x"sin(45) = R
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Figura 2: Coordenadas do cone de luz

Fonte: Autores

Nesse sentido, generalizando para quatro dimensodes, obtemos as coordenadas
no espacgo-tempo de Minkowski

xt = (x0xt,x%,x3) = (ct, x,y,2) (12)

e as coordenadas do cone de luz:
ut = (WO ut, u? ud®)
(X0 +z x? —z
- (5007
ct+z ct —z
( N ) )

(13)

31 EQUACAO DE KGF PARA UMA PARTICULA LIVRE EM COORDENADAS
CARTESIANAS

Seja o espaco-tempo quadridimensional (plano e de curvatura nula) descrito
na secao anterior, 0s passos iniciais para a obtencéao da equacéao de KGF para uma
particula livre nas coordenadas (X, Y, Z, Ct) correspondem ao uso da expressao da
energia relativistica para particula livre dada por

e da seguinte estrutura de operador diferencial quantico para o momento linear
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quadridimensional:

{p“# = ihd/dx, = iho*
Py =ih d/dx+ = thd,

Desse modo, a partir da aplicacé&o da relacéo operacional sobre as fungcdes de
onda W, obtemos a expressao

3
Z p* P, = mc*¥
H=0 (14)

gue consiste em uma equacgdo de onda quantica em regime relativistico para
particula livre de spin zero e é tradicionalmente denominada como equacgéo de Klein-
Gordon-Fock.

Reescrevendo a equacao (14) como se segue

3 3
mac?

> ) g 0,0,W + - =0

u=0v=0

e considerando a métrica dada na equacéo (4), alcancamos

(15)

m2c?
h?2

ou, alternativamente

0 (3‘4’) 23: 0 (6W)+m§c2qj_0
9x° \9x©° _16xi dxt h? B
=

1 0%y 0% o0*¥ 9%*¥ +m§c2
c? dt? 0x? 0dy? 0z? h?

(16)

Na literatura, essa ultima expressao é conhecida como a equacao de KGF para

uma particula livre em coordenadas cartesianas.

41 EQUAGCAO DE KGF PARA UMA PARTICULA LIVRE EM COORDENADAS DO
CONE DE LUZ

Considerando as coordenadas curvilineas generalizadas u* em termos das
coordenadas cartesianas x*, a equacéo de KGF para uma particula quéntica livre
e relativistica pode ser escrita como
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o simbolo de Christoffel Faﬁ (CHRISTOFFEL, 1869) expresso por

aﬂ 2 Z g (aagvﬁ + aﬁgva - vgaﬁ)
(18)

e o termo Py como:

Pu=thow

Fazendo uso das relacdes expressas em (13) e sabendo que as componentes

ndo-nulas da métrica n*Y sdo

00 — 11 — _ 3,22 — __ 1,33 —
= ==t =1
obtemos
oo _ 01 _ 02 _ 10 _ 12 _ 13 _ 20
g = = = = = =
— g2l = g23 = g31 = g32 = 433 = 0
e
03 _ 11 _ 22 _ 30 _
g =-g9g =-g7=g"=1

Nesse caso, podemos concluir que os componentes do simbolo de Christoffel

séo todos nulos, isto €
[eg=0
0 que nos possibilita reescrever a equagéo (17) como:
3 3
D) G Bub = micw
u=0v=0 (19)

Considerando novamente as relagdes entre as coordenadas cartesianas e as
coordenadas do cone de luz, verifica-se as seguintes relagcdes entre os operadores




diferenciais:

» Para a coordenada x:

0 dul a d

dx  O0x dul odul

66_3u136_66_62
E(ﬁ) N WW(&) -~ Jul (aul) B

out’

+ Para a coordenada y:

d du® 0 d

@: dx du?  ou?

a(a)_auz d (a)_ G, (6 )_ ik
dy\dy) 9y ouz\dy) ou?\ou?) ogu?

u

- Para a coordenada x° = ct:

o ou® o oud o
dx°  9x9uo + dx% du3
0 V2 0 +\/E 0
ax° 2 ou’ 2 aud
aZ_\/EaJr\/Ea \/§a+ﬁa
9x%% | 2 u® 2 aud|| 2 ou® 2 aud
0* _1[0*  0* o
x> 2|ou® oulou® = gu3’

» Para a coordenada z:

o ou® d +6u3 0
ax3  dx30u®  9x3oud

d _\/Ea V2 0

FIE 2 0w T 2w
2 [ V2 a ~N2a|[ V2 a V20
x| 2wt 20| T 2 T 2 0
92 1[ 92 92 92
zZ— 5 7 — 2 + 2
dx3 2| 0u® oudu3®  Jus

Isto posto, podemos substituir as relacbes dos operadores diferenciais em
coordenadas do cone de luz na equacéao (19) como se segue
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1( 92 a2 ik ) PR SRGEL

2\aw” t oo Yo )Y T our T aur

+1 92 ) 92 +62 W — ‘mﬁczlIJ
2\ gu®? duoud = gu3’ ~ Rh2

alcancando a expressao

ok S B U B méc?

ou'oud  gu® gu:  h?

(20)

ou de forma equivalente:

v a1 a2w+aztp mic?
ﬁ"(ﬁ) 2\ou? " gu R

A expresséo (21) representa a equacao de KGF para particula livre escrita em

(21)

termos das coordenadas do cone de luz. Alternativamente, & possivel reescrever a
equacao de KGF de modo algebricamente similar a famosa equacéao de Schroedinger
(BAGROV, BUCHBINDER e GITMAN, 1976)

o HY
— =
ou (22)

sendo o operador do tipo hamiltoniano H dado por:

10\ 9* N 9?2  mic
_E(ﬁ) oul®  u?*  h?

51 EQUAGAO DE KGF PARA UMA PARTICULA CARREGADA SUBMETIDA A
CAMPO ELETROMAGNETICO EM COORDENADAS DO CONE DE LUZ

Generalizando a equacao (17) para o caso de uma particula quéantica
eletricamente carregada de spin-zero, em regime relativistico e sob influéncia de um

campo eletromagnético classico, temos

3 3 3
>y g (ﬁuﬁv —i) T ﬁa)‘P = m3c?W
a=0

onde o termo P_u é dado por:

(23)

po—inl 9
W= e~
Usando os resultados apresentados na secc¢éo 4, pode-se alcangar:
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3 3
Z Z VBBW = mic?W
f""': :
Nesse caso, verifica-se que
(§°OPyP; + §11B, Py + §22B,P, + GOy Py )W = mic?W
de modo que

(ByB; + ByBo)W = (B\Py + By, + m3c?)w

(24)
Sabendo que
- d q . ~ d q .
PO Lhﬁ—zxﬁlo, Pl = LhW_EAl
. 4d q. - ad q-
Pz = Lhm—zflz, P3 = lhﬁ—zﬁlg
podemos escrever
- d q-\/(.. 0 q-
PoPa¥ = (ih55 = ¢ o) (ih g = Ao ) ¥
0 ;0¥ q (04, q . 0¥
— 2 Il A O Bl T N Sl
= (h) auo( u3) mc( u”)LIJ LhcA3 ou’
h—A o +q2A AW
_l —
Uau3 c 0413 (25)
e
ad q . d q .-
PR = (ih s = 0 ) (ih s = Ao ) W
o (0¥ q (04, q . 0¥
— 2 (22 ) _ipd(f0 T N S
= (ih) 61:.3( u”) lhc( u3)Lp mc 0 9u3
q. 0¥ q?%.
—lﬁ—A3 W + C_2A3AULP (26)

A partir das equacoes (25) e (26), reescrevemos a equacgao (24) como

_ q (04, 04,
2P,P,W = |P,P, + P,P, + m2c? —m 7535 )|¥

Com base no eletromagnetismo classico, sabemos que

P 6Av 04,
W ouk uY
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. 9A; 9d, (04, 94,
037 9u0  oud ou®  ou’
0 que nos permite obter:

2P, Py¥ = |P Py + PPy + mic? + ih L gy | W o)

De fato, podemos ainda escrever alternativamente a equacéao (27) no seguinte

formato

av

S|

L4
ou® (28)

no qual, o operador do tipo hamiltoniano 7] corresponde a
) ) 2
= iq - I -1 Lo o q -
H=- %‘4” + E(PE,) [Z PP, + mic? + mEF{B
i=1

A equacao (28) apresenta-se como uma equacgao de KGF sob a configuracéo de
uma equacao diferencial de primeira ordem na coordenada u® em plena similaridade

com a equacao de Schroedinger.

6 | CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo do referido trabalho, apresentamos os passos necessarios para a
obtencéo daequagaode KFG emcoordenadas do cone deluz. Alémdisso, estendemos
nossa abordagem, desenvolvendo as consideracgdes fisicas e matematicas para obter
a equacao diferencial de KGF para uma particula quéntica carregada, em regime de
Relatividade Restrita e sob influéncia de um campo eletromagnético classico geral.
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