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APRESENTAÇÃO

O curso de Engenharia Física da Universidade Federal de São Carlos foi criado 
no ano 1999 e foi pioneiro nesta área no Brasil. No ano de 2019, o curso de engenharia 
física no Brasil completou 20 anos. Nesse contexto, a Universidade Federal de São 
Carlos (UFSCar) e a Universidade Federal do Oeste do Pará (UFOPa) promoveram 
o XIV Simpósio Brasileiro de Engenharia Física que foi realizado na cidade de 
Santarém-PA no período de 23 a 25 de Outubro de 2019 na Universidade Federal 
do Oeste do Pará – Campus Tapajós com o tema “Jubileu de 20 anos da Engenharia 
Física no Brasil”. 

Com a proposta de promover o conhecimento científico e inovação tecnológica 
bem como a integração entre especialistas, docentes e discentes da área, foram 
discutidos os 20 anos de existência do curso no Brasil e o intercâmbio de informações 
técnicos-científicas através de minicursos e palestras relacionados as diferentes 
temáticas da Engenharia Física e suas perspectivas futuras. 

A coleção Anais do XIV Simpósio Brasileiro de Engenharia Física é uma obra 
que tem como objetivo divulgar os diversos trabalhos que participaram do evento 
através de trabalhos acadêmicos que abordaram diferentes temas, tais como: 
termodinâmica, propriedades dielétricas de materiais, ciência dos dados e machine 
learning, internet das coisas, deep learning, processos oxidativos avançados, 
energia solar, gerenciamento de projetos, física quântica e automação. Deste modo 
a obra contribui para disseminar os resultados obtidos pelos acadêmicos e fortalecer 
a diversidade científica no país, de forma multidisciplinar.

Comitê Organizador
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RESUMO: O presente trabalho apresenta os 
passos e as considerações físico-matemáticas 
necessárias para a obtenção da famosa 
equação quântica relativística de Klein-Gordon-
Fock (KGF) fazendo uso das coordenadas 
do cone de luz. Na abordagem proposta, 
destacamos inicialmente algumas propriedades 

algébricas da Teoria da Relatividade Restrita 
assim como apresentamos resumidamente 
as coordenadas do cone de luz em termos 
das coordenadas (), isto é, do espaço-tempo 
de Minkowski. Em seguida, calculamos a 
equação de KGF tanto em coordenadas 
usuais do espaço-tempo de Minkowski quanto 
em coordenadas do cone de luz. Ademais, 
considerando essas últimas coordenadas, 
obtemos com detalhes a equação diferencial de 
KGF para uma partícula quântica eletricamente 
carregada em regime de relatividade restrita e 
sob influência de um campo eletromagnético 
clássico geral. Por fim, alcançamos a equação 
de KGF com estrutura análoga a uma equação 
de Schrödinger. A abordagem desenvolvida 
no texto apresenta assim as vantagens do 
formalismo das coordenadas do cone de luz 
para os estudos dos fenômenos relativísticos 
tão úteis nas pesquisas contemporâneas da 
Física de Partículas Elementares e Campos. 
PALAVRAS-CHAVE: Equação de Klein-
Gordon-Fock; Coordenadas do Cone de Luz; 
Campo eletromagnético clássico.

OBTAINING THE KLEIN-GORDON-FOCK 
EQUATION IN LIGHT CONE COORDINATES

ABSTRACT: The present work presents 
the steps and the physical-mathematical 
considerations necessary to obtain the famous 
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Klein-Gordon-Fock (KGF) relativistic quantum equation using the light cone coordinates. 
In the proposed approach, we first highlight some algebraic properties of the Theory 
of Constrained Relativity as well as briefly present the cone of light coordinates in 
terms of the coordinates (), that is, of Minkowski spacetime. We then calculate the 
KGF equation in both the usual Minkowski spacetime coordinates and the cone of light 
coordinates. Moreover, considering these latter coordinates, we obtain in detail the 
differential equation of KGF for an electrically charged quantum particle in a restricted 
relativity regime and under the influence of a general classical electromagnetic field. 
Finally, we reach the KGF equation with structure analogous to a Schrödinger equation. 
The approach developed in the text thus presents the advantages of the cone of light 
coordinate formalism for the study of relativistic phenomena so useful in contemporary 
research in Elementary and Field Particle Physics.
KEYWORDS: Klein-Gordon-Fock Equation; Coordinates of the Cone of Light; Classical 
Electromagnetic Field.

1 | 	INTRODUÇÃO

Reconhecidamente uma das principais indagações que emergem quando 
estudamos mudanças de coordenadas é qual a vantagem de tal abordagem, ou seja, 
qual o interesse físico e/ou matemático em promover uma mudança de coordenadas 
e quais as suas implicações.

Matematicamente, por exemplo, a simples mudança de coordenadas cartesianas 
para coordenadas polares/esféricas tem seu apelo por facilitar consideravelmente a 
descrição de sistemas simétricos. Sob esse enfoque, a mudança de coordenadas 
do espaço-tempo de Minkowski para as coordenadas do cone de luz também tem 
sua utilidade. Naturalmente, a física é inalterável, porém a descrição analítica e a 
compreensão de fenômenos relativísticos tornam-se mais fáceis (SALES, SUZUKI 
e SORIANO, 2015). De fato, as coordenadas do cone de luz são bastante úteis, 
por exemplo, no estudo de colisões relativísticas, em especial, para eventos onde a 
velocidade relativa é muito próxima da velocidade da luz.

Embasado nesse contexto, apresentamos no presente trabalho um exemplo 
detalhado de como realizar a mudança de coordenadas do espaço-tempo de 
Minkowski para as coordenadas do cone de luz. Para tal propósito, usaremos a 
famosa equação quântica relativística de Klein-Gordon.

A equação de Klein-Gordon foi originalmente proposta em 1926 pelo físico 
sueco Oskar Klein (KLEIN, 1926) e o físico alemão Walter Gordon (GORDON, 
1926) para descrever elétrons relativísticos. Muitas vezes essa equação também é 
chamada de equação de Klein-Gordon-Fock (KGF) devido à contribuição do físico 
soviético Vladimir Fock (FOCK, 1926). Apesar de não ser bem-sucedida ao abordar 
os elétrons em condições relativísticas, a equação de KGF sob a interpretação de 
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Feynman-Stueckelberg permite-nos, por exemplo, descrever o comportamento 
das partículas com spin 0, como os mésons (,  e ) e assim abordar certos campos 
bosônicos (MEIRA FILHO e KAMASSURY, 2018).

Além de calcularmos a equação de KGF em coordenadas do cone de luz, 
estendemos nossa abordagem e obtemos com detalhes a equação diferencial 
de KGF para uma partícula quântica eletricamente carregada em regime de 
relatividade restrita e sob influência de um campo eletromagnético clássico geral. 
Por fim, alcançamos a equação de KGF com estrutura análoga a uma equação de 
Schroedinger.

2 | 	ESPAÇO-TEMPO DE MINKOWSKI

O espaço quadridimensional de Minkowski é um espaço-tempo plano e, portanto, 
de curvatura nula e é definido por coordenadas contravariantes  e 
covariantes  Estas coordenadas (contravariantes e covariantes)  
relacionam-se com o parâmetro temporal t e com as coordenadas cartesianas em 
três dimensões (x,y,z) da seguinte forma

onde a constante c representa a velocidade de propagação de uma onda 
eletromagnética no vácuo.

Considerando as variações infinitesimais dessas coordenadas, temos:

De modo geral, sabe-se que as características e peculiaridades de um 
determinado espaço-tempo podem ser obtidas através de seu elemento de linha 
que, por sua vez, é invariante sob transformações específicas desse espaço-tempo, 
a exemplo das transformações de Lorentz (INVERNO, 1992). Nesse sentido, para 
um espaço-tempo quadridimensional genérico, o seu respectivo elemento de linha 
pode ser expresso por

 	 (1)
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onde  representa as componentes do tensor métrico do referido espaço 
tempo (MEIRA FILHO e KAMASSURY, 2018).

Sabendo que o tensor métrico pode ser aplicado para baixar e elevar índices, 
conforme as expressões

 	 (2)

	 (3)

e considerando o espaço-tempo de Minkowski, temos

	 (4)

para o qual vale a seguinte propriedade:

	 (5)

Isto posto, a equação (1) pode ser reescrita como se segue:

	 (6)

De fato, ainda é possível escrever os operadores diferenciais no espaço 
quadridimensional

	 (7)

assim como o operador d’Alembertiano:

	 (8)

Para efeitos de simplificação, podemos utilizar um subespaço bidimensional (z 
e ct) cujo elemento de linha é dado por

	 (9)

e o diagrama do cone de luz é ilustrado na Figura 1, no qual, o elemento de 
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linha (ou a distância no espaço-tempo) é classificado como:
•	Distância tipo-tempo : asssociada à dinâmica espaço-temporal de 

estruturas massivas, as quais, propagam-se com velocidade . Os eventos 
que são separados por uma distância tipo-tempo são ditos eventos com relação 
causal;

•	Distância tipo-espaço : associada à dinâmica espaço-temporal de 
estruturas que se propagam com . Eventos separados pela distância tipo-
espaço são denominados de eventos sem relação causal;

•	Distância tipo-luz : associada à dinâmica de ondas eletromagnéticas 
que se propagam no vácuo com .

Figura 1: Diagrama do cone de luz
Fonte: Autores

Consideremos as coordenadas do cone de luz conforme apresentado na Figura 
2. Relacionando as coordenadas do cone de luz  com as coordenadas ( 

, alcançamos:

	 (10)

	 (11)



Anais do XIV Simpósio Brasileiro de Engenharia Física Capítulo 8 75

Figura 2: Coordenadas do cone de luz

Fonte: Autores

Nesse sentido, generalizando para quatro dimensões, obtemos as coordenadas 
no espaço-tempo de Minkowski

 	 (12)

e as coordenadas do cone de luz: 

	 (13)

3 | 	EQUAÇÃO DE KGF PARA UMA PARTÍCULA LIVRE EM COORDENADAS 
CARTESIANAS

Seja o espaço-tempo quadridimensional (plano e de curvatura nula) descrito 
na seção anterior, os passos iniciais para a obtenção da equação de KGF para uma 
partícula livre nas coordenadas  correspondem ao uso da expressão da 
energia relativística para partícula livre dada por

e da seguinte estrutura de operador diferencial quântico para o momento linear 
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quadridimensional:

Desse modo, a partir da aplicação da relação operacional sobre as funções de 
onda Ψ, obtemos a expressão

 	 (14)

que consiste em uma equação de onda quântica em regime relativístico para 
partícula livre de spin zero e é tradicionalmente denominada como equação de Klein-
Gordon-Fock.

Reescrevendo a equação (14) como se segue

	 (15)

e considerando a métrica dada na equação (4), alcançamos

ou, alternativamente

	 (16)

Na literatura, essa última expressão é conhecida como a equação de KGF para 
uma partícula livre em coordenadas cartesianas.

4 | 	EQUAÇÃO DE KGF PARA UMA PARTÍCULA LIVRE EM COORDENADAS DO 
CONE DE LUZ

Considerando as coordenadas curvilíneas generalizadas  em termos das 
coordenadas cartesianas  , a equação de KGF para uma partícula quântica livre 
e relativística pode ser escrita como
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 	 (17)

sendo o tensor métrico , dado por

o símbolo de Christoffel  (CHRISTOFFEL, 1869) expresso por

	 (18)

e o termo  como:

Fazendo uso das relações expressas em (13) e sabendo que as componentes 
não-nulas da métrica  são

obtemos

e	

Nesse caso, podemos concluir que os componentes do símbolo de Christoffel 
são todos nulos, isto é

o que nos possibilita reescrever a equação (17) como:

	 (19)

Considerando novamente as relações entre as coordenadas cartesianas e as 
coordenadas do cone de luz, verifica-se as seguintes relações entre os operadores 
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diferenciais:
• Para a coordenada x:

• Para a coordenada y:

• Para a coordenada :

• Para a coordenada z:

Isto posto, podemos substituir as relações dos operadores diferenciais em 
coordenadas do cone de luz na equação (19) como se segue
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alcançando a expressão

	 (20)

ou de forma equivalente:

	 (21)

A expressão (21) representa a equação de KGF para partícula livre escrita em 
termos das coordenadas do cone de luz. Alternativamente, é possível reescrever a 
equação de KGF de modo algebricamente similar à famosa equação de Schroedinger 
(BAGROV, BUCHBINDER e GITMAN, 1976)

	 (22)

sendo o operador do tipo hamiltoniano  dado por:

5 | 	EQUAÇÃO DE KGF PARA UMA PARTÍCULA CARREGADA SUBMETIDA A 
CAMPO ELETROMAGNÉTICO EM COORDENADAS DO CONE DE LUZ

Generalizando a equação (17) para o caso de uma partícula quântica 
eletricamente carregada de spin-zero, em regime relativístico e sob influência de um 
campo eletromagnético clássico, temos

	 (23)

onde o termo  é dado por: 

Usando os resultados apresentados na secção 4, pode-se alcançar:
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Nesse caso, verifica-se que

de modo que

	 (24)

Sabendo que 

podemos escrever 

	 (25)

e

	 (26)

A partir das equações (25) e (26), reescrevemos a equação (24) como

Com base no eletromagnetismo clássico, sabemos que
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e 

o que nos permite obter:

	 (27)

De fato, podemos ainda escrever alternativamente a equação (27) no seguinte 
formato

	 (28)

no qual, o operador do tipo hamiltoniano  corresponde a

A equação (28) apresenta-se como uma equação de KGF sob a configuração de 
uma equação diferencial de primeira ordem na coordenada  em plena similaridade 
com a equação de Schroedinger.

6 | 	CONSIDERAÇÕES FINAIS

Ao longo do referido trabalho, apresentamos os passos necessários para a 
obtenção da equação de KFG em coordenadas do cone de luz. Além disso, estendemos 
nossa abordagem, desenvolvendo as considerações físicas e matemáticas para obter 
a equação diferencial de KGF para uma partícula quântica carregada, em regime de 
Relatividade Restrita e sob influência de um campo eletromagnético clássico geral.
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