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APRESENTAÇÃO

A coleção “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química volume 
2” é uma obra que tem como foco principal a discussão e divulgação científica por meio 
de trabalhos com diferentes funcionalidades que compõe seus capítulos. O volume 
abordará em especial trabalhos que contribuem a nível educacional e aplicado tanto 
na área de engenharia química, química e tecnologias.

O objetivo central foi apresentar de forma categorizada e clara estudos 
correlacionados a energias renováveis, aproveitamento de resíduo agroindustrial, 
desenvolvimento de simulador de processos, simulação de custos de produção, e 
em especial estudos correlacionados a nível educacional por meio de jogos didáticos, 
quiz educativo com foco na aprendizagem de reações químicas e tabela periódica. Em 
todos esses trabalhos a linha condutora foi o aspecto relacionado à aproveitamento 
de resíduos, disseminação de conhecimento, otimização de procedimentos e 
metodologias, dentre outras abordagens importantes na área de exatas e engenharia. 
O avanço das pesquisas e divulgação dos resultados tem sido um fator importante 
para o desenvolvimento da ciência e estímulo de inovação.

Temas diversos e interessantes são, deste modo, discutidos aqui com a proposta 
de fundamentar o conhecimento de acadêmicos, mestres e todos aqueles que de 
alguma forma se interessam pela área de exatas e engenharia química aplicada e 
educacional. Possuir um material que demonstre evolução de diferentes metodologias, 
abordagens, otimização de processos, caracterização com técnicas substanciais, 
reutilização de resíduos de regiões específicas do país é muito relevante, assim como 
abordar temas atuais e de interesse tanto no meio acadêmico como social.

Deste modo a obra “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química 
volume 2” apresenta estudos fundamentados nos resultados práticos obtidos pelos 
diversos professores e acadêmicos que arduamente desenvolveram seus trabalhos que 
aqui serão apresentados de maneira concisa e didática. Sabemos o quão importante 
é a divulgação científica, por isso evidenciamos também a estrutura da Atena Editora 
capaz de oferecer uma plataforma consolidada e confiável para estes pesquisadores 
explorarem e divulgarem seus resultados. 

Jéssica Verger Nardeli
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RESUMO: Para projetar e operar com sucesso 
o processo de adsorção em coluna de leito fixo 
deve-se conhecer o modelo matemático que 
descreve o fenômeno bem como a influência 
das variáveis e parâmetros do modelo. Porém, 
em diversos problemas de engenharia há 
dificuldades de obter medida direta de variáveis 
de estado. Uma alternativa para realizar 
inferências em relação ao que não se pode 
medir é a utilização de Técnicas Bayesianas. 
Neste trabalho, foi desenvolvido o código 
computacional utilizando a técnica bayesiana 
de filtro de partículas Sequential Importance 
Resampling para estimativa de variáveis de 
estado do modelo de força motriz linear que 
considera a resistência à transferência de 
massa no sólido adsorvente. As estimativas 
de medidas simuladas realizadas por filtro SIR 
foram avaliadas quanto às incertezas de modelo 
e de medidas simuladas, sendo possível prever 
medições ao longo da coluna de leito fixo para 
baixos valores de incertezas de medidas. Além 
disso, constatou-se a redução do erro RMS 
com o aumento de partículas utilizadas na 
estimativa.
PALAVRAS-CHAVE: Técnicas Bayesianas. 
Filtro de Partículas. Modelo de Adsorção.
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ESTIMATION OF ADSORPTION BREAKING CURVE THROUGH SAMPLING 
IMPORTANCE RESAMPLING

ABSTRACT: In order to successfully design and operate the adsorption process in a 
fixed column it must know the methematical model that describes the phenomenon 
as well as the influence of the variables and the parameters. However, In many 
engineering problems there are difficulties in obtaining direct measurement of state 
variables. An alternative to make inferences about what cannot be measured is the 
use of Bayesian techniques. In this work, the computational code was developed using 
the Sequential Importance Resampling Bayesian Particle Filter technique to estimate 
state variables of the Linear Driving Force model that considers the resistance to mass 
transfer in the adsorbent solid. Simulated measurement estimates made by SIR filter 
were evaluated for model and simulated measurement uncertainties, being possible 
to predict measurements along the fixed bed column for low measurement uncertainty 
values. In addition, the reduction of the RMS error was observed with the increase of 
particles used in the estimation.
KEYWORDS: Bayesian techniques. Particle Filter. Adsorption Model.

1 |  INTRODUÇÃO

A adsorção é uma técnica eficiente e simples empregada na remoção de 
contaminantes. No geral, a adsorção tem como princípio a interação meio/partícula de 
um dado sistema no qual a substância a ser removida é denominada de adsorbato e 
o responsável pela sua remoção é chamado de adsorvente.

Esse fenômeno físico-químico ocorre quando líquido ou gás entra em contato 
com um sólido adsorvente que é capaz de reter em sua superfície as substâncias de 
interesse. Trata-se de uma operação de transferência de massa que tem como força 
motriz a diferença de concentração entre o seio do fluido (adsorbato) e a superfície do 
adsorvente (Borba, 2006).

Muitos estudos são realizados para se conhecer com mais detalhes a razão da 
interação adsorbato/adsorvente. Geralmente, é realizado o estudo sobre as isotermas 
e modelos cinéticos para entender como ocorre o fenômeno e quais mecanismos 
estão envolvidos na adsorção.

As isotermas de adsorção representam a relação de equilíbrio entre a 
concentração do adsorbato na fase do fluido e na fase sólida, a uma dada temperatura 
(Homem, 2001). Dentre as isotermas, o modelo de Langmuir é o mais aplicado com 
sucesso em inúmeros processos de adsorção (Souza, 2009).

A escolha do leito fixo como sistema operacional é frequentemente utilizado, 
pois se trata de um processo econômico e altamente eficiente no ramo da separação 
e purificação de produtos (Homem, 2001). As características como concentração do 
adsorbato C, comprimento do leito L e vazão do fluido Q permitem avaliar graficamente 
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o rendimento da adsorção por meio da curva de ruptura, também denominada 
breakthrough. O comportamento da coluna é descrito em termos da razão entre a 
concentração de adsorbato na saída da coluna C pela concentração inicial C0 versus 
o tempo ou volume de líquido tratado.

Mesmo que o sistema contínuo possibilite a projeção do processo de adsorção 
para a escala industrial, chamado de scale-up, esse salto depende de diversas 
variáveis que são testadas em planta piloto (Oliveira, 2013).

A partir da utilização de um modelo matemático que represente o fenômeno de 
adsorção será possível prever a reposta do sistema em condições de difíceis aplicações 
(Weber e Smith, 1987), já que os mesmos podem ser validados através da obtenção 
de dados experimentais em escala laboratorial.

Neste trabalho, estudou-se um modelo teórico apropriado para o cálculo das 
curvas de ruptura por meio da estimativa das variáveis de estado utilizando a técnica 
bayesiana de filtro de partículas Sequential Importance Resampling (SIR).

2 |  MODELAGEM MATEMÁTICA

Existe uma variedade de modelos matemáticos que podem descrever e predizer 
a dinâmica de adsorção de líquidos ou gases em uma coluna de leito fixo. Em geral 
os modelos teóricos são resultantes do balanço matemático na fase fluida e sólida 
do leito, isto é, na partícula adsorvente. Ambos tomam como base a transferência de 
massa no sistema e as condições de equilíbrio da adsorção (Marin, 2013). As hipóteses 
adotadas para a construção dos modelos foram, conforme Luz (2006):

• equilíbrio termodinâmico na interface sólido/líquido;

• processo isotérmico e isobárico;

• fluxo unidirecional em z;

• velocidade intersticial constante;

• não há mudanças nas propriedades físicas do fluido e geométricas da colu-
na e do empacotamento;

2.1 EQUILÍBRIO DA ADSORÇÃO

A equação tomada para representar o equilíbrio termodinâmico na interface 
sólido/líquido foi a isoterma de Langmuir. Esse modelo é usado para representar 
isotermas favoráveis e apresenta os seguintes pressupostos:

• todos os sítios ativos de adsorção são energeticamente iguais;

• cada sítio ativo adsorve apenas uma molécula de soluto;
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• a adsorção é em monocamada;

• não há interações laterais entre as moléculas adsorvidas.

A equação de Langmuir é fornecida quando a adsorção atinge o equilíbrio, ou 
seja, quando a taxa líquida de mudança de concentração no adsorvente é nula.

Dessa forma, a equação resultante do equilíbrio entre as fases, reduz-se à 
equação de Langmuir fornecida pela Equação 1:

sendo q* a concentração de equilíbrio do adsorbato na fase sólida (mg g-1); 
qmáx a capacidade máxima de adsorção do adsorvente (mg g-1), isto é, o número 
total de sítios disponíveis no material adsorvente; C* a concentração de equilíbrio de 
adsorbato no seio da fase líquida (mg L-1); bL a constante de afi nidade de Langmuir (L 
mg-1), que representa a razão entre as taxas de adsorção e dessorção.

2.2 MODELAGEM DO FLUXO NA FASE LÍQUIDA

Usualmente, o modelo de dispersão axial representa adequadamente o fl uxo do 
fl uido através da coluna empacotada apresentado na Equação 2 (Ruthven, 1998).

Sendo C a concentração de adsorbato no seio da fase líquida (mg L-1), q 
a concentração de adsorbato na fase sólida (mg g-1), ρ a densidade do leito, ɛ a 
porosidade do leito, u0 a velocidade intersticial da solução no leito (cm s-1), Dax é o 
coefi ciente de dispersão axial (cm2 s-1), z sé a coordenada axial, positiva na direção do 
fl uxo e t é a coordenada de tempo.

Para a solução da Equação 2 foram utilizadas as seguintes condições iniciais:

As condições de contorno utilizadas são apresentadas nas Equações 5 e 6.
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Sendo C0 a concentração do corante na fase líquida na alimentação (mg L-1) e L
o comprimento total do leito.

2.3 MODELAGEM NA FASE SÓLIDA

O mecanismo de transferência na fase sólida é estudado por meio dos modelos 
para a taxa de adsorção. Neste trabalho, o modelo de difusão nos poros do sólido 
adsorvente foi utilizado para representar a taxa de adsorção do processo (Equação 7) 
conhecido também como Linear Driving Force (LDF).

Este modelo considera apenas a resistência à transferência de massa no sólido 
adsorvente. Para tanto, faz a suposição de que não existe gradiente de concentração 
de adsorbato na fase fl uida (C ≈ C*), como consequência, a resistência à transferência 
de massa no fi lme líquido externo pode ser desconsiderada (Marin, 2013).

2.4  RESOLUÇÃO DOS MODELOS MATEMÁTICOS

Para a resolução dos modelos matemáticos que descrevem a dinâmica de 
adsorção em coluna de leito fi xo, realizou-se a discretização das equações apresentadas 
utilizando o método das linhas, que emprega o uso das derivadas aproximadas na 
variável espacial, transformando, assim, as equações diferenciais parciais (tempo e 
espaço) em um sistema de equações diferenciais ordinárias (tempo).

3 |  ESTIMATIVA DE VARIÁVEIS DE ESTADO

A abordagem bayesiana de fi ltro de partículas foi desenvolvida para estimar 
variáveis de estado de sistemas que são alteradas ao longo do tempo. Muitos 
fenômenos físicos são bastante complexos como a adsorção e apresentam dinâmica 
não-linear de difícil estimação.

Para problemas desse tipo, os dados disponíveis são usados junto com o 
conhecimento prévio sobre os fenômenos físicos e os dispositivos de medição 
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para produzir estimativas sequenciais das variáveis dinâmicas desejadas (Kaipio e 
Somersalo, 2004) com o auxílio de métodos numéricos de integração difundidos em 
estatística a partir do aumento do poder computacional, como o fi ltro de partículas SIR 
(Mata, 2017).

A fi m de evitar a degeneração das partículas e consequentemente o esforço 
computacional, o fi ltro SIR realiza a reamostragem das partículas a cada avanço 
no tempo. Outra forma de evitar esse problema é aumentar o número de partículas 
(Estumano, 2016).

No fi ltro SIR, as partículas com menor peso são descartadas e novas partículas são 
geradas próximas às regiões de maior probabilidade e isto é feito indiscriminadamente 
em todos os tempos. O algoritmo da técnica é apresentado a seguir:

1. Início
1.1 Tome um conjunto de partículas de distribuição inicial  e obtenha1.1 Tome um conjunto de partículas de distribuição inicial 

 Fazer t = 1

2. Avaliação dos Pesos:

2.1 Avançar os estados no tempo t-1 para o tempo t utilizando o modelo de 
evolução do estado

2.2  Calcular novos pesos: 

2.3  Normalizar os pesos: 

3. Reamostragem

3.1 Construir a soma dos pesos acumulativos, sendo computada por 
para i =2,...N, com c1=0

3.1.2  Assumir i=1 e gerar u1 de uma distribuição uniforme U[0,N-1]

3.1.3  Para j = 1, ..., N fazer uj=u1+N-1(j-1).

Enquanto uj>ci fazer i = i+1

Designar as partículas 
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Designar os pesos para 

4. Cálculo da estimativa do estado atual

Fazer t = t + 1, se t = ffi nal +1, parar.

Com as novas partículas, retornar ao passo 2.

4 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os parâmetros utilizados para a resolução do problema da adsorção tomando 
como base o modelo de dispersão axial com a taxa de adsorção regida pela resistência 
à transferência de massa na partícula adsorvente e considerando o equilíbrio de 
Langmuir são apresentados na Tabela 1.

Parâmetro Valor
Comprimento do Leito L 12 cm
Velocidade intersticial u0 0,1 cm s-1

Porosidade do leito ɛ 0,4
Densidade do leito ρ 1,5 g cm-3

Coefi ciente de dispersão axial Dax 8 10-14 cm2 s-1

Capacidade máxima de adsorção qmáx 1 mg g-1

Constante de afi nidade de Langmuir bL 0,5 L mg-1

Concentração inicial do adsorbato C0 30 mg L-1

Tabela 1: Parâmetros necessários para a resolução dos modelos

Inicialmente é analisado apenas o modelo direto para diferentes velocidades 
intersticiais, v. As diferentes curvas de ruptura são apresentadas na Figura 1.
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Figura 1: Curvas de ruptura para diferentes velocidades intersticiais.

Verifi ca-se na fi gura acima que para menores velocidades, a saturação ocorre 
mais lentamente, fato que condiz com a física do problema analisado. Dessa maneira, 
a solução do modelo direto foi verifi cada.

A geração de medidas simuladas foi realizada a partir da resolução do modelo 
direto, obtendo-se as estimativas para a variável de estado C/C0. Tais medidas 
simulariam os dados experimentais nas condições anteriormente estabelecidas.

As Figuras 2 e 3 apresentam os resultados das estimativas para diversos valores 
de incerteza de modelo σmod e de incerteza de medidas σmed. Os resultados para todos 
os casos analisados apresentam excelentes estimativas entre os valores medidos e 
estimados via algoritmo SIR, dentro de um intervalo de credibilidade de 99%.

Observa-se que o erro de medidas e de modelo tem infl uência sobre as 
estimativas e mesmo alterando seus níveis de incerteza, verifi ca-se que a estimativa 
está qualitativamente de acordo com a solução exata em todos os casos de incerteza 
analisados.
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Figura 2: Comparação de C/C0 estimado com medida simulada e solução exata em , para 
(a) para σmed = 0,02 e σmod = 0,02C/C0 e (b) para σmed = 0,05 e σmod = 0,02C/C0

As Figuras 2-a,b mostram que o aumento da incerteza nas medidas afeta a 
estimativa, distanciando-a das medidas experimentais. O comportamento inverso é 
observado na Figura 3, no qual o aumento da incerteza de modelo para σmod igual 
a 5% de C/C0 faz com que a estimativa permaneça em maior concordância com as 
medidas experimentais e não com a solução do modelo.

Figura 3: Comparação de C/C0 estimado com medida simulada e solução exata em 
para σmed = 0,02 e σmod = 0,05C/C0

4.1 ESTIMATIVAS AO LONGO DA VARIÁVEL ESPACIAL

Feito o estudo da incerteza, foi possível estimar a variável de estado onde não 
se obtém medidas experimentais, ou seja, ao longo do comprimento do leito. A Figura 
4 mostra o resultado da solução exata e estimada em 25, 50 e 75% do comprimento 
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do leito L. Essa predição é mais adequada para com baixos valores de incerteza de 
medidas como foi visto anteriormente.

Figura 4: Comparação de C/C0 estimado com medida simulada e solução em vários valores de 
z com σmed = 0,05 e σmod = 0,05C/C0

Isso fornece informações sobre o comportamento da curva de ruptura e 
consequentemente de como ocorre a adsorção ao longo do leito. Pode-se extrair o 
valor da capacidade de adsorção máxima do adsorvente até comprimento z do leito 
pela área sobre a curva estimada, por exemplo.

4.2 RMS: Análise do erro

A medida de precisão utilizada nesse trabalho foi o Root Mean Square (RMS). 
O algoritmo do Filtro SIR foi aplicado de 50 a 1000 partículas conforme a Figura 5. 
Para o modelo adotado, observou-se que o aumento do número de partículas resultou 
em erros relativos menores, visto que quanto mais partículas utilizar maior será a 
probabilidade de representar as estimativas com a probabilidade de interesse. Além 
disso, observou-se que quanto maior for a fonte de incerteza, seja do modelo ou das 
medidas, maior é o erro RMS.
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Figura 5: Análise do erro RMS para diferentes níveis de incerteza

5 |  CONCLUSÃO

Neste trabalho, avaliou-se o comportamento da curva de ruptura do modelo 
Linear Driving Force para medidas simuladas por meio da técnica bayesiana de fi ltro 
de partículas SIR.

Ao se aplicar o fi ltro SIR, obtiveram-se estimativas da variável de estado coerentes 
com as medidas simuladas dentro do intervalo de credibilidade estabelecido. De acordo 
com os resultados, observou-se que a estimativa é regularizada pela alteração das 
incertezas de medida e de modelo apresentando a melhor estimativa para menores 
valores de ambos.

Além disso, a técnica bayesiana forneceu estimativas das variáveis de estado 
onde não se obtém medidas experimentais e o fi ltro SIR possibilitou a diminuição do 
RMS na estimativa com o aumento do número de partículas. Dessa forma, pode-se 
estender essa técnica a outros modelos matemáticos e assim predizer e explicar a 
natureza complexa dos processos de adsorção.
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7 |  NOMENCLATURA

q* concentração de equilíbrio de na fase sólida (mg g-1)
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qmáx capacidade máxima de adsorção do adsorvente (mg g-1)
C* concentração de equilíbrio de adsorbato no seio da fase 

líquida (mg L-1)
bL constante de afinidade de Langmuir (L mg-1)
C concentração do adsorbato na saída da coluna  (mg L-1)
L comprimento do leito  (cm)
C0 concentração inicial  (mg L-1)
q concentração de adsorbato na fase sólida (mg g-1)
ρ densidade do leito (g cm-3)
ɛ porosidade do leito
u0 velocidade intersticial da solução no leito (cm s-1)
Dax coeficiente de dispersão axial (cm2 s-1)
z coordenada axial
t coordenada de tempo.
KS coeficiente de transferência de massa no sólido (s-1)
σmod incerteza de modelo
σmed incerteza de medidas
SIR Sequential Importance Resampling
RMS Root Mean Square
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