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APRESENTAÇÃO

A coleção “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química volume 
2” é uma obra que tem como foco principal a discussão e divulgação científica por meio 
de trabalhos com diferentes funcionalidades que compõe seus capítulos. O volume 
abordará em especial trabalhos que contribuem a nível educacional e aplicado tanto 
na área de engenharia química, química e tecnologias.

O objetivo central foi apresentar de forma categorizada e clara estudos 
correlacionados a energias renováveis, aproveitamento de resíduo agroindustrial, 
desenvolvimento de simulador de processos, simulação de custos de produção, e 
em especial estudos correlacionados a nível educacional por meio de jogos didáticos, 
quiz educativo com foco na aprendizagem de reações químicas e tabela periódica. Em 
todos esses trabalhos a linha condutora foi o aspecto relacionado à aproveitamento 
de resíduos, disseminação de conhecimento, otimização de procedimentos e 
metodologias, dentre outras abordagens importantes na área de exatas e engenharia. 
O avanço das pesquisas e divulgação dos resultados tem sido um fator importante 
para o desenvolvimento da ciência e estímulo de inovação.

Temas diversos e interessantes são, deste modo, discutidos aqui com a proposta 
de fundamentar o conhecimento de acadêmicos, mestres e todos aqueles que de 
alguma forma se interessam pela área de exatas e engenharia química aplicada e 
educacional. Possuir um material que demonstre evolução de diferentes metodologias, 
abordagens, otimização de processos, caracterização com técnicas substanciais, 
reutilização de resíduos de regiões específicas do país é muito relevante, assim como 
abordar temas atuais e de interesse tanto no meio acadêmico como social.

Deste modo a obra “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química 
volume 2” apresenta estudos fundamentados nos resultados práticos obtidos pelos 
diversos professores e acadêmicos que arduamente desenvolveram seus trabalhos que 
aqui serão apresentados de maneira concisa e didática. Sabemos o quão importante 
é a divulgação científica, por isso evidenciamos também a estrutura da Atena Editora 
capaz de oferecer uma plataforma consolidada e confiável para estes pesquisadores 
explorarem e divulgarem seus resultados. 

Jéssica Verger Nardeli
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RESUMO: Cristalização a partir da solução 
representa uma operação unitária que é 
importante na produção de alumina via processo 
Bayer. Uma estrutura matemática adequada 
para modelagem de tais sistemas, acoplada 
com balanço de massa e energia, pode ser 
descrita pela equação de balanço populacional. 
Frequentemente, a equação de balanço 
populacional possui coeficientes que expressam 
os mecanismos de formação, crescimento e 
mortes de cristais e esses coeficientes contem 
parâmetros que precisam ser estimados a 
partir de dados experimentais. Neste trabalho, 
foi aplicada a técnica Bayesiana de Monte 
Carlo via Cadeia de Markov para estimar os 
parâmetros de um modelo unidimensional de 
cristalização de gibbsita com cinética constante. 
A abordagem aplicada mostrou-se capaz de 
estimar os parâmetros do modelo, obtendo-se 
boas concordâncias entre as estimativas e os 
valores de referência dos parâmetros. Além 
disso, observou-se que houve boa concordância 
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entre as variáveis de estado estimadas e medidas.
PALAVRAS-CHAVE: Problemas Inversos, Monte Carlo via Cadeia de Markov, Balanço 
Populacional, Cristalização

APPLICATION OF MARKOV CHAIN MONTE CARLO TECHNIQUE FOR 
PARAMETER ESTIMATION OF POPULATION BALANCE MODEL FOR GIBBSITE 

CRYSTALIZATION WITH CONSTANT KINETICS

ABSTRACT: Crystallization from solution represents a unit operation that is important 
in the production of alumina via Bayer process. A suitable mathematical framework 
for modeling such systems, coupled with mass and energy balance, can be described 
by the population balance equation. Frequently, the population balance equation has 
coefficients that express the mechanisms of crystal formation, growth, and death, and 
these coefficients contain parameters that need to be estimated from experimental 
data. In this paper, the Bayesian technique of Markov Chain Monte Carlo was applied 
to estimate the parameters of a one-dimensional crystallization model with constant 
gibbsite kinetics. The applied approach was able to estimate the model parameters, 
obtaining good agreement between the estimates and the reference values of the 
parameters. In addition, it was observed that there was good agreement between the 
estimated and measured state variables. 
KEYWORDS: Inverse Problems, Markov Chain Monte Carlo, Population Balance, 
Crystallization

1 |  INTRODUÇÃO

A cristalização é uma das operações unitárias industriais amplamente utilizadas 
e ocorre a partir dos mecanismos de nucleação, crescimento e aglomeração 
(Georgieva, 2003). Dentro do processo de cristalização, a precipitação de cristais é 
um fenômeno que vem atraindo a atenção de muitos pesquisadores interessados 
nessa linha de pesquisa. Como o processo é rápido, com mistura em várias escalas, 
desempenha um importante papel na determinação da distribuição de tamanho do 
cristal final (CSD) e na morfologia dos cristais (Marchisio, 2002). Na maioria dos casos, 
a distribuição do tamanho de cristais (CSD) afeta significativamente a qualidade do 
produto e a produtividade do processo sendo assim foco da modelagem do processo 
de cristalização (Bekker e Livk, 2011). 

Para modelagem dessa distribuição de cristais em tantos sistemas, as equações 
de balanço populacional (PBE) são amplamente aceitas para fins de predição, controle 
e otimização (Besenhard, 2015). Elas representam equações de transporte dinâmico 
que descrevem a evolução temporal da densidade populacional, como resultado de 
quatro mecanismos particulados: nucleação, crescimento, agregação e ruptura, bem 
como o transporte devido ao fluxo convectivo (Batista, 2011). 
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Nestes modelos há parâmetros que não podem ser determinados diretamente, e, 
portanto, precisam ser estimados. A utilização de métodos para estimar parâmetros em 
processos de cristalização modelados por equações de balanço populacional vem se 
manifestando com frequência nos últimos anos, permitindo uma melhor otimização dos 
termos para dar o melhor ajuste de dados experimentais, ressaltando a necessidade do 
uso de metodologias efetivas de estimação de parâmetros (PE) para a representação 
precisa dos processos de cristalização através de PBEs (Besenhard, 2015).

2 |  MODELO DIRETO

O modelo de cristalização dinâmico unidimensional abaixo descreve a 
distribuição de cristais de gibbsita por tamanho em um cristalizador misturado 
homogeneamente com batelada isotérmica. Para a cristalização da gibbsita, o 
crescimento do cristal é independente do tamanho do cristal e da densidade da 
suspensão, e as expressões cinéticas empíricas da lei da potência podem ser usadas 
para descrever as taxas de crescimento e nucleação secundária da gibbsita (Bekker 
e Livk, 2011). Segundo Bekker e Livk (2011), um modelo dinâmico que agrupa as 
equações de balanço da população e da supersaturação através do crescimento e da 
cinética de nucleação secundária pode ser declarado como

onde  é a densidade de cristal, nin é a densidade numérica inicial de semente, 
t é o tempo e L é o tamanho do cristal. Na equação do balanço de massa do soluto, 
G é a taxa de crescimento de cristal linear, Bu é a taxa de nucleação secundária, s 
é a supersaturação relativa e  é o segundo momento da distribuição do tamanho 
do cristal. As últimas duas linhas contêm equações de contorno correspondente e 
condições iniciais. 

Bekker e Livk (2011) obtiveram uma solução analítica do problema de cristalização 
(Equação 1) para o caso de cinética de cristalização constante. Um caso de cinética 
constante é válido para um sistema de cristalização hipotético com taxas constantes 
de crescimento e nucleação. As soluções analíticas para as variáveis de estado 
analisadas são obtidas como 
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3 |  MONTE CARLO VIA CADEIA DE MARKOV

Em muitos casos dentro da inferência Bayesiana, a distribuição de probabilidade 
a priori para os parâmetros não possibilita um tratamento analítico para a distribuição 
posteriori. Nesses casos, métodos de Monte Carlo com cadeias de Markov (MCMC) 
são usados em processos de amostragem dos possíveis parâmetros de modo que a 
inferência sobre a densidade posterior é obtida através de inferência sobre as amostras 
(Orlande, et al.,2011; Kaipio e Sommersalo, 2004; Tan et al.,2006). 

O MCMC combina propriedades de Monte-Carlo e a cadeia de Markov. O primeiro 
é a prática de estimar as propriedades de uma distribuição examinando amostras 
aleatórias da distribuição. Já o segundo se baseia na ideia de que as amostras 
aleatórias são geradas por um processo sequencial especial. Cada amostra aleatória 
é usada como um degrau para gerar a próxima amostra aleatória. Uma propriedade 
especial da cadeia é que, embora cada nova amostra dependa da anterior, novas 
amostras não dependem de nenhuma amostra antes da priori (Ravenzwaaij, 2018).

Um dos algorítmos mais utilizados para a implementação do método de Monte 
Carlo com cadeias de Markov é o de Metropolis-Hastings. Uma etapa do algoritmo de 
Metropolis-Hasting de distribuição invariante  e distribuição proposta  envolve 
amostragem de um parâmetro candidato  dado o seu valor atual  de acordo com 

. A cadeia de Markov então se move para  com probabilidade de aceitação
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O algoritmo de Metropolis-Hastings é descrito a seguir (Kaipio e Somersalo, 
2004):

1. Inicializa-se o contador de iterações i=0 e especifi ca-se um valor inicial .
2. Gera-se um valor candidato  da distribuição .
3. Calcula-se a probabilidade de aceitação  e gera-se uma amostra 

aleatória auxiliar de uma distribuição uniforme: . 
4. Se  então aceita-se o novo valor e faz-se , caso contrário 

rejeita-se e faz-se .
5. Incrementa-se o contador de i para i+1 e volta-se para o passo 2. 

4 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES

Aplicou-se o método MCMC com algoritmo de Metropolis-Hastings para estimação 
de parâmetros do sistema de cristalização de gibbsita com cinética constante. Neste 
trabalho foram utilizadas medidas simuladas com o objetivo de fazer as verifi cações 
dos códigos desenvolvidos. A geração de medidas simuladas foi realizada ao adicionar 
ruídos gaussianos, com média zero e desvio padrão constante, na variável de estado 
em que supostamente é possível obter medidas. As medidas simuladas foram geradas 
da seguinte forma:

onde Yexato é obtida na solução do problema direto com parâmetros conhecidos, 
 é o desvio padrão das medidas e  é uma variável aleatória com distribuição 

N(0,1).
As estimativas realizadas foram consideradas distribuições gaussianas 

para as distribuições de probabilidade a priori para os parâmetros. Para as 
estimativas de parâmetros do modelo de Bekker e Livk (2011) foram utilizadas 
as seguintes condições iniciais para as variáveis de estado : 

. Foi considerado a análise do processo para 
um tempo de 50 h e os parâmetros de referência adotados são apresentados na 
Tabela 1



E-book Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química Capítulo 7 78

Parâmetros Descrição Valores 
(Unidades)

G0 Taxa de crescimento 
constante

5 x 10-10

(m/s)
B0 Taxa de nucleação 

constante
1,25 x 106

(m-3.s-1)
a Coefi ciente do 

balanço de massa
3,20 x 10-17

(m³)
b Coefi ciente do 

balanço de massa
35,2

 Tabela 1: Parâmetros de referência para os modelos propostos por Bekker e Livk (2011)

Antes da aplicação do algoritmo MCMC, foi realizada uma análise de sensibilidade 
para verifi car quais parâmetros podem ser estimados simultaneamente. Para tanto, é 
necessário que os coefi cientes de sensibilidade apresentem considerável magnitude 
em relação a variável de estado medida e sejam linearmente dependentes. O modelo 
proposto é composto de 4 parâmetros  e 3 variáveis de estado YT=

. Uma vez que para um sistema de cristalização com cinética 
constante consegue-se ter medida apenas da variável de estado s(t), a análise de 
sensibilidade é realizada apenas em relação a ela. O coefi ciente de sensibilidade 
reduzido (Xij) é apresentado a seguir na Figura 1 para cada um dos parâmetros e como 
eles afetam a variável de estado que possui medida. 

Figura 1: Análise do coefi ciente de sensibilidade reduzido

Ao analisar a Figura 1 verifi ca-se que os coefi cientes reduzidos referentes aos 
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parâmetros  apresentam independência linear e considerável magnitude em 
relação a , enquanto que o coefi ciente de sensibilidade do parâmetro 
, apresenta magnitude quase nula. Desta forma, espera-se estimar os parâmetros 

 simultaneamente. 
As estimativas do modelo proposto por Bekker e Livk com a Técnica de Monte 

Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) foram realizadas ao estimar os parâmetros 
. A geração de parâmetros candidatos foi realizada por meio de um passeio 

aleatório com distribuição Gaussiana com média igual ao parâmetro do estado anterior 
e desvio padrão igual ao passo do procura, w= 8 X 10-3, vezes o parâmetro do estado 
anterior. 

A análise da infl uência da incerteza nas medidas foi realizada com 3 valores: 1%, 
5% e 10% da variável de estado Y. Em relação a distribuição de probabilidade a priori 
considerou-se uma distribuição Gaussiana com média igual ao valor do parâmetro de 
referência e desvio padrão igual a 10% do valor do parâmetro. A seguir são mostradas 
na Figura 2 as evoluções das cadeias de Markov para os parâmetros do modelo.

Figura 2: Evolução das cadeias de Markov para diferentes desvios de medida para os 
parâmetros (a) G0, (b) B0 e (c) b.

Ao analisar a Figura 2 pode-se inferir que houve boas estimativas para todos 
os desvios de medida analisados, visto que a convergência das cadeias ocorre em 
valores muito próximos aos valores de referência. Verifi cou-se também que para os 
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três parâmetros estimados os estados de aquecimento da cadeia permanecem os 
mesmos para cada desvio, chegando-se a conclusão que as incertezas na medida 
não afetam os estados de aquecimento da cadeia. 

Outra análise a ser feita quanto a infl uência da incerteza das medidas nas 
estimativas é a avaliação da média e intervalo de credibilidade das distribuições a 
posteriori dos parâmetros estimados. Na Tabela 2, analisou-se essa infl uência para 
um desvio de medida de 1%, 5% e 10% 

Valor Exato 
(Unidade)

G0
(x 10-10)

5
(m/s)

4,99
(4,96 , 5,02)

5,05
(4,90 , 5,21)

5,17
(4,91 , 5,46)

B0
(x106)

1,25
(m-3.s-1)

1,26
(1,24 , 1,28)

1,21
(1,11 , 1,31)

1,20
(1,01 , 1,34)

b 35,2 34,94
(34,11 , 35,88)

33,59
(30,30 , 37,81)

35,91
(31,41 , 42,26)

Tabela 2: Análise da infl uência das incertezas das medidas nas estimativas de parâmetros para, 
=1% X Y,  = 5% X Y e  = 10% X Y 

A Tabela 2 mostra que para os 3 desvios de medida analisados houve excelente 
estimativas, uma vez que os valores estimados se apresentam muito próximos dos 
valores exatos. Além disso, os intervalos de credibilidade de 99% são pequenos, 
reforçando que as estimativas foram muito boas.

A última análise a ser feita é quanto a infl uência da incerteza das medidas para 
as estimativas das variáveis de estado do modelo, comparando as medidas com as 
soluções estimadas e os intervalos de credibilidade. Os gráfi cos com as estimativas 
da variável de estado n (L, t), , e s(t) para o caso de incerteza na medida de 5% 
são apresentado na Figura 3.
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Figura 3: Gráfi co da infl uência de  nas estimativas das variáveis de estado para (a) , (b)  e (c) 

Nota-se grafi camente que para os casos analisados os resultados foram bem 
satisfatórios, visto que os valores das variáveis de estado estimadas tiveram boa 
concordância com as medidas simuladas e o intervalo de credibilidade. 

Outra analise realizada para verifi cação do mesmo modelo pela técnica MCMC 
foi a infl uência do desvio padrão nas estimativas. Essa análise foi realizada para 3 
valores: 10% , 20% e 30%.  Considerou-se uma distribuição Gaussiana com média 
igual ao valor do parâmetro e desvio da medida igual a 5% do valor da variável de 
estado.

A seguir são mostradas na Figura 4 as evoluções das cadeias de Markov.
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Figura 4: Evolução das cadeias de Markov para diferentes desvios-padrões para os parâmetros 
(a) G0, (b) B0 e (c) b.

Ao analisar a Figura 6 pode-se inferir que houve boas estimativas para todos 
os desvios de medida analisados, visto que a convergência das cadeias ocorre em 
valores muito próximos aos valores de referência. Foi também analisada a infl uência da 
incerteza do desvio-padrão nas estimativas. Na Tabela 5, analisou-se essa infl uência 
para um desvio padrão de 10%,20% e 30% 

Valor Exato 
(Unidade)  = 10%  = 20%  = 30%

G0
(x 10-10)

5
(m/s)

5,06
(4,90 , 5,21) 4,93

(4,77 , 5,10)
4,98

(4,82 , 5,12)

B0
(x 106)

1,25
(m-3.s-1)

1,21
(1,11 , 1,32)

1,31
(1,22 , 1,41)

1,26
(1,16 , 1,37)

b 35,2 33,58
(30,30 , 37,81)

33,23
(29,16 , 37,74)

32,21
(29,11 , 37,22)

Tabela 3: Análise da infl uência das incertezas no desvio padrão nas estimativas de parâmetros 
para  σp=10%

A Tabela 3 mostra que para os desvios padrão analisados houve excelente 
estimativas, demonstrando precisão, dado que os valores estimados estiveram dentro 
do intervalo de credibilidade de 99% , e acuracia, uma vez que os valores estimados 
se apresentam muito próximos dos valores exatos. 

Por fi m, é realizada a análise das estimativas das variáveis de estado, comparando 
as medidas com as soluções estimadas e os intervalos de credibilidade. Os gráfi cos 
com as estimativas das variáveis de estado , n(L,t),  e s(t) para um desvio padrão 
de 10% são apresentados na Figura 5. Observa-se que para os casos analisados os 
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resultados foram bem satisfatórios, visto que os valores da variável de estado estimativa 
tiveram boa concordância com as medidas simuladas e o intervalo de credibilidade. 

Figura 5: Gráfi co da infl uência de σp=10% nas estimativas das variáveis de estado para (a) n/n0, 
(b) (t) e (c) s(t)

5 |  CONCLUSÃO

O trabalho apresentou a aplicação da técnica bayesiana de Monte Carlo via 
Cadeia de Markov para estimar os parâmetros do modelo de balanço populacional 
para cristalização de gibbsita. Inicialmente foi realizada a análise do coefi ciente de 
sensibilidade reduzido, onde constatou-se que os parâmetros G0, B0 e b (modelo de 
Bekker e Livk) poderiam ser estimados. Os casos estudados para aplicação do MCMC 
foram para analisar a infl uência da incerteza da medida e do desvio padrão. Verifi cou-
se que em todos os cenários houve precisão e acurácia na estimativa dos parâmetros. 
Além dos parâmetros, verifi cou-se que as variáveis de estados estimadas e medidas 
houve boa concordância. Desta maneira, mostrando que a técnica de Monte Carlo 
via Cadeia de Markov é capaz de estimar os parâmetros dos modelos de balanço 
populacional estudado neste trabalho.

Agradecimento às agências de fomento FAPESPA, CAPES e CNPq que 
fi nanciaram esse trabalho
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6 |  NOMENCLATURA
 a Coefi ciente do balanço de massa, m³
 b Coefi ciente do balanço de massa, adimensional
 B0 Taxa de nucleação constante,  m-3.s-1

 G0 Taxa de crescimento constante, m/s
 n (L, t) Densidade de tamanho de cristais, m-4

 n0 Densidade de tamanho de cristais inicial, m-4

 L0 Comprimento inicial , m
 Lmedio Comprimento médio, m
 Lmin Comprimento minimo do cristal, m
 Lmax Comprimento máximo do cristal, m
 s(t) Supersaturação relativa
 tend Tempo fi nal,  s

LETRAS GREGAS
Segundo momento de distribuições de tamanho do cristal, m2. m-3

Vetor de parâmetros
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