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APRESENTAÇÃO

A coleção “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química volume 
2” é uma obra que tem como foco principal a discussão e divulgação científica por meio 
de trabalhos com diferentes funcionalidades que compõe seus capítulos. O volume 
abordará em especial trabalhos que contribuem a nível educacional e aplicado tanto 
na área de engenharia química, química e tecnologias.

O objetivo central foi apresentar de forma categorizada e clara estudos 
correlacionados a energias renováveis, aproveitamento de resíduo agroindustrial, 
desenvolvimento de simulador de processos, simulação de custos de produção, e 
em especial estudos correlacionados a nível educacional por meio de jogos didáticos, 
quiz educativo com foco na aprendizagem de reações químicas e tabela periódica. Em 
todos esses trabalhos a linha condutora foi o aspecto relacionado à aproveitamento 
de resíduos, disseminação de conhecimento, otimização de procedimentos e 
metodologias, dentre outras abordagens importantes na área de exatas e engenharia. 
O avanço das pesquisas e divulgação dos resultados tem sido um fator importante 
para o desenvolvimento da ciência e estímulo de inovação.

Temas diversos e interessantes são, deste modo, discutidos aqui com a proposta 
de fundamentar o conhecimento de acadêmicos, mestres e todos aqueles que de 
alguma forma se interessam pela área de exatas e engenharia química aplicada e 
educacional. Possuir um material que demonstre evolução de diferentes metodologias, 
abordagens, otimização de processos, caracterização com técnicas substanciais, 
reutilização de resíduos de regiões específicas do país é muito relevante, assim como 
abordar temas atuais e de interesse tanto no meio acadêmico como social.

Deste modo a obra “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química 
volume 2” apresenta estudos fundamentados nos resultados práticos obtidos pelos 
diversos professores e acadêmicos que arduamente desenvolveram seus trabalhos que 
aqui serão apresentados de maneira concisa e didática. Sabemos o quão importante 
é a divulgação científica, por isso evidenciamos também a estrutura da Atena Editora 
capaz de oferecer uma plataforma consolidada e confiável para estes pesquisadores 
explorarem e divulgarem seus resultados. 

Jéssica Verger Nardeli
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RESUMO: Modelos de balanço populacional 
incorporam dentro de sua estrutura coeficientes 
de quebra, aglomeração e crescimento que 
representam os mecanismos presentes na 
formação de partículas em sistemas particulados. 
Muitas vezes, tais coeficientes são difíceis de 
estimar devido a sua natureza não linear. Nesse 
trabalho foi aplicada a metodologia de obter a 
estimativa desses parâmetros a partir da técnica 
bayesiana de Monte Carlo via cadeia de Markov. 
Assim sendo, foram estimados os parâmetros 
de modelos propostos por Gelbard e Seinfeld 
(1978) que descrevem o comportamento de 
sistemas particulados. Utilizando medida 
simulada, a técnica foi aplicada nos parâmetros 
dos modelos propostos e obteve-se boas 
estimativas, gerando resultados satisfatórios e 
mostrando que a técnica teve boa aplicabilidade 
nos parâmetros dos modelos em estudo.
PALAVRAS-CHAVE: Problemas Inversos, 
Monte Carlo via Cadeia de Markov, Balanço 
Populacional, Sistemas Particulados
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APPLICATION OF MARKOV CHAIN MONTE CARLO TECHNIQUE FOR 
ESTIMATION OF POPULATION BALANCE MODEL PARAMETERS IN 

PARTICULATE SYSTEMS

ABSTRACT: Population balance models incorporate within their framework rupture, 
agglomeration and growth coefficients that represent the mechanisms present in 
particle formation in particulate systems. Often, such coefficients are difficult to 
estimate because of their nonlinear nature. In this paper, we applied the methodology 
of obtaining the estimation of these parameters from the Monte Carlo Markov chain 
Bayesian technique. Thus, the model parameters proposed by Gelbard and Seinfeld 
(1978) that describe the behavior of particulate systems were estimated. Using 
simulated measurement, the technique was applied to the parameters of the proposed 
models and good estimates were obtained, generating satisfactory results and showing 
that the technique had good applicability in the parameters of the models under study.
KEYWORDS: Inverse Problems, Markov Chain Monte Carlo, Population Balance, 
Particulate Systems.

1 |  INTRODUÇÃO

Processos particulados nas últimas décadas ganharam grande destaque na 
Engenharia Química, principalmente por que se tornaram economicamente vantajosos 
e tecnicamente atraentes para algumas unidades de bens de produção (Duarte e 
Batista, 2008; Gunawan, 2004). Hulburt e Katz (1964) forneceram uma estrutura para a 
análise de sistemas particulados, apresentando uma equação que veio a ser conhecida 
como a equação do balanço populacional. A equação de balanço populacional busca 
entender a mudança ao longo do tempo de uma propriedade dentro da população para 
determinadas condições do processo. Para tanto, torna-se impreterível o conhecimento 
dos fenômenos que possam modificar a distribuição de partículas no tempo, como 
nucleação, crescimento, quebra e aglomeração de partículas (Ramkrishna, 2000). 

Esses mecanismos dentro da estrutura do balanço populacional são expressos 
por coeficientes que contem parâmetros que precisam ser estimados para avaliar a 
cinética das partículas. O método mais direto para essa observação é a observação 
individuais para determinar seu comportamento (Chakraborty, 2015).  Entretanto, a 
observação de partículas especificas pode ser difícil num cenário contendo várias 
partículas onde deseja-se monitorar suas interações para observar os efeitos que as 
mesmas possuem na distribuição do tamanho de partículas (Ramkrishna, 2000). Dessa 
forma, problemas inversos surgem quando a solução para a equação governante é 
conhecida, mas taxas fenomenológicas (como, agregação, crescimento e quebra) do 
modelo não são.

O presente trabalho introduz a técnica Bayesiana de Monte Carlo via Cadeia de 
Markov para estimar os parâmetros dos modelos propostos por Gelbard e Seinfeld 
(1978) que regem a dinâmica de sistemas particulados. Tal técnica tem como mote 
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obter uma amostra da distribuição a posteriori e calcular estimativas amostrais 
das características desta distribuição. Com isso, visa obter inferências acerca dos 
parâmetros que regem o mecanismo do processo e se obter conclusões sobre esses 
mecanismos.

2 |  MODELOS DIRETOS

Um sistema particulado é determinado pela infl uência de diversos fenômenos 
tais como: nucleação, crescimento, aglomeração e quebra. A formulação matemática 
da dinâmica desses sistemas pode ser expressa pela equação geral do balanço 
populacional (Ramabhadran et al., 1976; Gelbard e Seinfeld, 1978; Peterson et al., 
1978):

onde, Iv(v, t) é a taxa de mudança de volume v pela transferência de massa entre 
partículas e fase fl uida,  é o coefi ciente de coagulação da partícula para volumes 
v e , e Sv é a taxa líquida de adição de partículas novas no sistema. As condições 
inicial e de contorno requeridas para a Equação (1) são geralmente fornecidas como

Na Equação (2), inicialmente considera-se uma distribuição de volume inicial 
exponencial, onde N0 é o número de partículas inicial total e v0 é o volume inicial. A 
condição de contorno da Equação (3) indica que não há partículas de tamanho zero. 

O termo (I) está relacionado à taxa de crescimento de partículas por transferência 
de massa para uma única partícula, o termo (II) representa o nascimento de partículas 
pela colisão de uma partícula de tamanho  com outra partícula de tamanho 
para formar uma partícula de volume v (assumindo conservação de volume durante a 
coagulação), o termo (III) representa a taxa de morte de partículas pela colisão com 
outras partículas, e o termo (IV) pode representar a taxa de adição ou remoção de 
partículas no sistema (Ramabhadran et al., 1976; Gelbard e Seinfeld, 1978; Peterson 
et al., 1978).

A partir dessa equação, e dada a grande variedade de contextos ao qual está 
inserida, Gelbard e Seinfeld (1978) propuseram 4 modelos os quais serão detalhados 
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nos tópicos seguintes.

2.1 Modelo 1 - Aglomeração pura com coefi ciente de aglomeração constante

O Modelo 1 considera um sistema particulado submetido apenas por aglomeração 
pura com coefi ciente de aglomeração constante, assumindo que no processo de 
aglomeração de partículas o tamanho das partículas não é levado em consideração e 
que o coefi ciente é independente do tamanho, o que implica que as partículas possuem 
uma probabilidade igual de formar um aglomerado permanente, independente do seu 
tamanho (Kapul e Fuerstenau, 1969). Dessa forma, o modelo de balanço populacional 
assume a forma (Scoot, 1968; Ramabhadran et al., 1976; Gelbard e Seinfeld, 1978; 
Peterson et al., 1978)

onde  representa o coefi ciente de aglomeração constante. Com o coefi ciente 
de aglomeração constante, Scoot (1968) apresentou uma solução analítica para a 
Equação (4) utilizando a transformada de Laplace e a mesma é apresentada a seguir

2.2 Modelo 2 - Aglomeração pura com coefi ciente de aglomeração variável

O Modelo 2 considera um sistema particulado submetido apenas por aglomeração 
pura com coefi ciente de aglomeração variável, levando em consideração o tamanho 
das partículas. Esse coefi ciente expressa que partículas maiores tem aglomeração 
mais favorável que partículas menores, que estão quase sempre presentes no 
meio (Salman, Hounslow e Seville, 2007). Este coefi ciente de aglomeração pode 
ser explicado a partir da difusão turbulenta no meio (Golovin, 1963; Hidy e Brock, 
1970). Dessa forma, o modelo de balanço populacional assume a forma (Scoot, 1968; 
Ramabhadran et al., 1976; Gelbard e Seinfeld, 1978; Peterson et al., 1978)

onde  representa o coefi ciente de aglomeração dependente do tamanho 
das partículas. Para o fenômeno de aglomeração pura, com coefi ciente de aglomeração 
variável, Golovin (1963) e Scoot (1968) obtiveram como solução analítica
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onde . é uma função de Bessel modifi cada de primeira 
ordem.

2.3 Modelo 3 - Aglomeração pura com coefi ciente de aglomeração variável e taxa 

de remoção de partículas 

O Modelo 3 considera um sistema particulado submetido por aglomeração pura 
com coefi ciente de aglomeração variável e taxa de remoção de partículas,representado 
por R0. Essa taxa de remoção representa a quantidade de partículas removidas por 
procesos como sedimentação e difusão (Slama et al.,2014). Dessa forma, o modelo 
de balanço populacional assume a forma (Gelbard e Seinfeld, 1978; Peterson et al., 
1978)

O modelo matemático dado pela equação integro-diferencial parcial (8) admite 
solução analítica na forma (Peterson et al., 1978; Gelbard e Seinfeld, 1978)

onde,  é uma função de Bessel 
modifi cada de primeira ordem. 

2.2 Modelo 4 - Aglomeração pura com coefi ciente de aglomeração constante e 
taxa de crescimento de partículas 

O Modelo 4 considera um sistema particulado submetido apenas por aglomeração 
pura com coefi ciente de aglomeração constante e taxa de crescimento de partícula por 
condensação heterogênea, ou seja, a deposição de massa em fase vapor diretamente 
em partículas já existente (Hidy and Brock, 1970; Ramabhadran et al., 1976; Peterson 
et al., 1978). Dessa maneira, o modelo de balanço populacional assume a forma (Hidy 
and Brock, 1970; Ramabhadran et al., 1976; Peterson et al., 1978)
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onde  representa a diferença na concentração das espécies difusoras no 
ambiente e na superfície da partícula para uma taxa de crescimento controlada pela 
reação quimica no meio. A solução analítica da Equação (10) é (Ramabhadran et al., 
1976):

3 |  MONTE CARLO VIA CADEIA DE MARKOV

O método de Monte Carlo via Cadeia de Markov é uma versão iterativa dos 
métodos de Monte Carlo tradicionais. A ideia é obter uma amostra da distribuição 
a posteriori e calcular estimativas amostrais das características desta distribuição 
usando técnicas de simulação iterativa, baseadas em Cadeias de Markov (Ehlers, 
2007).

No presente trabalho foi utilizado o algoritmo de Metropolis-Hastings para a 
implementação do método de Monte Carlo com cadeias de Markov. Este algoritmo é 
baseado no método de aceitação-rejeição, onde são gerados valores candidatos  que 
pertencem a uma distribuição proposta . O algoritmo de Metropolis- Hastings é 
descrito a seguir (Kaipio e Somersalo, 2004):

1. Inicializa-se o contador de iterações i=0 e especifi ca-se um valor inicial .
2.Gera-se um valor candidato  da distribuição :

onde  é uma variável N(0,1) e w é o passo de procura.
3. Calcula-se a probabilidade de aceitação  do valor candidato na forma:

4. Gera-se uma amostra aleatória auxiliar de uma distribuição uniforme: 
5. Se  então aceita-se o novo valor e faz-se , caso contrário rejeita-

se e faz-se .
6. Incrementa-se o contador de i para i+1 e volta-se para o passo 2. 
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4 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES

Aplicou-se o método MCMC com algoritmo de Metropolis-Hastings para estimar 
os parâmetros dos modelos propostos por Gelbard e Seinfeld (1978) para sistemas 
particulados. Neste trabalho foram utilizadas medidas simuladas com o objetivo de 
fazer as verificações dos códigos desenvolvidos.

As estimativas realizadas foram consideradas distribuições gaussianas para 
as distribuições de probabilidade a priori dos parâmetros. Para as estimativas dos 
parâmetros dos modelos de Gelbard e Seinfeld (1978) foram utilizadas as seguintes 
condições iniciais para a variável de estado : n(D, t): N0 = 1x1010 cm-3 e D0 = 1 μm. 
Foi considerado a análise do processo para o tempo de 2 segundos. Em relação aos 
parâmetros adotados como referência, estes são apresentados na Tabela 1

Parâmetros Modelo Valores 
(Unidades)

β0(X 10-10) 1 e 4 1.2 (cm³/s)
β1(X 10-10) 2 e 3 1.8 (cm³/s)

R0 3 1 (cm³/s)
σ 4 1 (cm³/s)

Tabela 1: Parâmetros de referência para os modelos propostos por Gelbard e Seinfeld

Antes da aplicação do algoritmo MCMC foi realizada uma análise de sensibilidade 
para verificar quais parâmetros podem ser estimados simultaneamente dos modelos 3 
e 4, dado que os modelos 1 e 2 possuem apenas um parâmetro e esses parâmetros 
possuem magnitue consideravel em relação a variavel de estado medida. Para os 
parâmetros dos modelos 3 e 4, é necessário que os coeficientes de sensibilidade dos 
mesmos apresentem considerável magnitude em relação a variável de estado medida 
e sejam linearmente dependentes. 

O modelo 3 é composto por 2 parâmetros, o coeficiente de aglomeração β1 e a 
taxa de remoção de partículas R0. São apresentados os coeficientes de sensibilidade 
na faixa de tempo e diâmetro para os dois parâmetros para verificar a dependência 
linear e sua magnitude. Estes coeficientes são mostrados a seguir na Figura 1 para os 
diâmetros e tempos analisados.
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Figura 1– Analise do coefi ciente de sensibilidade reduzido para os parâmetros do modelo 3

A análise do coefi ciente de sensibilidade reduzido na faixa de diâmetro da 
partícula para os parâmetros do modelo 3 mostrada nas Figuras 1(a)-(c) conclui que 
os parametros β1 e R0 apresentam considerável magnitude na faixa de 1 μm, logo 
as análises do comportamento temporal dos parâmetros e da variável de estado 
dos modelos serão consideradas nesse diâmetro de partícula. Contudo, ao analisar 
a Figura 1(d) é verifi cado que os coefi cientes reduzidos do parâmetro β1 apresenta 
considerável magnitude em relação a variável de estado analisada e, portanto, pode 
ser estimado. Em relação ao parâmetro  este apresenta magnitude praticamente nula 
em relação a variável de estado analisada e, portanto, não será estimado.

O modelo 4 é composto por 2 parâmetros, o coefi ciente de aglomeração (β0) e 
a taxa de crescimento por coagulação (σ). Primeiramente, a análise do coefi ciente de 
sensibilidade é análoga ao modelo 3 e está presente na Figuras 2.
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Figura 2– Analise do coefi ciente de sensibilidade reduzido para os parâmetros do modelo 4

Pelas Figuras 2.(a)-(c), a análise do coefi ciente de sensibilidade reduzido na 
faixa de diâmetro da partícula para os parâmetros do modelo 4 é análoga ao modelo 3. 
Ao analisar a Figura 2.(d) é verifi cado que os coefi cientes reduzidos dos parâmetros β0

e σ são linearmente independentes e apresentam considerável magnitude em relação 
a variável de estado analisada. Assim sendo, é inferido a partir das análises que estes 
parâmetros podem ser estimados simultaneamente.

As estimativas de parâmetros realizadas com a Técnica de Monte Carlo via 
Cadeia de Markov foram realizadas para estimar os parâmetros do modelo 1 (β0), do 
modelo 2 (β1), do modelo 3 (β1 e R0) e do modelo 4 (β0 e σ). A geração de parâmetros 
candidatos foi realizada por meio de um passeio aleatório com distribuição Gaussiana 
com média igual ao parâmetro do estado anterior e desvio padrão igual ao passo de 
procura, w, vezes o parâmetro do estado anterior. 

A análise da infl uência do passo de procura foi realizada na estimativa do 
parâmetro β0 do primeiro modelo. Esta análise foi realizada com três valores: 1X10-3, 
3X10-3 e 5X10-3. Considerando uma distribuição de probabilidade a priori gaussiana, 
com a média é igual ao valor exato do parâmetro e desvio-padrão igual a 10% do valor 
do parâmetro de referência e incerteza de medida de 1% da variável de estado.

As análises da infl uência do passo de procura foram baseadas em: evolução das 
cadeias de Markov e taxa de aceitação. A seguir são mostradas na Figura 3 a evolução 
das cadeias de Markov para o parâmetro do modelo 1 com os passos de procura.
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Figura 3: Evolução das cadeias de Markov para diferentes passos de procura para o parâmetro 
β0

A análise da Figura 3 permite inferir que para todos os passos de procura 
analisados as estimativas alcançadas foram boas, uma vez que as cadeias convergiram 
no valor de referência do parâmetro. Verifi cou-se também que para o parâmetro ser 
estimado são necessários mais estados de aquecimento da cadeia para valores 
menores de passo de procura, como pode ser visto na Tabela 2 a seguir.

Passo de 
procura

Estados de 
Aquecimento

1 X 10-3 2500
3 X 10-3 600
5 X 10-3 400

Tabela 2: Infl uência do passo de procura nos estados de aquecimento. 

Esta análise do passo de procura é importante para reduzir a quantidade de 
estados na cadeia. Isto é interessante, pois há redução de custo computacional. Por 
este ponto de vista, seria conveniente usar passos de procura com altos valores. 
Porém, ao fazer isso reduz-se a taxa de aceitação conforme apresentado na Figura 4.
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Figura 4: Taxa de aceitação para diferentes passos de procura

Além da análise da infl uência do passo de procura, foram realizadas a avaliação 
da média e intervalo de credibilidade das distribuições a posteriori dos parâmetros 
estimados. Considerando como distribuição de probabilidade a priori uma distribuição 
gaussiana, com média igual ao valor do parâmetro de referência e desvio-padrão igual 
a 30% do parâmetro de referência, um valor considerado relativamente alto. O desvio 
de medida é igual a 5% da variável de estado e o passo de procura utilizado para 
essa análise foi o de 5X10-3. As informações acerca das estimativas dos parâmetros 
(distribuição de probabilidade a posteriori) dos 4 modelos são apresentadas na Tabela 
3

θ Exato M1 M2 M3 M4
β0

(x 10-10)
1.2 1.22 

(1.08; 1.38)
- - 1.39

(1.06; 1.65)
β1

(x10-10)
1.8 - 1.80

 (1.72; 1.89)
1.77

(1.67; 1.90)
-

σ 1 - - - 0.91
(0.74; 1.15)

Tabela 3 - Estimativa dos Parâmetros (média e intervalo de credibilidade 99%)

A Tabela 3 mostra que em todos os casos analisados, os parâmetros tiveram 
excelentes estimativas. O algoritmo apresentou precisão, uma vez que a medida das 
estimativas se apresentaram muito próximas dos valores exatos. Como os intervalos de 
credibilidade de 99% apresentam faixa (limites máximo e mínimo) consideravelmente 
pequena, isso mostra que houve acurácia nas estimativas. 

Para fi nalizar a análise da verifi cação do algoritmo MCMC é apresentado o gráfi co 
das estimativas da variável de estado para o modelo 1, contendo a média, a medida 
simulada e os intervalos de credibilidade. Esse gráfi co é apresentado na Figura 5.
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Figura 5: Gráfi co das estimativas da variável de estado para o modelo 1

Ao analisar a fi gura acima, observa-se que os resultados foram bem satisfatórios, 
uma vez que os valores estimados, medidos e do intervalo de credibilidade tiveram boa 
concordância com as medidas simuladas e o intervalo de credibilidade. Fisicamente, 
nota-se que a função densidade de distribuição de tamanho diminui quando o tempo 
aumenta, isso ocorre devido a colisão entre partículas, para formar corpos maiores.

5 |  CONCLUSÃO

O presente trabalho apresentou a utilização da técnica bayesiana de Monte 
Carlo via Cadeia de Markov para estimativa dos parâmetros dos modelos de balanço 
populacional propostos por Gelbard e Seinfeld (1978) para sistemas particulados. 
Inicialmente foi realizada a análise dos coefi cientes de sensibilidade reduzido, onde 
constatou-se que os parâmetro β0 (modelo 1 e modelo 4), β1 (modelo 2 e modelo 3) e 
σ (modelo 4) poderiam ser estimados. Ao analisar os casos estudados com o MCMC, 
constatou-se que o passo de procura, w, infl uencia no aquecimento da cadeia de 
Markov e quanto maior for o passo de procura menos estados serão requeridos para 
o aquecimento da cadeia. Desta maneira, mostrou-se que a técnica de Monte Carlo 
via Cadeia de Markov é capaz de estimar os parâmetros dos modelos de balanço 
populacional estudado neste trabalho.

Agradecimento às agências de fomento FAPESPA, CAPES e CNPq que 
fi nanciaram esse trabalho.
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6 |  NOMENCLATURA

D Diâmetro da partícula,  μm
n (D, t) Densidade de tamanho de partículas, μm-3.cm-3
N0 Numero total de partículas no tempo zero,  cm-3
R0 Taxa de remoção de partículas, cm³/s

6.1 LETRAS GREGAS

β0 Coeficiente de coagulação constante, cm³/s
β1 Coeficiente de coagulação variável, cm³/s
σ0 Condensação constante para crescimento uniforme, cm³/s
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