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APRESENTAÇÃO

A coleção “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química volume 
1” é uma obra que tem como foco principal a discussão e divulgação científica por 
meio de trabalhos com diferentes funcionalidades que compõe seus capítulos. O 
volume abordará de forma categorizada trabalhos, pesquisas que transiram nos vários 
caminhos da engenharia química de forma mais aplicada tanto para pesquisa como 
indústria.

O objetivo central foi apresentar de forma categorizada e clara estudos 
correlacionados a estudo cinético, termodinâmico, físico-químico, caracterização de 
materiais por meio de várias técnicas (Microscopia eletrônica de varredura, análise 
de difração de raio-X dentre outras) e abordagens (tamanho de partícula, tratamento 
estatístico) desenvolvidos em diversas instituições de ensino e pesquisa do país. Em 
todos esses trabalhos a linha condutora foi o aspecto relacionado à caracterização, 
aplicação, otimização de procedimentos e metodologias, dentre outras abordagens 
importantes na área de exatas e engenharia. O avanço das pesquisas e divulgação 
dos resultados tem sido um fator importante para o desenvolvimento da ciência e 
estímulo de inovação.

Temas diversos e interessantes são, deste modo, discutidos aqui com a proposta 
de fundamentar o conhecimento de acadêmicos, mestres e todos aqueles que de 
alguma forma se interessam pela área de exatas e engenharia química aplicada e 
educacional. Possuir um material que demonstre evolução de diferentes metodologias, 
abordagens, otimização de processos, caracterização com técnicas substanciais 
é muito relevante, assim como abordar temas atuais e de interesse tanto no meio 
acadêmico como social.

Deste modo a obra “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química 
volume 1” apresenta estudos fundamentados nos resultados práticos obtidos pelos 
diversos professores e acadêmicos que arduamente desenvolveram seus trabalhos que 
aqui serão apresentados de maneira concisa e didática. Sabemos o quão importante 
é a divulgação científica, por isso evidenciamos também a estrutura da Atena Editora 
capaz de oferecer uma plataforma consolidada e confiável para estes pesquisadores 
explorarem e divulgarem seus resultados. 

Jéssica Verger Nardeli
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RESUMO: Reportamos efeitos de difusão 
anômala em sistemas particulados com 
acoplamento de memória. Nós usamos a 
classe de passeios aleatórios com memória 
como ferramenta para modelar sistemas de 
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partículas. Encontramos os regimes superdifusivo e difusivo ordinário. Observamos 
duas transições de regimes difusivo. Quando o acoplamento é mínimo é observada 
superdifusão acompanhada por oscilações log-periódicas do primeiro momento da 
posição, que desaparecem com o aumento do acoplamento. A primeira transição ocorre 
quando o acoplamento cresce de acoplamento nulo para diferente de zero; o sistema 
sofre uma transição do regime superdifusivo para o regime ordinário. Continuando 
a aumentar o acoplamento, os resultados mostram a segunda transição do regime 
ordinário para o regime superdifusivo
PALAVRAS-CHAVE: Passeios aleatórios. Memória. Acoplamento. Sistemas 
particulados. Oscilações amortecidas.

DAMPED OSCILLATIONS IN PARTICULATE SYSTEMS WITH MEMORY 
COUPLING 

ABSTRACT:  We report anomalous diffusion effects in particulate systems with memory 
coupling. We used the class of random walks with memory  as a tool to modelate 
particulate systems. We found the superdiffusive and ordinary regimes. We observed to 
regime transitions. When the coupling is minimum we observed log-periodic oscillations 
of the first moment of the position, which vanish when the coupling grows. We found 
two diffusion regime transitons. The first transition occurs when the coupling grows 
from null coupling to non-zero, the system suffer a transition from the superdiffusive 
regime to the ordinary regime. Continuing to increase the coupling, outcomes shows 
the second transition from the ordinary regime to the superdiffusive regime.
KEYWORDS: Random walks. Memory. Coupling. Particulate Systems. Damped 
Oscillations. 

1 |  INTRODUÇÃO

Em 1905, a publicação de uma pergunta feita por K. Pearson na revista Nature, 
surpreendentemente, convergiu para o nascimento da teoria dos passeios aleatórios 
(Pearson, 1905). Tornou-se uma ferramenta muito utilizada para atacar problemas na 
Física (Diniz et al., 2017), Economia (Masoliver et al., 2003), Engenharia (McCarthy, 
1993) (Klages, 2008) (Neyra et al., 2019), Biologia e Medicina (Moura et al., 2018) 
(Cressoni et al., 2012).

Em 2004, G.M. Schütz e S. Trimper descobriram uma classe de passeios 
aleatórios com memoria, i.e., que grava as decisões ao decorrer de toda a sua história. 
Este primeiro modelo ficou conhecido como passeios aleatórios do elefante (PAE). A 
cada instante uma decisão é recobrada equiprovavelmente. Um espectro de outros 
modelos foi construído segundo o modelo PAE: o modelo de passeios aleatórios 
com Alzheimer (Cressoni et al., 2007), o modelo de passeios aleatórios com perfil de 
memória Gaussiano (Borges et al., 2012), o modelo de passeios aleatórios com perfil 
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de memória exponencial (Alves et al., 2014), o modelo de passeios aleatórios com 
perfi l de memória -exponencial (Moura et al., 2016) e o modelo de passeios aleatórios 
com perfi l de memória binomial (Diniz et al., 2017).

No modelo de PAE, a memória é formada por um conjunto de variáveis aleatórias 
, onde  é o tempo escolhido uniformemente. A cada instante de tempo t, a decisão 

do elefante depende de toda a sua história recuperada a partir de uma distribuição 
uniforme. A probabilidade de recuperar uma ação realizada no passado é de 1/t sendo 
que t é o tempo atual. A cada instante t a decisão é gravada na memória, tal propriedade 
atribui a característica não-Markoviana ao passeio aleatório. O caminhante anda um 
passo para a direita (+1) ou um passo para a esquerda (-1), tal como em um passeio 
aleatório unidimensional Markoviano. A equação de evolução estocástica é

Para um tempo t+1, a variável  assume o valor  quando o caminhante anda 
um passo para a direita e -1 quando o caminhante anda um passo para a esquerda. A 
memória consiste de um conjunto de variáveis aleatórias  para o tempo . Este 
processo ocorre da seguinte maneira:

a) no tempo t+1 um numero t` do conjunto 1, 2, ..., t é escolhido aleatoriamente 
com probabilidade uniforme 1/t.

b)  é determinado estocasticamente por,  com probabilidade p e 
 com probabilidade 1-p.

O primeiro passo no instante t=1, ocorre de acordo com a seguinte regra: o 
caminhante se encontra na posição X0 e se move para a direita com probabilidade 
q ou para a esquerda com probabilidade 1-q, ou seja,  com probabilidade 
q e  com probabilidade 1-q. Então, segue-se que a equação de evolução 
estocástica é

O parâmetro p é a probabilidade do caminhante repetir uma ação do passado 
no instante de tempo t`. Quando (p>1/2) o caminhante apresenta um comportamento 
persistente, este é caracterizado pela repetição de ações passadas. Para (p<1/2) 
o caminhante toma uma ação contrária a ação que foi selecionada, o caminhante 
apresenta, portanto, um comportamento anti-persistente. Para o valor de (p=1/2) a 
caminhada aleatória é Markoviana. Nas regiões limítrofes de (p=0) e (p=1) surgem 
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dois comportamentos extremos. No ponto p=0, ocorre o máximo do comportamento 
anti-persistente, enquanto em p=1 ocorre o máximo do comportamento persistente, 
caracterizado pelo movimento balístico com (H=1), i.e., o caminhante move-se de 
forma determinística. Este tipo de passeio aleatório apresenta característica de que o 
primeiro passo é macroscopicamente relevante, portanto, possui impacto nos regimes 
de difusão medidos pelo expoente de Hurst (Hurst et al., 1969). 

O primeiro momento da posição é 

Sendo .  a função gama. Os parâmetros α e  estão 
defi nidos no intervalo .

O segundo momento da posição é dado por

Note que para  o segundo momento, a Equação 4 depende linearmente 
de t e a difusão é ordinária, para  a difusão é caracterizada como superdifusiva. 
No ponto  o segundo momento é descrito através de uma função logarítmica do 
tempo (Schutz e Trimper, 2004).

2 |  METODOLOGIA

2.1 O MODELO PAE-BIDIMENSIONAL

Dois caminhantes aleatórios PAE, 1 e 2, passeiam sobre dois eixos coordenados, 
distintos, perpendiculares, digamos x1 e x2, respectivamente. No instante de tempo t, a 
posição do primeiro caminhante é denotada por . Ele recobra tanto passos de sua 
própria memória como os passos da história do segundo PAE, rotulado . A posição 
do i-ésimo caminhante aleatório é quantifi cada pela equação estocástica

com i=1,2. A dinâmica microscópica segue as seguintes regras:
1. no tempo t+1, o elefante i escolhe um dos elefantes com índice k=1,2 com 
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probabilidade . Esta probabilidade deve satisfazer a relação ;
2. no tempo t+1, um tempo t` é uniformemente escolhido do conjunto {1,2,3,...,t};
3. no tempo t+1, o passo do i-ésimo elefante é , com probabilidade 

, com probabilidade . Portanto notamos que a probabilidade é

A probabilidade do primeiro passo é

A probabilidade do passo do i-ésimo caminhante no tempo t+1,  , que 
provêm do espectro de possibilidades do conjunto , é

Onde o parâmetro  é a probabilidade de acoplamento do i-ésimo elefante em 
relação ao k-ésimo elefante. De maneira que a probabilidade do primeiro passo é

A partir da equação 7 é possível calcular a probabilidade de , i.e., A partir da equação 7 é possível calcular a probabilidade de 
 que é

onde  .
O deslocamento condicional do i-ésimo elefante é
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Então, a partir da Equação 11 obtemos a relação recursiva do primeiro momento 
da posição

Outro parâmetro de deslocamento, neste caso para o primeiro passo, precisa ser 
defi nido como . Através desta defi nição, podemos encontrar o deslocamento 
inicial para o caminhante de índice i.

O modelo de passeios aleatórios do elefante com acoplamento de memória foi 
publicado em (Marquioni, 2019). Baseado nele, reproduzimos os resultados acima para 
servir de base para a construção do nosso modelo. Nosso modelo usará os mecanismos 
de acoplamento de memória introduzidos, numericamente e analiticamente, em (Moura 
et al., 2018) e (Marquioni, 2019), nesta exata ordem.

2.2 O MODELO DE PASSEIOS ALEATÓRIOS COM PERFIL DE MEMÓRIA DE 

CAUCHY

Seguindo os moldes, as regras e as condições do modelo PAE-bidimensional, 
propomos um modelo de passeios aleatórios com o perfi l de memória segundo 
a distribuição de Cauchy (Feller, 2008) acoplado com o PAE. Pela formulação dos 
passeios aleatórios do elefante, com termo de acoplamento, realizamos o acoplamento 
do PAE com passeios aleatórios com perfi l de memória de Cauchy (PAC). Atribuímos o 
rótulo 1 para o modelo PAE e o rótulo 2 para o modelo PAC. A função de distribuição de 
probabilidade de Cauchy, distribuição de probabilidade usada para trazer da memória 
uma lembrança do passado do conjunto 1,2,3...t é

Onde C0 é a constante de normalização,  o parâmetro de locação e  o 
parâmetro de escala. Utilizamos a distribuição de Cauchy, truncada, no intervalo . A 
dinâmica é a mesma do modelo de Schütz e Trimper, modifi cando apenas a distribuição 
de probabilidade uniforme pela Equação 14.

Um comportamento do PAC, com a variação do parâmetro de escala, , é o primeiro 
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momento da posição. Na Figura 1, destacamos a evolução do primeiro momento da 
posição para a região de anti-persistência (p<1/2). Nesta região, o comportamento 
do primeiro momento da posição é caracterizado por oscilações log-periódicas, que 
diminuem de amplitude na medida que  cresce, i.e., a região apresenta superdifusão 
acompanhadas por oscilações log-periódicas. Portanto, segundo a distribuição de 
Cauchy, para pequenos valores de , no intervalo , no seu primeiro momento 
percebemos que ao aumentar o parâmetro , as amplitudes das oscilações são 
maiores para , diminuindo para valores típicos de  e, sendo 106 menor 
para  quando comparamos com oscilações do primeiro momento da posição 
para . Destacamos estes resultados para a realização do acoplamento entre 
os caminhantes aleatórios, que apresentaremos na seção de resultados.

Figura 1 - Comportamento do primeiro momento da posição para os valores positivos de 
. Observados da magnitude das oscilações log-periódicas na medida que  cresce. 

Comparamos os valores de  na ordem de 10-2 (curva azul), 10-1 (curva verde) e 100 (curva 
vermelha).

2.3 O ACOPLAMENTO

Os caminhantes aleatórios 1 e 2 passeiam sobre eixos coordenados distintos, 
digamos o caminhante 1 passeia sobre o eixo x1, perpendicular ao eixo x2 onde o 
caminhante 2 passeia aleatoriamente. O impacto das decisões do caminhante, 
digamos i, serem infl uenciadas pelas decisões do caminhante j é quantifi cada pelo 
coefi ciente acoplamento . Os coefi cientes de acoplamento estão relacionados da 
seguinte maneira
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Segundo a relação expressa pela Equação 15, o primeiro momento da posição 
é dado pela relação abaixo

Utilizando a Equação 16, sob a condição de que há acoplamento duplo de 2 em 
relação a 1, tanto quanto de 1 em relação a 2. Existem dois casos para considerar 
para o acoplamento: o caso simétrico e o caso não-simétrico. No caso simétrico os 
caminhantes 1 e 2 apresentam a mesma probabilidade de aprendizagem . No 
caso não-simétrico 1 ou 2 podem apresentar funções de probabilidade que crescem 
mais rapidamente do que a outra. Por exemplo,  quando o caminhante 1 
apresentar maior probabilidade de modifi car suas decisões microscópicas segundo 
as ações do caminhante 2, e  caso contrário. Vamos abordar o caso em que 

 com . Ainda, vamos variar um único parâmetro de probabilidade de 
feedback, chamando  com . Seguindo estas mudanças 
reescrevemos a equação matricial do primeiro momento da posição como

Realizamos o acoplamento dos modelos PAE e PAC. Para o modelo PAC, na 
região em que o parâmetro de escala é , o primeiro momento da posição 
apresenta comportamento log-periódico. Realizamos medidas do primeiro momento 
da posição e expoente de Hurst para diversos valores de intensidade do acoplamento 

.
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3 |  RESULTADOS

É apropriado em problemas que envolvem sua modelagem utilizando caminhadas 
aleatórias, quantifi car os regimes difusivos pelo expoente de Hurst. O comportamento 
difusivo pode ser quantifi cado através da lei de escala assintótica do desvio quadrático 
médio da posição em relação ao tempo. O desvio quadrático médio é defi nido da 
seguinte maneira; sendo A uma constante, H o expoente de Hurst e 
Quando o primeiro momento da posição cresce mais lentamente do que o segundo 
momento, a seguinte aproximação é pertinente. Os regimes difusivos podem ser 
classifi cados em subdifusivo (H<1/2), difusivo ordinário (H=1/2) e superdifusivo (H>1/2) 
(Hurst et al., 1969).

Na Figura 2 são exibidas medidas de H para o problema do acoplamento dos 
caminhantes aleatórios 1 e 2, em função de p e y. As medidas foram realizadas para 
o parâmetro de feedback , onde  e parâmetro de acoplamento 
variando no intervalo . Nossas observações mostram o surgimento de dois 
regimes difusivos, o difusivo ordinário (H=1/2) e o superdifusivo (H>1/2). No painel de 
cores da Figura 2, tonalidades mais próximas do azul indicam regimes difusivos mais 
próximos do ordinário, i.e., (H⟶1/2). As tonalidades mais claras indicam aumento 
de intensidade do regime superdifusivo. Portanto, quanto mais claras as cores, 
observamos que (H⟶1). As regiões e limites dos regimes de superdifusão e difusão 
ordinária são observadas com mais clareza na Figura 3.

Figura 2 - Digrama 3D respectivo a medidas de H para o problema do acoplamento dos 
caminhantes aleatórios 1 e 2. As medidas foram realizadas para , onde  e 

parâmetro de acoplamento variando no intervalo .

A Figura 3 exibe o mapa de difusão, com medidas de H, para o problema de 
caminhantes aleatórios, que caminham em eixos perpendiculares, com acoplamento 
de memória. Aos extremos do painel estão relacionados valores do expoente de Hurst 
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associados a tonalidade mais clara da cor azul com (H = 1), a tonalidade mais escura 
do azul com (H = 1/2). Tonalidades de azul mais escuras são relacionadas a menor 
intensidade de difusão, neste caso, ao regime de difusão ordinário (H⟶1/2); tonalidades 
mais claras  com difusão mais intensa, relacionadas com diversas intensidades do 
regime superdifusivo com medidas de (H>1/2). São destacadas no mapa contornos 
para os quais  é constante. Estas curvas possuem uma propriedade de invariância 
com relação ao regime de difusão. Variando p e y de maneira a percorrer alguma 
dessas curvas o valor de H não muda, i.e., o regime de difusão é mesmo. Portanto, 
encontramos um efeito estacionário do regime difusivo. Destacamos, primeiramente, 
as curvas no centro do mapa. Variações específi cas de p e y exibem curvas, na cor 
vermelha, com (H=1/2). Na parte inferior do mapa, em segundo lugar, destacamos 
curvas de igual superdifusividade com diversas intensidades. Medidas de H, seguindo 
de maneira ascendente, são H=0/9 (azul claro), H=0,8 (laranja), H=0,7 (amarelo) 
e H=0,6 (azul escuro). Em terceiro lugar, encontramos na parte superior do mapa, 
acima das curvas de difusão ordinária (H=1/2), no sentido descendente, curvas de 
igual superdifusividade com medidas do expoente de Hurst iguais a H=0,9 (azul claro), 
H=0,8 (laranja), H=0,7 (amarelo) e H=0,6 (azul escuro). 

Figura 3 - Mapa de H para o problema do acoplamento dos caminhantes aleatórios 1 e 2. 
As medidas foram realizadas para , onde  e parâmetro de acoplamento 

variando no intervalo .

Na Figura 4, exibimos medidas do primeiro momento da posição resultante do 
acoplamento entre os passeios aleatórios PAE e PAC. Na região de comportamento 
log-periódico do primeiro momento da posição para o modelo PAC com parâmetro de 

, exibido na Figura 1, calculamos o impacto do acoplamento das memórias 
no processo difusivo resultante dos passeios. Para valores típicos do parâmetro de 
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acoplamento y=0 e do parâmetro de feedback p=0, quando os caminhantes estão 
desacoplados, observamos oscilações do primeiro momento da posição resultante (r), 
com crescimento de  na ordem de 105, enquanto que, como observado na Figura 
1, as oscilações dos PAC possuem oscilações da ordem de 106. Portanto, notamos 
o amortecimento das oscilações com a simples análise quantitativa da média do 
deslocamento resultante exibido na Figura 4 (a). Aumentado o acoplamento para 

,  observamos, na Figura 4 (b), o desaparecimento das oscilações.

Figura 4 - Comportamento do primeiro momento da posição  em função do tempo para p=0 
em (a) y=0 e em (b) y=1. Estas medidas foram calculadas para o valor de parâmetro de escala 

. 

4 |  CONCLUSÃO

Realizamos simulações numéricas de sistemas particulados com acoplamento 
de memória. Obtemos aproximação de sistemas de partículas utilizando modelos 
de passeios aleatório em tempo discreto, bidimensional e acoplados. Analisamos os 
extremos do efeito do acoplamento sobre a difusão do sistema, que está acoplado 
com probabilidade y. Os conjuntos de passeios aleatórios utilizados foram os dos 
modelos PAE e PAC. O modelo de PAC apresenta oscilações do primeiro momento 
da posição. Utilizamos esta região para realizar o acoplamento e a infl uência das 
oscilações no processo difusivo resultante. Encontramos o fenômeno de difusão 
anômala. Observamos o regime superdifusivo nas regiões de persistência (p>1/2) e 
anti-persistência (p<1/2). Para todas as intensidades do acoplamento observamos 
difusão anômala. O mapa de regimes difusivos exibe uma região de difusão normal 
circundada por regiões adjacentes superdifusivas. Nestas regiões, acenderam curvas 
de difusão invariantes sob certas mudanças do feedback (p) e da intensidade do 
acoplamento y. Por fi m, encontramos superdifusão seguida por oscilações do primeiro 
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momento da posição. O efeito resultante do acoplamento sobre a posição foi de 
oscilações, que são amortecidas, desaparecendo na medida em que o acoplamento 
cresce.
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