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APRESENTAÇÃO

A coleção “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química volume 
2” é uma obra que tem como foco principal a discussão e divulgação científica por meio 
de trabalhos com diferentes funcionalidades que compõe seus capítulos. O volume 
abordará em especial trabalhos que contribuem a nível educacional e aplicado tanto 
na área de engenharia química, química e tecnologias.

O objetivo central foi apresentar de forma categorizada e clara estudos 
correlacionados a energias renováveis, aproveitamento de resíduo agroindustrial, 
desenvolvimento de simulador de processos, simulação de custos de produção, e 
em especial estudos correlacionados a nível educacional por meio de jogos didáticos, 
quiz educativo com foco na aprendizagem de reações químicas e tabela periódica. Em 
todos esses trabalhos a linha condutora foi o aspecto relacionado à aproveitamento 
de resíduos, disseminação de conhecimento, otimização de procedimentos e 
metodologias, dentre outras abordagens importantes na área de exatas e engenharia. 
O avanço das pesquisas e divulgação dos resultados tem sido um fator importante 
para o desenvolvimento da ciência e estímulo de inovação.

Temas diversos e interessantes são, deste modo, discutidos aqui com a proposta 
de fundamentar o conhecimento de acadêmicos, mestres e todos aqueles que de 
alguma forma se interessam pela área de exatas e engenharia química aplicada e 
educacional. Possuir um material que demonstre evolução de diferentes metodologias, 
abordagens, otimização de processos, caracterização com técnicas substanciais, 
reutilização de resíduos de regiões específicas do país é muito relevante, assim como 
abordar temas atuais e de interesse tanto no meio acadêmico como social.

Deste modo a obra “Avanços das Pesquisas e Inovações na Engenharia Química 
volume 2” apresenta estudos fundamentados nos resultados práticos obtidos pelos 
diversos professores e acadêmicos que arduamente desenvolveram seus trabalhos que 
aqui serão apresentados de maneira concisa e didática. Sabemos o quão importante 
é a divulgação científica, por isso evidenciamos também a estrutura da Atena Editora 
capaz de oferecer uma plataforma consolidada e confiável para estes pesquisadores 
explorarem e divulgarem seus resultados. 

Jéssica Verger Nardeli
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CAPÍTULO 8

APLICAÇÃO DO MÉTODO DE MONTE CARLO 
VIA CADEIA DE MARKOV PARA ESTIMATIVA DE 

PARÂMETROS EM MODELOS DE CURVAS DE 
RUPTURA

Data de submissão: 03/12/2019

Data de aceite: 16/03/2020

João Paulo de Souza Coutinho
Universidade Federal do Pará, ITEC, Faculdade 

de Engenharia Química
Belém - Pará

Ianka Cristine Benicio Amador 
Universidade Federal do Pará, ITEC, Faculdade 

de Engenharia Química
Belém - Pará

Bruno Marques Viegas
Universidade Federal do Pará, ITEC, Programa 
de Pós-Graduação em Engenharia de Recursos 

Naturais da Amazônia
Belém – Pará

Nielson Fernando da Paixão Ribeiro
Universidade Federal do Pará, ITEC, Faculdade 

de Engenharia Química
Belém – Pará

Diego Cardoso Estumano
Universidade Federal do Pará, ICB, Faculdade de 

Biotecnologia
Belém – Pará

RESUMO: Na indústria química há diversos 
processos que tem como principal fenômeno 
a separação de espécies químicas e um 
dos processos utilizados é a adsorção em 
uma coluna de leito fixo. Uma das variáveis 
importantes a ser analisada é caracterizada 

pela curva de ruptura, que descreve a 
concentração de efluentes variando no tempo 
e a modelagem matemática desse processo 
proporciona dados necessários para previsões 
futuras. Neste cenário, a determinação das 
variáveis que influenciam a transferência de 
massa e a cinética de adsorção é uma das 
principais adversidades do processo. Este 
trabalho tem por objetivo aplicar uma análise 
Bayesiana para a estimativa de parâmetros e 
variáveis de estado dos modelos matemáticos 
de Thomas e Yoon-Nelson. E para a estimativa 
de parâmetros de tais modelos do processo 
de adsorção, foram utilizados os princípios 
do método de Monte Carlo via Cadeia de 
Markov, que necessita do cálculo da função de 
verossimilhança para realizar a avaliação da 
distribuição de probabilidade. Foram utilizadas 
medidas simuladas do processo de adsorção, 
que foram geradas a partir de um modelo 
matemático proveniente de um balanço de 
massa em uma coluna de leito fixo, com o intuito 
de evitar o crime inverso.
PALAVRAS-CHAVE: Adsorção, MCMC, 
Estimativa de Parâmetros.
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MARKOV CHAIN MONTE CARLO METHOD APPLICATION FOR PARAMETERS 
ESTIMATION IN BREAKTHROUGH CURVE MODELS

ABSTRACT: In chemical industry there are several processes whose main phenomenon 
is the separation of chemical species, and one of this processes used is adsorption in a 
fixed bed column. One of the important variables to be analyzed is characterized by the 
breakthrough curve, which describes the effluent concentration varying on time, and 
the mathematical modeling in this process provides necessary informations to future 
predictions. In this scenario, determining the variables that influence mass transfer 
and adsorption kinetics is one of the main adversities in this process. This work aims 
to apply a Bayesian analysis for parameters and state variables estimation of Thomas 
and Yoon-Nelson mathematical models. And to estimate the parameters of such 
adsorption process models, were used  Markov Chain Monte Carlo method principles, 
which requires likelihood function calculation to evaluate the probability distribution. 
Adsorption process simulated measurements were used, which were generated from 
a mathematical model derived from a mass balance in a fixed bed column, in order to 
avoid the inverse crime.
KEYWORDS: Adsorption, MCMC, Parameter Estimation.

1 | 	INTRODUÇÃO

A contaminação do ecossistema por metais pesados é um problema universal, 
eles se acumulam em tecidos vivos em toda a cadeia alimentar. Estes poluentes tóxicos 
podem causar envenenamento, câncer, danos cerebrais e psicológicos, quando entram 
na corrente sanguínea e se acumulam acima de níveis toleráveis no corpo humano 
e em outros seres vivos (Abia e Asuquo, 2008). O crescimento da indústria química 
desencadeou uma série de problemas ambientais, e nos últimos anos, aumentou a 
conscientização sobre os impactos ambientais que são causados por metais pesados, 
e dessa maneira, novas tecnologias estão sendo utilizadas no tratamento de efluentes 
industriais (Abia e Asuquo, 2008; Khitous et al, 2016).

A adsorção é uma operação unitária fundamentada nos princípios de 
transferências de massa, na qual uma solução de adsorbato é exposta a um sólido 
capaz capturá-lo seletivamente da solução. Contudo, alguns parâmetros influenciam 
nessa remoção, como as propriedades químicas e físicas do adsorvato e do adsorvente, 
temperatura do sistema e o pH da solução (Ruthven, 1984).

O desempenho do processo de adsorção em uma coluna de leito fixo pode ser 
descrito através da curva de ruptura, a qual é determinada ao avaliar a dinâmica 
da concentração na saída do leito. Com a finalidade de simular a curva de ruptura, 
há diversos modelos analíticos presentes na literatura, como exemplo os modelos 
desenvolvidos por Thomas, (1944), Yoon-Nelson, (1984), Clark, (1987), e Wolborska, 
(1989). 

Em tais estimativas dos parâmetros utilizou-se medidas simuladas a partir de 
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um modelo descrito por uma equação diferencial parcial e na solução do problema 
inverso, utilizou-se os modelos analítico propostos por Thomas, (1944), Yoon-Nelson, 
(1984). Esta estratégia foi utilizada no intuito de evitar o crime inverso (Kaipio e 
Somersalo, 2004). Nos casos de estudo foram avaliados diferentes estimativas iniciais 
e probabilidade de distribuição a priori dos parâmetros.

2 |  ANÁLISE DE SENSIBILIDADE

O coefi ciente de sensibilidade , defi nido na equação (1), é uma medida da 
sensibilidade da curva de ruptura em relação às variações do parâmetro. Pequenos 
valores de magnitude de  indicam que grandes variações no parâmetro causam 
pequenas mudanças na curva de ruptura. Nestes casos, as estimativas dos parâmetros 
podem ser difíceis, porque o mesmo perfi l da curva de ruptura pode ser obtido para uma 
grande faixa de valores de parâmetros. Além da magnitude grande para o coefi ciente de 
sensibilidade, é necessário analisar quais parâmetros são linearmente dependentes, 
pois não é possível estimar simultaneamente parâmetros com dependência linear de 
seus coefi cientes de sensibilidade reduzidos,  (Beck et al., 1985).

Em que Pj são os parâmetros dos modelos e Cm,i é a variável de estado do 
modelo.

3 |  MODELO DE FORÇA MOTRIZ LINEAR E GERAÇÃO DE MEDIDAS

Nesse trabalho, o modelo matemático de Força Motriz Linear (LDF) proposto por 
Glueckauf e Coates, (1947) foi utilizado para gerar medidas simuladas. Tais medidas 
são geradas adicionando incertezas gaussianas com média zero e desvio-padrão de 
0,01. 

O processo de adsorção em uma coluna de leito fi xo é modelado considerando 
as seguintes hipóteses:

1. As partículas de adsorvente são esféricas e macroporosas.

2. O processo é considerado isotérmico e isobárico.

3. Não ocorrem mudanças nas propriedades do fl uido e nem na coluna. 

4. Não existe variação de vazão volumétrica e nem de velocidade do líquido.
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5. Fluxo unidirecional em z.

A partir de um balanço de massa da espécie química “i” no interior do leito em um 
elemento diferencial dz, o perfi l de concentração do leito pode ser dado pela seguinte 
equação (Borba et al, 2011; Khitous et al, 2016):

Na qual a o primeiro e o segundo termo representam, respectivamente, a 
transferência de massa na coluna de leito fi xo devido aos efeitos dispersivo e 
convectivos. O terceiro e o quarto termo representam, respectivamente, as taxas de 
acúmulo da espécie química “i” nas fases liquida e sólida.

O balanço na fase sólida é dado pelo modelo da Equação (4). Assim, a transferência 
de massa no interior do adsorvente é dada pela seguinte equação:

Substituindo a Equação (4) na Equação (3), resulta em:

As condições iniciais do modelo matemático são:As condições iniciais do modelo matemático são:

As condições de contorno foram propostas por Danckwerts, (1953). As condições de contorno foram propostas por Danckwerts, (1953). 

Em que Ks é o coefi ciente geral de transferência de massa no adsorvente, C é a 
concentração da espécie química “i” no elemento diferencial, a velocidade intersticial 
do fl uido é Vs,  é a porosidade do leito adsorvente,  é a densidade do leito, 
é o coefi ciente de dispersão axial do leito,  é a concentração da espécie química “i” 
na fase solida,  é a concentração da espécie química “i” na fase solida no estado de 
equilíbrio, L é o comprimento do leito e C0 é a concentração de alimentação na entrada 
da coluna de leito fi xo.
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No modelo LDF foi utilizado o Método das Linhas para solucioná-lo, seguindo 
método apresento por Schiesser e Griffi ths, 2009.

4 |  MODELO DE THOMAS

O modelo analítico desenvolvido por Thomas considera que a taxa de adsorção é 
representada pela cinética de Langmuir. O modelo também leva em consideração um 
parâmetro muito importante para o processo de adsorção, que é a capacidade máxima 
de remoção de adsorbato pelo adsorvente (Thomas, 1944; El-Naas et al, 2017).  O 
modelo de Thomas é representado pela Equação (6):

Em que qe é a capacidade de remoção da coluna, KTH é o coefi ciente cinético, m 
é a massa de adsorvente no leito e Q é a vazão volumétrica do sistema.

5 |  MODELO DE YOON-NELSON

O modelo proposto por Yoon–Nelson, 1984, leva em consideração a afi nidade 
do adsorvente em remover o adsorbato da solução, e  foi inicialmente desenvolvido 
para adsorção de gases, porém também pode ser utilizado para representar dados 
experimentais e simulados de adsorção em leito fi xo de efl uentes líquidos, além de 
ser o modelo mais simples para descrever esse processo (Han et al, 2009; Aksu and 
Gonen, 2004).  A Eq. (7) descreve o modelo desenvolvido por Yoon-Nelson.

Em que  é o tempo equivalente à metade da curva de ruptura, levando em 
consideração que o momento em que a concentração efl uente se torna constante 
C1/C0=1, o adsorvente já está saturado. E KYN é taxa constante do modelo de Yoon-
Nelson.

6 |  MÉTODO DE MONTE CARLO VIA CADEIA DE MARKOV

A estatística Bayesiana consiste na utilização de todas as informações possíveis 
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de um determinado fenômeno com o propósito de reduzir a incerteza em problemas de 
inferência estatística.  Ao passo que uma nova informação é gerada, ela é combinada 
com a informação anterior e essa interação é armazenada em uma base de dados 
estatísticos. O mecanismo utilizado para combinar a nova informação apontada pela 
medida com a informação anterior é representado pelo teorema de Bayes (Ozisik e 
Orlande, 2000). Na estatística Bayesiana, a solução de problemas inversos se dá 
na análise da densidade de probabilidade a posteriori (Kaipio e Somersalo, 2004). O 
teorema de Bayes é descrito na Equação (8).

Na qual  é a densidade posterior de probabilidade , é a densidade 
de probabilidade a priori dos parâmetros, isto é, a informação codifi cada para os 
parâmetros disponível antes das medidas , é a função de verossimilhança e 

 é a densidade marginal de probabilidade das medidas, que desempenha o papel 
de uma constante de normalização.

A função de verossimilhança expressa a densidade de probabilidade das medidas 
C dados os parâmetros P. Assumindo que os erros de medidas são gaussianos, com 
média zero e conhecida a matriz de covariância, a função de verossimilhança é dada 
pela Equação (9) (Beck e Arnold, 1977).

Na qual, W é matriz de covariância, C(P) é o modelo Ct / C0 em função dos 
parâmetros, e  são os dados simulados de Ct / C0 em função do tempo. 

O MCMC é uma técnica numérica que pode ser utilizada para estimar a constante 
de normalização, e uma das formas de aplicar o MCMC é com a utilização do algoritmo 
de Metrololis-Hastings (Metropolis et al, 1953; Hastings, 1970). 

1. Inicializa-se o contador de iterações da cadeia i=0 e arbitra-se um valor 
inicial P(0).

2. Gera-se um candidato P* da distribuição p(P* | Pi-1), sendo que P*=Pi-1(1+
) . Em que é o passo de procura e ξ é uma variável aleatória proveniente de 

N(0,1).

3. Calcula-se a probabilidade de aceitação .

4. Gera-se um número randômico u, com distribuição uniforme.

5. Se , aceita-se o parâmetro e faz-se , caso contrário faz-se 
.
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6. Incrementa-se o contador de i para i+1 e volta-se ao passo 2.

Os parâmetros dos modelos matemáticos propostos por Thomas e Yoon-Nelson 
foram estimados pelo MCMC.

7 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

Para a solução dos modelos de Força Motriz Linear, Thomas e Yoon-Nelson, é 
necessário determinar valores para as constantes presentes nesses modelos. A Tabela 
1 apresenta os valores das constantes adotadas para a solução de destes modelos.

Tabela 1: constantes utilizadas na solução dos modelos LDF, Thomas e Yoon-Nelson. 

Os valores das constantes foram utilizados para a solução do modelo LDF pelo 
Método das Linhas, para a geração de medidas simuladas e análise do coefi ciente 
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de sensibilidade reduzido. E para explorar melhor o método MCMC, é interessante 
realizar estudos de casos que permitam avaliar a efi ciência da técnica e asseverar se 
o algoritmo está enviesado.

Na estimativa do parâmetro  do modelo de Thomas e  do modelo de Yoon-
Nelson, foi adotada uma distribuição de probabilidade a priori gaussiana para os 
parâmetros. A seguir apresenta-se na Tabela 2 os estudos de caso realizados nesse 
trabalho.

Tabela 2: Casos de estudo. 

Sendo que o  representa o  para o modelo de Thomas e  para o 
modelo de Yoon-Nelson.

7.1 Análise de Sensibilidade

No presente trabalho os coefi cientes de sensibilidade reduzido foram calculados 
utilizando a Equação 2 para os parâmetros do modelo de Thomas e Yoon-Nelson.
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Figura 1: Análise do coefi ciente de sensibilidade reduzido. a) Modelo de Yoon-Nelson, b) 
Modelo de Thomas.

Na Figura 1 é possível avaliar que a magnitude dos parâmetros KTH e KYN foi 
muito baixa, de modo que os parâmetros não apresentaram infl uência signifi cativa 
para a solução do modelo direto. Também é possível notar que não há dependência 
linear entre os parâmetros, logo ainda é possível estimar o parâmetro KTH do modelo 
de Thomas e o KYN do modelo de Yoon-Nelson.

Os parâmetros  e  apresentaram elevada magnitude e não mostraram 
dependência linear, sendo assim possível sua estimativa. Os parâmetros  e  foram 
utilizados nas estimativas, desse modo é possível evitar a multiplicidade de soluções 
e assim satisfazer o critério de unicidade das estimativas a seguir.

7.2 Análise da Média da Priori

No estudo dos casos 7, 8 e 9 é avaliado o efeito que a média da distribuição a 
priori dos parâmetros  e . O objetivo do estudo é avaliar se as Cadeias de Markov 
convergem para valores aproximados alterando a distribuição a priori dos parâmetros. 
A seguir, são apresentadas na Figura 2 as Cadeias de Markov para estes casos de 
estudo.
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Figura 2: Efeito da média da priori nas Cadeias de Markov. a) Modelo de Yoon-Nelson, b) 
Modelo de Thomas.

Ao analisar os resultados apresentados na Figura 2, observa-se que apesar de 
usar diferentes médias para a distribuição de probabilidade a priori dos parâmetros, a 
distribuição de probabilidade a posteriori tem médias bem próximas. Desta maneira, 
assegura-se que apesar de informações a priori diferentes, a informação atualizada 
com o teorema de Bayes leva para a mesma distribuição de probabilidade e isso 
ocorre devido a informação dos dados simulados, o qual é inserido a incerteza na 
função de verossimilhança. 

Caso
(Média) (mg/g) (mg/g) (min) (min)

7 0,5 3,9 4,0166
(4,0053; 4,0305) 23 24,1698

(24,0999; 24,2431)

8 1,0 3,9 4,0052
(3,9966; 4,0140) 23 24,0902

(24,0446; 24,1481)

9 1,5 3,9 4,0013
(3,9942; 4,0065) 23 24,0652

(24,0208; 24,1162)
Tabela 3: Análise da média da priori.

Em todos os casos, os resultados apresentados na Tabela 3 mostram que os 
parâmetros convergiram para um valor médio de  = 4,007 [mg/g] e  = 24,1084 [min]. 
Ao comparar com o valor de referência, verifi ca-se que os desvios das estimativas 
foram baixos e ao analisar o intervalo de credibilidade de 99% observa-se que houve 
um baixo nível de incerteza nas estimativas, com isso, conclui-se que a estimativa teve 
exatidão, uma vez que houve acurácia e precisão.

7.3 Análise da Estimativa Inicial da Priori

Análogo ao estudo dos casos anteriores, foram realizadas estimativas do 
parâmetro, contudo dessa vez a estimativa inicial que foi avaliada.
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Caso Estimativa 
Inicial (mg/g) (mg/g) (min) (min)

1 0,5 3,9 4,0050
(3,9981; 4,0162) 23 24,0958

(24,0522; 24,1627)

2 1,5 3,9 4,0047
(3,9922; 4,0178) 23 24,0955

(24,0463; 24,1446)

3 2 3,9 4,0047
(3,9976; 4,0142) 23 24,0898

(24,0386; 24,1363)

 Tabela 4: Análise da estimativa inicial da priori. 

Os resultados apresentados na Tabela 4 mostram que mesmo com diferentes 
estimativas iniciais, a distribuição a posteriori convergiu para valores próximos, com 
um valor médio de  = 4,0048 [mg/g] e  = 24,0937 [min].

Na Figura 4 é apresentado o parâmetro de referência e a infl uência da estimativa 
inicial da priori nas Cadeias de Markov para a estimativa do parâmetro, como foi feito 
no estudo dos casos 1, 2 e 3.

Figura 4: Efeito da estimativa inicial da priori nas Cadeias de Markov. a) Modelo de Yoon-
Nelson, b) Modelo de Thomas.

A partir da observação dos resultados da Figura 4 e da Tabela 4, é possível 
concluir que o valor da estimativa inicial possui bastante infl uência sobre o período de 
aquecimento das Cadeias de Markov, indo de 1300 a 2300 estados de aquecimento 
da cadeia para o parâmetros , e de 980 até 2200 estados de aquecimento para o 
parâmetro , não interferindo, contudo, na distribuição de equilíbrio a posteriori.

7.4 Análise do Desvio Padrão da Priori

Também foi realizado um estudo para avaliar o desvio padrão  da priori adotada 
nas estimativas, como mostrado na Tabela 2.
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Caso (Desvio padrão) (mg/g) (mg/g) (min) (min)

4 0,1 3,9 4,0040
(3,9935; 4,0134) 23 24,0922

(24,0353; 24,1520)

5 0,2 3,9 4,0044
(3,9943; 4,0134) 23 24,0900

(24,0412; 24,1587)

6 0,4 3,9 4,0049
(3,9927; 4,0147) 23 24,0901

(24,0165; 24,1360)

Tabela 5: Análise do desvio padrão da priori.

Os resultados apresentados na Tabela 5 mostram que mesmo com diferentes 
valores de desvio padrão adotados, a distribuição a posteriori convergiu para valores 
próximos, com um valor médio de  = 4,0044 [mg/g] e  = 24,0908 [min].

Na Figura 5 é apresentado o parâmetro de referência e a infl uência do desvio 
padrão da priori nas Cadeias de Markov para a estimativa dos parâmetros.

Figura 5: Efeito do desvio padrão da priori nas Cadeias de Markov.  a) Modelo de Yoon-Nelson, 
b) Modelo de Thomas.

De acordo com observação dos resultados apresentado na Figura 5 e da Tabela 
5, é possível inferir que o valor do desvio padrão não possui infl uência sobre o período 
de aquecimento das Cadeias de Markov, cerca de 1300 estados de aquecimento para 

 e . Também é possível notar que o desvio padrão não interferiu na distribuição de 
equilíbrio a posteriori.

Para o caso 5, a curva de ruptura com o valor estimado  do modelo de 
Thomas e  do modelo de Yoon-Nelson são apresentadas na Figura 6, juntamente 
das medidas simuladas geradas a partir do modelo LDF com desvio de 1%.
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Figura 6: Curva de ruptura. a) Modelo de Yoon-Nelson, b) Modelo de Thomas.

Os resultados apresentados na curva de ruptura mostram que os modelos 
de Thomas e Yoon-Nelson são adequados para a representar dados simulados do 
modelo LDF. De acordo com a Figura 6 da curva de ruptura e condições apresentadas 
na Tabela 1, a quantidade máxima que poderia ser adsorvida nos poros do adsorvente 
é de aproximadamente  = 3,9 [mg/g]. sendo assim, para todos os casos, os valores 
de  condizem com o fenômeno físico de adsorção em leito fi xo. Também é possível 
notar que o tempo fi nal foi de aproximadamente 50 min, e o valor médio estimado para 
o parâmetro  foi de aproximadamente  = 24,1 [min]. Desse modo, para todos os 
casos estudados, os valores de  condizem com o fenômeno de um processo de 
adsorção em leito fi xo nessas condições.

8 |  CONCLUSÃO

O método de Monte Carlo via Cadeia de Markov foi explorado no presente 
trabalho para estimar parâmetros de modelos matemáticos que se ajustam à dados 
simulados de adsorção de uma espécie química “i” em uma coluna de leito fi xo.

Com base no que foi apresentado, os resultados estimados dos parâmetros do 
modelos de Thomas e Yoon-Nelson pelo MCMC foram satisfatorios e congruentes.
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